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第 1 讲 命题 转换 与 解法 和 


， 村 锡 录 - 


日 前 国内 外 各 类 数学 竞赛 比较 频繁 ， 如 果 每 次 所 命 的 题 都 是 
一 些 好 题 和 新 题 ， 当 然 最 好 ， 但 是 这 对 命题 者 的 要 求 委 实 太 高 
不 过 ， 用 一 些 明 显 的 陈 题 也 不 太 好 ,于 是 就 需要 把 一 些 好 的 陈 题 
加 以 变形 或 推广 ， 换 一 个 面貌 出 现 ， 这 几乎 是 每 一 个 命题 者 经 常 
: 使 用 的 方法 . 如 果 参 加 数学 竞赛 的 学 生 们 也 能 掌握 这 种 变形 和 推 
广 的 方法 ， 那 末 ， 他 对 数学 的 认识 深度 就 会 有 所 提高 ， 他 的 解 题 
能 力 的 增强 就 会 有 所 突破 ， 他 也 就 可 能 在 各 类 数学 竞赛 中 大 显 身 
手 。 现在 的 问题 是 ， 掌 握 这 种 方法 难 不 难 呢 ? 其 实 不 难 ， 关 键 在 
于 你 对 待 一 个 题目 的 态度 .一 个 好 题 合 到手 之 后 ， 往 往 千 方 百 计 
地 想法 把 它 解 出 来 ,一旦 解 出 ， 喜 悦 之 情 顿 时 涌 上 心头 ,同时 ， 
往往 有 一 种 大 功 告 成 的 感觉 ， 将 解 出 的 题目 一 放 ， 又 去 找 刻 的 题 
目 去 解 ， 争 取 体 会 到 下 一 次 成 功 的 喜悦 殊不知， 这 种 做 完 一 个 
好 题 就 束之高阁 的 态度 恰恰 错过 了 提高 的 宝贵 机 会 ， 每 做 完 一 个 
题 后 ， 你 可 曾 想 到 ， 你 得 到 了 些 什么 ? 你 还 应 做 些 什么 ， 从 而 使 
你 得 到 更 多 的 东西 ? 

当 你 做 完 一 个 题 ， 尤 其 是 你 认为 的 一 个 好 题 后 ， 请 想 一 想 下 
面 的 几 个 问题 ， 

1. 还 有 其 他 的 做 法 吗 ? 

2. 这 些 做 法 中 哪个 做 法 是 本 质 的 ， 最 好 的 ， 最 简单 的 ? 

3.， 利用 这 些 做 法 ， 你 能 把 这 个 题目 变化 一 下 了 吗 ? 变 完 后 , 并 
试 着 做 一 下 ,如 果 你 认为 又 是 一 个 好 题 , 就 请 你 的 同学 们 做 一 下 . 

4，. 从 本 质 性 的 做 法 中 ， 试 着 做 一 些 推广 ， 这 又 能 得 到 一 些 
好 题 ， | 


当 你 做 完 以 上 的 各 项 事情 后 ， 我 相信 你 一 定 会 从 一 个 题目 中 
得 到 更 多 的 东西 ， 可 以 说 ， 你 的 能 力 已 经 提高 了 一 步 . 
下 面 我 们 通过 一 些 例题 来 说 明之 . 
例 1 在 A4BC 中 , 已 知 4B=AC， 人 4=100"， BD 是 
角 B 的 平分 线 并 交 AC 于 D， 求 证 ，BC = BD+ 4D. 
证 如 图 1-1， 在 BC 上 取 A 
A', 使 BA’=BA， 连 DA’. D 
在 BC 上 取 D'， 使 DD’= 
DA', 连 DD'’， 显 然 ， 八 4BD 
和 人 A’'BD. B A DD C 
“ ALABA'D=100°> 1-1 
AD4D'= LDD'A’=80°> LA'DD’'=20°=> 
LBDD’'=80°>BD= BD'. 
“» ADD'C=100°>ALD'DC= LAC=40°CD’'= DD 
=DA’= AD, 
» BC=BD’'+CD’=BD+ AD. 
这 个 证 法 是 好 的 ， 充分 体现 了 平面 几何 的 魅力 ， 证 明 中 的 第 
一 个 关键 所 在 是 ， 把 八 4BD 以 BD 为 轴 翻 折 ， 即 作对 称 变换 ， 
这 个 题 的 证 法 很 多 ， 除 去 纯 几 何 的 证 法 外 ， 还 可 用 三 角 法 ， 
解析 法 来 做 ， 这 些 我 们 在 下 面 再 来 讨论 ， 
我 们 先 来 分 析 一 下 题目 中 的 条 件 和 结论 ， 实际 上 有 三 个 已 知 
条 件 和 一 个 结论 ， 这 些 都 满足 唯一 性 原则 。 加 “4B = A4C” 满 足 
“ 作 一 线段 等 于 一 已 知 线段 ， 能 作 且 只 能 作 一 条 ”的 唯一 性 ，“BD 
是 角 B 的 平分 线 " 满 足 “ 作 已 知 角 的 平分 线 能 作 且 只 能 作 一 条 ”的 
唯一 性 “4 = 1069"” 满足 “ 作 一 角 等 于 已 知 角 ， 能 作 且 只 能 作 
一 个 "的 唯一 性 ，“BC = BD+ AD "满足 “ 作 一 线段 等 于 两 已 知 线 
段 的 和 和 ， 能 作 且 只 能 作 一 条 ”的 唯一 性 、 于 是 由 简单 的 逻辑 知识 
知道 ， 该 命题 的 逆 命 题 、 否 命题 、 逆 否 命 题 都 成 立 ， 这 样 我 们 就 
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能 得 到 一 系列 与 之 相关 的 题目 ， 并 且 这 些 题目 都 是 有 一 定 难度 
的 。 我 们 先 看 着 命 题 ， 

例 2 在 人 A4BC 中 ,已 知 4B=AC，BD 是 角 B 的 平分 线 
交 AC 于 D，BC=BD+AD， 求证, 4 =100". (或 求 A4BC 
的 三 个 角 ,) ， 

证 如 图 1-2, 在 BC 上 取 B4'=BA4， 连 DA’,， 显然 

AABDS2AA’'BD 
>AD= DA’. 

设 人 >=x， 册 则 有 

LB= /C=27, 站 A D 

A=180°- 47x, 图 1-2 

LADB= /A'DB=3x, LDA'C=4x. 

在 BC 上 选 点 D'”， 使 LCDD’'=2x， 即 人 CDD' 为 等 奈 三 
角形 ， 得 CD’= DD'. 

“* LZDD’A’=/C+ /CDD’' = 4x, 

人 D4’'D'=4x 之 和 人 DA'D' 为 等 腰 三 角形 
>CD’= DD’= DA’=4D, 

由 于 BC=BD+ 4D=BD+CD', 

BD’= BD, LBDD’'= /BD'D=4x. 

“ LA’DD’= /BDD’- /BDA’= 

在 人 人 A’DD' 中 可 得 ，9x = 180。， 二 有 #205， 于 是 有 人 4 
=180~ 4X=100°, 

注 与 例 1 的 原 命题 相同 ， 作 出 两 个 三 角形 全 等 , 即 A4BD 
振 人 4.BD 是 关键 所在 . 另 一 个 关键 就 是 那 四 条 线段 相等 ， 即 AD 
=DA’= DPD’'=CD'. | 

以 上 是 对 纯 几 何 证 法 而 言 的 。 如果 考虑 三 角 证 明 法 ， 也 将 是 
士 分 有 趣 的 . 


例 1 的 三 角 证 法 
在 ABCD 中 ， 由 正弦 定理 得 


_BD_ BC 


C no 
即 BD-_ sinC = 
。 B sin 60 
sin( 4+ 三 ) 
BD _ AD 
在 AABD 中 , 有 sm4 BB 
Sin 二 
2 
sin n23 
2 __ Sin20” 。 sin40。 
即 4D= Sin4 BD = sin100° sin60° BC, 


.ps : _ sin40° sin 20°sin 40° 
所 以 BD+ AD= BC( sin60° -sin100°sin60° ) 


sin 40° sin100° + sin20° 
= sin 60° ~ gin100° 
2sin40°sin60°cos40° 
-BC 一 sin60°sin100° 


sin80° = 
=BC lo BC. 


利用 三 角 知识 经 过 简单 计算 ， 很 容易 地 得 到 了 例 1 的 证 明 . 
我 们 自然 会 想到 这 个 命 是 的 那些 送 命 原 、 否 命题 、 逆 否 命 顾 也 可 
以 用 三 角 方法 来 证 明 ， 如 例 2 所 示 的 道 命 厦 ， 不 过 我 们 先 不 忙于 
证 明 它 ， 不 妨 再 变化 它 .~- 下 ， 看 一 看 能 否 把 它 的 所 有 的 已 知 条 件 
都 变 成 三 角形 式 ， 即 把 它 彻底 改造 成 一 个 三 角 题 例如 ， 可 以 把 
等 大 的 条 件 AB= AC 化 为 4= 2beosC， 这 是 教科 书 上 早已 有 的 结 
论 ， 两 个 条 件 是 等 价 的 。 又 如 果 在 条 件 中 出 现 邱 ， 则 蕴含 有 角 平 
分 线 的 条 件 ， 再 利用 正弦 定理 ， 用 与 侧 1 的 三 角 证 法 中 相仿 的 方 
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法 可 以 把 已 知 条 件 BC= BD+ AD 化 为: sin Asin (B+C) 
-sin C (sin 人 2 + sin 4)， 经 过 整理 ， 我 们 就 可 以 得 到 如 下 的 是 


例 3 在 人 ABC 中 ， 已 知 4=2bcosC,， sin Asin(S +C) 
=sin C (sin 吧 + sin 4)， 求 这 个 三 角形 的 各 个 角 的 度数 (不 用 反 
三 角 函 数 表 示 ). 

”这 就 是 安徽 省 1979 年 数 学 竞赛 第 一 试 第 9 题 。 如 果 没 有 前 
面 的 分 析 ， 你 能 想到 是 由 例 1 变 来 的 吗 ? 即使 你 对 例 1 是 熟悉 
的 ， 我 相信 你 只 能 在 得 到 答案 后 才能 悟 到 这 题 是 与 例 1 有 联系 
的 . 同时， 我 还 相信 你 已 经 开始 对 我 们 这 种 变化 题目 的 方法 感 兴 
趣 了 . 如 果真 是 这 样 ， 你 不 妨 把 例 1 的 记 有 的 道 命题 ， 否 命题 ， 
道 否 命题 都 写 出 来 ， 再 试图 写成 三 角形 式 ， 

下 面 我 们 给 出 例题 3 的 解 . 
解 由 4=2Bbcos C= bcosC+ccosB， 得 
bceos C =ccos 万 ， 
再 由 0= 2RsiaB，c=2RsinC， 得 
加 .SinBcosC = sinCeosB; 
即 .Sin(B-C)=0， 


所 以 B=C, A=r*-2B. 

于 是 有 sin2Bsin 3 全 = sin B(sinZ + sin 28), 
即 2cosBsin3B = sin2 + sin2B, 

因为 2cosBsin3 二 = sin 艺 十 sin 7, 

所 以 sins2 = sin2B, 和 “ 


B...3B 


得 2sinc03 -= 0。 

因为 0<B<F, sing +0, 
于 是 cos 虹 = 0， 

和 9B 7 = 2 
得 4 2 B 9 


所 以 人 4BC 的 三 个 角 是 : 
-57 B=C=27 
4 一 9 » B=C= 9 . 


上 面 我 们 对 例 1 进行 了 一 系列 的 讨论 ,最 后 再 提 及 一 点 ， 例 
1 还 可 以 用 解析 几何 来 作 ， 而 且 也 比 较 简单 ， 但 没有 突出 的 特 
点 ， 故 不 进行 专门 的 讨论 ， 下面 的 例题 是 1983 年 美国 普 特 南大 
学 生 数 学 竞赛 中 的 一 个 题 ， 它 在 解析 几何 的 应 用 上 颇具 特点 . 


例 4 求 二 元 函数 Joo) = (~0)*+ (V3 下 - 旺 ) 的 最 
小 值 ， 

大 学 生 数学 竞赛 中 的 试题 ， 人 们 往往 要 用 高 等 数学 的 方法 来 
解 ， 殊不知 ， 这 样 解 例 4 是 相当 麻烦 的 。 其 实 你 只 要 注意 到 这 个 
题目 中 的 儿 何 意义 ， 用 初等 方法 来 解 却 是 很 简单 的 。 

首先 ， 函数 表达 式 是 两 点 之 间距 离 的 平方 ， 这 两 个 点 是 (4， 
V3-z6)，(v, 时 )， 共 次 ， 我 们 再 来 看 这 两 个 点 具有 什么 特点 : 

th2 十 《 2 一 1922= 2， 
这 是 图 兴 +y*=2 上 的 一 点 . 
v0, 
这 是 双 曲 线 *y=9 上 的 一 点 
这 时 ， 这 个 题目 的 几何 意义 就 十 分 明显 了 ;来 园 + y=2 和 和 


双 曲 线 4y=9 之 间 的 最 短 距 离 .” 事 实 上 ， 出 题 人 正 是 从 这 里 出 
发 ， 通 过 简单 的 变形 而 得 到 的 ， 而 且 把 题目 变 难 了 .但 是 ,对 于 我 
们 做 题 的 人 来 讲 ， 这 正好 是 我 们 的 一 个 极 好 的 锻炼 机 会 。 初 看 这 
是 一 道 代 数 题 ， 而 其 本 质 却 是 一 道 几何 题 ， 你 想不到 这 一 点 ， 解 
题 就 十 分 困难 ， 你 想到 了 这 一 点 ， 题 目 就 变 得 十 分 简单 。 我们 在 
做 一 道 题 时 ， 必须 先 审 好 题 ， 充分 理解 题 意 ， 把 握 住 题目 的 本 
质 ， 这 样 完成 解答 就 不 难 了 ， 

再 就 例 4 而 言 ， 我 们 可 以 变 成 下 面 的 一 道 题 ， 

“ 求 二 元 函数 (90, 9)= (wecos 0g-3tg9)2+(w7sinpb- 
3ctg9)’ 的 最 小 值 .” 

你 能 看 出 它 是 怎么 变 来 的 吗 ? 实际 上 ， 我 们 把 例 4 中 的 图 各 
双 曲 线 都 写成 参数 方程 的 形式 : 

阅 X?+y=2; X= 2c080, y= 2sin0; 

双 曲 线 Xy=9: X=3tg?， y=3ctg?., 
代入 例 4 中 的 函数 就 行 了 .这 样 又 变 出 了 一 道 三 角 题 . 

作为 这 一 讲 的 结束 语 ， 我 想 提 醒 大 家 ， 这 种 变形 及 联想 的 思 
想 方 法 是 重要 的 ， 平 时 作 题 要 加 以 注意 才 是 ， 


思考 题 * 


1. 把 例 1 的 所 有 的 族 合 是 否 命 题 、 逆 否 命 题写 出 来 。 能 否 把 它们 变 成 三 
角形 式 ? 试 给 出 它们 的 证 明 。 

2. 把 例 4 解 出 来 ! 

.对 于 ee RR， 确 定 VWBTat1 -V2 一 a 二 1 的 记 有 可 能 的 值 ，( 罗 马 尼 
亚 1978 年 竞赛 题 ) 


CN 


s 各 讲 正文 后 所 附 的 "思考 题 "未 编 序号 , “习题 " 序 号 与 该 讲 序号 相同 . 书 
末 给 出 所 有 习题 的 提示 与 解答 
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第 2 讲 ”发 现 题目 及 其 解法 的 本 质 
杜 饭 录 


在 第 1 讲 中 我 们 已 经 讲 到 ， 对 待 一 个 题目 ， 尤其 是 一 个 好 的 
题目 ， 怎 样 做 到 一 是 多 解 ， 一 题 多 用 .在 这 一 讲 中 我 们 着 重 谈 _ 
下 ， 在 一 题 多 解 中 ， .怎样 努 力 按 搓 出 题目 的 本 质 含意 及 本 质 解 
法 ， ”这 全 站 解法 往往 是 最 简 的 ， 并 且 能 加 以 推广 . 


例 1 在 和 人 4BC 中 , 证 明 Cos A cos BcosC< 南 ， 


这 个 题目 的 证 法 很 多 ， 我 们 先 看 其 中 比较 简单 的 种 . 
证 法 一 ， 厅 妨 假设 A4.BC 是 锐角 三 角形 ， 


cos 4 cos 万 cos C 


= 也 工 [cos(4- B)+cos(4+ 奋 JeosC 
= 二 [cos(4- B)- ~ CosCJcosC 


SH[cos (A-B) -cosC +cosC]: 


性 


2 
= 可 os (4- 万 ) 去 <3. 


证 肯 中 可 见 ， 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 A4=B=C. 
事实 上 ， 由 两 个 不 等 号 中 等 号 成 立 的 条 件 得 “ 
A- B=0, ces(A~ B) ~ cosC=cosC, 
即 可 解 很 4=B=C= 60°, 
上 面 的 证 明 已 经 够 简单 的 了 ， 是 不 是 最 好 的 呢 ? ? 还 不 是 最 好 
物 。 最 好 的 证 法 是 下 述 的 
证 法 二 ”不 妨 设 入 4BC 是 锐角 三 角形 ， ~ 


u= bcosC + ccos B>2v be cos B cosC, 
b=ccosA+acos C2 ca co ACOS C, 
C= acosB + bcos A>2v abcos Acos B, 
将 三 个 不 等 式 相 乘 ， 两 边 消去 Cpc， 即 得 
1Z8cos Acos B cosC, 


即 cosAcosBcosC <# ， 


这 个 证 明 是 十 分 优美 的 ， 整 齐 、 对 称 ， 仅 用 到 了 射影 定理 和 
平均 不 等 式 ， 同 学 们 千 万 不 要 小 看 射影 定理 ， 在 一 定 程度 上 ， 它 
比 余弦 定理 有 更 重要 的 意义 。 

这 个 证 明 是 本 质 的 ， 因 为 它 揭示 了 与 射影 定理 的 内 在 联系 ， 
而 这 种 联系 不 仅 在 平面 上 存在 ， 在 高 维 空间 中 也 存在 ,下 面 仅 举 
三 维 空间 为 例 . 

例 2 设 4.4.4:.4。 是 空间 中 的 一 个 四 面体 ， Oiss O18, 014s 
zs, gb: gs 是 六 条 楼 A14s，AiAs,，Aid1,，A,4s，A,As，AsA, 
上 的 二 面 角 的 平面 角 ， 如 果 这 六 个 角 都 是 锐角 ， 证 明 


R/COS 012 08 0iscos 014 cos O28 COS O24 COS O94 <3. 


不 难 想到 ， 如 果 利 用 上 述 证 法 一 的 方法 来 证 明 这 个 感 ， 将 是 
十 分 困难 的 ， 这 就 是 说 ， 证 法 一 虽然 简单 ， 但 不 是 本 质 的 ; :我 们 
说 证 法 二 是 本 质 的 ， 就 在 于 它 整 个 地 适用 于 例 2， 为 此 ， 我 们 先 
证 明 空间 中 的 射影 定理 ， .这 里 ， 我 们 不 引进 带 刁 面积 的 粮 念 ， 简 
述 射 影 定理 如 下 . 

姑 影 定理 在 四 面体 4;4;444 中 四 .个 面 的 面积 为 S, = 
Saad 9:= Sa4i4o4is S,=Sauoii Se= Sega 6 条 棱 
上 的 二 面 角 的 平面 角 为 锐角 ，041J(1<i<j<4) 是 棱 AiA， 上 的 二 
面 角 的 平面 角 ， 则 Si = Sscos9s4 二 gascosbg24 十 Sicos0ss. 

证 如 图 2-1， 由 4, 作对 面 的 垂 线 41,H， 交 人 4,4s4, 于 
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万, 则 有 S,= SanAshs + Shanasas + SAAs4s 
= ScoS0s, + 9scgsbgs + 9cosbgss ， 
后 一 步 利 用 了 高 中 立体 几何 教材 习题 上 A, 
的 一 个 结果 .这 个 结果 可 以 当 作 一 个 定 ”所 
理 来 用 ， 是 很 重要 的 ， 大 家 不 妨 写 出 来 


或 去 查 一 下 现在 我 们 回 到 例题 2 的 证 4 
明 . 利用 图 2-1. 1 
证 由 射影 定理 知 


1= SC080s4 + 9scosb + SCOS0ss 
>3%/ S045 C08 03 COS O24 COS Gos 9 
Ss = Sicosgs + SscOs O14 + Sicos bs 
>33/ S15354C08 8c08 0uc08 0 ， 
Ss= 9icosb: + 9SzcoS0 + Sicos O12 
” P33/ SS4008 GasCO8 64c0S O12 » 
S14= SS1C080ss + SCOS01s + SCcos0 
>3Y/ S15:53c08 O23C08 01sC03 O12 ， 
将 上 面 的 四 个 不 等 式 相 乘 。 并 消去 S1S.Ss8S,， 得 


《cos 012C08 O18C08 O14C08 bs co8 0%4C08 gs i, 


两 边 同 开 4 次 方 ， 即 得 


| 村 
(COS O12c08 DasCOS Gucos 0asCoOS 024COS 0,,) a 


< 椰 . 

容易 证 明 ， 当 且 仅 当 正 四 面体 时 等 式 成 立 ， 

可 以 看 到 ， 上 面 的 证 明 同 例 1 的 证 法 二 如 出 一 绕 ， 对 于 更 高 
维 空间 中 的 单纯 形 所 具有 的 类 似 性 岳 ， 我 们 仍 能 用 这 种 方法 证 
明 ， 只 不 过 要 先 证 明 相 应 的 射影 定理 ， 这 些 就 超出 高 中 课程 的 范 
围 了 ， 在 此 不 再 详 述 . 这 里 有 必要 再 提 及 的 是 ， 对 简单 的 题目 要 
深入 了 解 ， 并 能 提出 其 本 质 ， 就 可 能 得 出 更 进一步 的 更 一 般 的 结 
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果 . 数 学 之 美妙 在 于 此 ， 数 学 本 身 的 发 展 大 多 亦 在 于 此 ， 
大 家 知道 色 股 定理 的 证 法 很 多 ， 其 中 一 个 本 质 的 证 法 就 是 依 


C 赖 于 射影 定理 ， 现 简 述 如 下 : 如 图 2-2, 得 

c=aco8B+beos 4， 
a=c¢ Cos B, 

A D B D=ecos 4， 

图 2~2 所 以 C=C(cos24+Cos2DB)， 
得 co824+eos: 万 = 1， 
a’+b=c(co8A+c08B) = C2， 
邯 是 勾 股 定理 . 


三 维 空间 的 勾 股 定理 是 : 设 4,4:4s4, 是 四 面体 , 44, ~ AsAs A 
是 直 三 面 角 ，A1，4，As， A 所 对 面 的 面积 分 别 为 S， Ss， 
Ss，S4s， 则 有 Ss?= = 5+S+00, 

”这 个 定理 的 最 简单 、 最 本 质 的 证 法 同样 是 依 束 了 遇 玫 定 ， 

证 利用 图 2-1， 

Ss= Sicosb，9s= SiCcOs01s Se= S10080s, 
Si= SC080s4 + SscO8024 + SsCO0ss 
= S,(cos’0s, + COS:02, + C082023)， 
所 以 Cos2bs, + COS202 + COS:023 = 1., 
于 是 Ss*+Ss*+Se= = Sr (Co + C0004 + es 4 = On. 
这 就 证 明了 三 维 空间 的 勾 股 定理 . 

比较 这 两 个 勾 股 定理 的 证 明 过 程 ， 可 以 发 现 现 它们 惊人 地 相 
似 ， 这 正 是 其 本 质 所 在 . 

对 于 勾 股 定理 ， 我 们 再 做 点 其 他 的 事 ， 想 一 下 还 有 此 什么 问 
题 ， 例 如 在 直角 三 角形 4BC 中 ，~(C =90°. 我 们 由 勾 股 定理 可 
知 6*=4:+ 避 ， 另 外 还 有 两 边 之 和 大 于 第 三 边 ，c<4+ 5。 首先 
要 间 这 样 一 个 问题 ， 上 比较 ce” 和 a"+28"， 其 中 %>0， 已 知 当 %= 
2 时 ctr=02+ 吏 , 当 7=1 了 时 有 c<4+D， 是 否 有 : 对 0<n<2, 6 
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<"+ 久 .也 不 难 狂想， 对 #>2，c">0" + 及 .这 又 是 很 整齐 的 
结论 ， 对 4 和 0 显然 有 c" < + 加. 我们 写 得 完整 一 些 ， 就 是 
定理 ”在 直角 人 A4BC 中 ，~C=90"， 则 
(i) ce*=@*+0’, 
(ii) ce">a’ +b",， 当 n>2 时 ; 
(ii ce*"<a"+6"， 当 % 过 2 时 . 
证 〈i) 即 邹 股 定理 , 
(ii) MD>>2 上 时 ，c=C ?=0" (0 +B) =C +o" Db 
>a'™™@e tb b=a"+b". 
这 里 利用 了 %--2>0, c"?>a"™?, ec"?>0" 
“ii 的 证 明和 (iD 完全 类 似 , . 
上 述 狂 质 还 可 以 推广 到 三 维 空间 去 ， 得 到 与 空间 的 勾 股 定理 
相应 的 一 些 性 质 . 
”“ 例 3 设 冯 ,4,4,4, 是 一 四 面体 , 4, 一 4:4.4. 是 直 三 面 角 ， 
4 ，4:，M4s，44 所 对 面 的 面积 分 别 是 S41，S;，Ss，Ss， 则 有 
(i) S1*= 52+Ss+9." 
(ii) S$S1">S2"+ Ss" +90, 1>2 时 
(ii S< Sa + TS HN<2 Hs 
(iv) 和信 4,4s4, 是 锐角 三 角形 ， : 
(7) 过 4 作对 面 人 4o4s4。 的 垂 线 必 通过 人 A4:4.4 
的 垂 心 . 
“证 .人 i) 是 空间 的 勾 股 定理 , 已 证 ， 
《和 (ii 完全 类 似 于 上 述 定 理 的 证 明 . 
(iv7 利用 图 2-1, A,As>>Ai4s, A.4,>A.4,，- 
: . AAs:+AAr>AAs+A A = A de, 
所 以 Las4s4 是 锐角 辣 理 可 证 人 A444A,， 人 4,4s4, 者 是 
锐角 7 其 全 44s4. 是 锐角 三 角形 . 
《VY). .利用 图 3-1., :过 41 作 八 4,4As4。 的 生 线 交 信 i 仿生 
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召 ， 我 们 证 明 右 是 和信 4。.4,4,4 的 重心 . 连 A,H, As1，AH. 

Aid,L 44， 

, AAL Aids 

全 44. 1 A,A; 

‘” AH LA,As 

>A,As 1 AH | 

AsA,l AH [ed 是 垂 心 ， 

AA: | AsH - 

从 (VY) 的 证 明 中 还 可 以 看 出 ， 如 果 S 是 A42:4s4. 任 一 边 如 
4:4s 上 的 任 一 点 ， 则 人 SA14,=90*。 这 一 性质 的 逆 命 题 的 变 
形 就 是 1938 年 匈牙利 数学 竞赛 第 3 题 . 

“ 例 4 我 们 把 连结 三 角形 任 一 顶点 和 它 的 对 边 ( 或 延长 线 ) 上 
任 一 点 的 直线 叫做 三 角形 的 截 线 . 证 明 ， 对 空间 中 的 任何 一 个 锐 
角 三 角形 ， 一 定 可 以 找到 这 样 一 个 点 ， 使 得 任 一 截 线 对 这 点 所 张 
的 角 都 是 直角 . 

通过 以 上 的 对 空间 勾 股 定理 的 研究 得 知 ， 这 样 的 点 是 存在 
的 . 这 一 点 与 这 个 锐角 三 角形 构成 一 个 四 面体 ， 这 一 点 所 在 的 三 
面 角 是 一 个 直 三 面 角 . 现在 具体 地 把 它 找 出 来 ， 只 研究 三 角形 所 
在 面 的 同一 筒 . 

如 图 2-3. 设 所 给 的 锐角 三 角形 是 人 AsAs44, 其 重心 是 日， 
设 所 求 点 为 4i， 则 三 面 角 4,- 4,4s4。 
是 直 三 面 角 ，A1H 垂直 于 入 4,4s44 所 
在 的 平面 . 连 4: 万 日 延长 ， 交 4s:4.， 
于 B， 则 人 4A14,B 是 直角 三 角形 ， 且 
.4.4B= 90°, 所 以 A1H?= A,H:HB. 
于 是 ， 我 们 寻找 的 4 点 可 以 这 样 来 作 

图 2~3 出 : 过 入 4,4s4, 的 垂 心 是 作 人 A;4As4, 
所 在 平面 的 垂 线 ， 在 垂 线 上 选取 一 点 4,， 使 得 41H?= 4:HH。 
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}=>4.4i1LA4,4,4, 


之 4:43 1 AAA4AH 


同 理 


HB. 

例 5 还 可 以 写成 如 下 的 命题 形式 ， “满足 例 5 中 的 性 质 的 点 
4 ， 当 且 仅 当 4, 在 平面 A4.43:4, 的 过 昌 的 垂 线 上 ， 并 且 44, 对 
从 4,434, 的 三 边 中 的 张 角 至 少 有 一 个 是 直角 .” 如 果 再 把 其 中 线 
素 的 计量 关系 加 进去 ， 就 是 1972 年 国际 数学 奥林匹克 第 5 题 

例 5 在 四 面体 4BCD 中 ， 人 BDC 是 直角 ,DD 到 平面 4BC 
的 垂 线 足 8$ 是 A4BC 的 垂 心 ， 证明: 

(AB+ BC+CA)<6(AD’:+ BD:+ CD’). 

等 号 成 立时 是 一 个 什么 四 面体 ? 

证 如 图 2-4， 作 三 角形 4BC 的 高 
BE 与 CF 交 于 S， 由 于 


CT ->4CLBD， 
又 由 BD1CD=>BD | AD, 图 2-4 
同 理 CD1LAD， 即 D- BC 是 直 三 面 角 . 
(AB+ BC+CA)’<3(AB:+ BC + CA?) 
=6(AD:+ BD’:+CD’). 
等 号 当 且 仅 当 4B= BC = C4 时 成 立 ， 此 时 的 四 面体 是 顶 三 
面 角 为 直 三 徊 角 的 正三 棱 椎 ， 


息 考题 


1, 假设 PP 是 锐角 三 角形 内 的 任 一 点 证明 点 P 到 边 上 的 点 的 最 大 距离 
刀 比 最 小 距离 d 至 少 大 一 倍 .在 什么 条 件 下 ，D=2d? 

2。(1) 第 4 题 还 有 其 他 证 法 吗 ? 条 件 是 否 可 以 改变 ?- 

《2) 把 第 1 题 推广 到 三 维 空间 中 去 ， 并 给 出 相应 的 证 明 . 
(3) 你 还 能 改造 成 其 他 的 题 日 码 ? 
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第 3 讲 ”构造 性 解 题 方 注 (- 
余 红 兵 


解数 学 问题 时 ， 常 规 的 思考 方法 是 由 条 件 到 结论 的 定向 思 
考 但 有 些 问 题 按 照 这 样 的 思维 方式 来 寻求 解 题 途 径 比 较 困 难 ， 
甚至 无 从 着 手 。 在 这 种 情况 下 ， 经 常 要 求 我 们 改变 思维 方向 ， 换 
一 个 角度 思考 ， 以 找到 一 条 绕 过 障碍 的 新 的 途径 ， 构 造 性 思想 及 
其 方法 是 这 样 的 一 种 手段 . 

例 1 设 X 是 实数 ， 求 vX2 ~ 24+2+wX2- 10X+34 的 最 小 
值 ， 

解 ” 把 题 中 式 子 变形 为 VGH- 1)3+iY+wVX-5)i+3:  。 
这 可 以 看 作 是 直角 坐标 系 中 动 点 P(x,0) 到 4(1,1) 与 B(5,3) 的 
距离 之 和 ,作出 4 关于 yx 轴 的 对 称 点 4/(1， -~ 1)， 则 4/ 和 X 
轴 的 交点 C(2,0) 到 4, 忆 的 距离 之 和 最 小 ， 且 最 小 值 是 4w 了 ， 

注 ”这 里 的 特点 在 于 “ 换 一 个 角度 畴 问题 ” .针对 问题 的 特点 ， 
构造 一 个 “模型 "， 在 这 个 模型 上 ， 问 题 变 得 直观 和 易于 解决 ， 

例 2 任 给 8 个 非 零 实数 44，,，…，as. 证 明 ; 六 个 数 eias 
+ Ad,» CCs+0G20 dilds + Gs0s, Uslds + 040oy Cs3CT + Olds, Usadr 
+ Ge0s 中 ， 至 少 有 一 个 是 非 负 的 .  _、_ 、 _、 

证 “在 复 平面 上 考虑 四 个 向 量 04， 0B， OC， OD(O 是 
原点 )， 有 殷 ，B，C，D 对 应 的 复数 依次 为 41+ Qsi, ast+ di,， dst 


dvi, dr+ Gsi, 

四 个 向 量 两 两 记 成 的 角 中 至 少 有 一 个 不 超过 250- = 90*， 不 
妨 假 设 OA 和 OB 的 夹 角 <90"， 则 从 余弦 定理 推出 104|?+ 
10B1l:-14Bi:>0， 此 即 Cias + 0x04D0。 
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例 3 设 C，…，doo 都 是 正 数 ， 满 足 条 件 CT…+Cioo 
= 300,Q1?+… 十 Qi00* 之 10000. 证 明 ， 必 有 三 个 数 的 和 大 于 100. 
证 不 妨 设 4, 之 4,>… 之 4Qw。。 我 们 证 明 必 有 +42+ 4s> 
100， 否则 ， 作 如 图 3-1 所 示 的 三 个 边 长 都 是 100 的 正方 形 ， 拼 
@; 0 os 成 一 个 矩形 ， 把 边 长 为 4;(i= 1， 
HRN …，100) 的 小 正方 形 依次 放 入 短 
形 中 (如 图 3-1) ， 因 41>4,>>… 
>41o， 位 于 中 间 大 正方 形 中 的 
图 3-1 所 有 小 正方 形 都 包含 在 长 为 100， 
完 为 aa 的 小 矩形 中 ， 位 于 最 右边 的 大 正方 形 中 的 所 有 小 正方 形 
都 包含 在 长 为 900， 宽 为 cs 的 小 矩形 中 .把 这 两 个 小 矩形 依次 
移 到 最 左边 的 大 正方 形 中 边 长 为 & 的 正方 形 的 下 方 ， 由 于 w+ 
Us+ 0s 魏 100: 这 100 个 小 正方 形 可 以 (没有 重合 地 ) 放 入 边 长 为 100 
的 正方 形 之 中 ， 这 和 02 + …+ lioo>100x100 矛盾 ， 所 以， 


一 ait+a:t+as>100, 


UN 
下 
COLLLLLLULLNL 


、 nT ~ 27X 37 1 
COS- 一 -一 一 
例 4 证 明 ， 8 cos 一 + C08 元 


.证 如 图 3-2， 作 CMON= 了 ， 依 次 地 ， 在 OUM 上 取 O4 


=1 在 ON 上 取 异 于 OQ 的 B， 
使 4B=1;- 在 OM 上 取 异 于 4 
的 C, 使 BC=1， 在 ON 上 取 异 
于 B 的 D, 使 CD=1. 易 得 


图 3=2 
LCAB= LACB = ~ ; LCBD = LCDB= /ACD = 


， 从 而 0C=0D. 但 0C=-04+4C=1+24Bcos-2 -=I+ 


， OD= OB+ BD=2cosT +2c0s 35 


2c0s-2 7 7 ? 


3r _1 
-一 一 _27 + 一 一 一 二 一- 
从 而 Cos COS 7 COS 7 7 


例 5 证 明 ， 对 每 个 0<x1 的 Y， 适 合 |vI 大- px- ql 
二 性 纪 -的 唯一 的 实数 对 (加 ，9) 是 (- 1， 7). 

证 把 所 说 的 不 等 式 变形 为 

~ 31 SpX+ gE V1- C+ 2 (0O<x<1l)， 


分 别 以 点 A(0, 冯 瑟 = 工 )，B(o,- 泛 王 = 工 ) 为 圆心 半径 为 1 
作 两 个 圆 ， 即 加 4 和 圆 好 . (读者 可 根据 证 明 中 的 叙述 画图 ，) 加 
和 4 的 两 端点 为 (0 所 + )，(1, 泛 和 一!)， 且 位 于 第 一 多 限 内 


的 缴 记 为 n， 贺 的 两 端点 为 (0, 3 一 六 2), (1, -半生 


且 位 于 第 一 、 四 象限 内 的 弧 记 为 fp， 则 上 面 变 形 后 的 不 等 式 意 昧 
着 ， 当 0<Xx<1 时 ， 直线 y=px+9 位 于 有 4 1 之 间 . 

为 了 确定 p, 9， 只 和 需 注 意 连结 1 两 个 端点 的 直线 恰好 与 加 B 
《从 而 与 1) 相 切 ， 因 此 直线 y= px+g 必然 经 过 1 的 两 个 端点 ， 
从 而 p= - 1， a= ot. 
.… 在 解 题 时 ， 构 造 性 思想 还 可 以 体现 在 ， 把 题 设 条 件 所 给 出 的 
数量 关系 ， 构 想 、 组 合成 一 种 新 的 具体 关系 ， 例 如 构造 出 与 问题 
有 关 的 方程 、 函 数 、 数 列 、 恒 等 式 等 。 从 下 面 的 例子 可 以 看 出 ， 
这 种 想法 的 实现 是 非常 灵活 的 ， 不 可 生 搬 硬 套 . 

例 6 设 实 数 4，52，c: 满 足 ，(4-c)*-4(a-b)(6b-ce)=0. 
证 明 4，0b, 6 成 等 差 数 列 ， 

证 如 果 a=5,， 则 4=5b=¢6， 从 而 结论 成 立 ， 假设 4#b， 
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则 条 件 意 味 闭 二 次 方程 (~ Dx:+ (ec~~Q)x+ (5b~c)=0 有 两 个 相 


等 的 实 根 。 
另 一 方面 (观察 上 面 的 辅助 方程 )， 和 从 


而 %*=1 为 重 根 、 由 韦 达 定理 ， 得 到 必 即 a, 5， 
“ 成 等 差 数列 。 

、 2r 3rz .一 
例 7 证 明 : py 7 “tg 7—=vV7. 


证 0=- 人 3-(n=0,1,…，6) 是 t 志 70=0 的 根 . 设 X=tgg， 


AX— 4X3 3X— X3 


二) = ~ 一 一 一 二 一 一 
由 tg70=0 得 tg40= ~3tg30， 则 本 67 1 二 37 


化 简 得 X* 一 21X*+ 35X2 一 7= 0. 


tg7， “，tg-- 是 这 个 方程 的 根 ， 所 以 由 韦 达 定 
.te 6r - - 
理 ， »* tg 7 7， 
此 即 ~t 了 :te 人 = 一 7。 


所 以 te 了 tt 了 。 


例 8 设 % 为 正 整 数 ， 证 明 -2 一 < 3.<22". 
证 本 题 可 用 归纳 法 来 证 明 ， 我 们 给 出 一 个 基于 伍 等 式 的 
22 = (1+1)"=C,+ Cist+ tCE + +t Es 

因此 立刻 看 出 2 之 C3，，, 

另 一 方面 ， 把 上 面 等 式 的 右 端 写成 24 项 的 和 

2+Cist*+C2nt ee + CI! 

由 于 C3。 是 诸 项 中 最 大 的 一 项 ， 又 显然 有 C3, 之 2， 因 此 得 
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出 22nC3o 即 C3 之 2 


例 9 设 实数 0，pD，c，d 满足 @2+ 杞 +c+ds<1. 证 明 ， 
(CC+D+(C+C)+(C+G)+(O+C)+ (COLdO+(C+O) < 去 6. 
证 ”论证 的 诀窍 是 根据 问题 的 特点 构造 出 一 个 “〈 与 问题 有 关 
的 ) 恒等式. 注意 (C+ 仿 4=C4+4035 上 + 60282 + 4ab + 
从 而 (Qa+D) + (a~ 6:=24 + 12ab + 2b. 
不 难 夺 出 ， 欲 证 的 不 等 式 左 边 的 式 子 中 ，4, 5, c,d 都 出 现 三 次 . 
这 样 ， 下 面 的 恒等式 是 和 问题 紧密 相关 的 ， 
(CT 有 DT(C+C)+ (ard)*+ (Diet+ (b+d)t+ (ec +d) 
+ (a~Der(a-c) + (a~d) + (bo+t (bd)+(c-ad) 
=6(0 + D+ret td't+2aD + 2ac+ 20d? + 2 + 2Dd? 
+2c202) = 6(Q*+ 避 +c?*+d?)*. 至此， 结论 是 显然 的 ， 
注 .本题 用 其 他 方法 (例如 用 著名 不 等 式 ) 来 证 ， 不 易 奏 效 . 
从 上 面 的 解答 也 可 以 看 出 题目 是 怎样 编 出 来 的 。 构造 并 利用 恒 等 
式 ， 是 证 明 不 等 式 以 及 解决 其 他 问题 的 很 基本 的 技能 . 


例 10 设 刀 是 给 定 正 整 数 ，<=4+ 寺 +A/ 姑 + 于 ， 
证 明 ，o 的 整数 部 分 [a"] 都 能 被 整除 (2Z>1) 

证 “本题 与 许多 类 似 问题 的 关键 是 , 同时 考虑 “及 其 " 苍 "。 
注意 a 是 方程 如 - (28+1)X+ 有 = 0 的 一 个 根 , 另 一 个 共 固 的 根 是 

B=k+i -fk + 

显然 0Cp<1， 考虑 xz = e+ DZP1)，mn 是 整数 ( 见 下 面 的 证 
明 )， 这 样 可 以 把 Fwe"] 表 示 出 来 . 

因 0<8<1, 从 而 0<p"<U 故 如 -1<ar<azsF[a]=o+1 
《WUZ1) ， 这 样 问题 等 价 于 证 明寺 1(modk) (2ND1) 

我 们 通过 上 而 的 辅助 方程 作出 煞 列 ts) Cn 之 1 的 进 失 公式 ， 
由 于 w， 6 都 适合 方程 ， 因 此 有 
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a"*2+ (28+1)anrl+Ran = 0， 
B"*?— (2k+1)B"t!i+ kb"=0. 

两 式 相 加 ， 得 Un+2 = Rk(2Un+i ~ Un) + Unitl. 

由 此 不 难 用 归纳 法 证 明 ，w, 都 是 整数 且 w。==1(modk) (1) 
构造 实例 和 反例 是 基本 技能 之 一 ， 所 谓 构造 实例 的 意思 是 

说 ， 举 一 个 例子 说 明 一 个 命题 可 以 为 真 . 而 为 了 说 明 一 个 命题 不 

真 ， 常 常 选择 一 个 符合 题 设 条 件 但 命题 结论 不 成 立 的 特例 . 这 个 

过 程 叫做 构造 反例 . 选择 特殊 值 或 极端 情形 ， 第 第 是 构造 反例 的 

出 发 点 . 

例 11 平面 上 一 点 也 到 一 个 本 四 边 形 四 个 预 顶点 的 距离 都 相 

等 ， 则 了 点 是 否 一 定 在 四 边 形 的 内 部 ， 或 一 定 在 四 边 形 的 边界 

上 上， 或 一 定 在 四 边 形 的 外 部 ? 

解 . 不 一 定 , 三 种 可 能 性 都 有 ,我 们 构造 实例 来 表明 这 一 点 . 
《1) 到 凸 四 边 形 为 正方 形 ， 则 其 中 心 到 四 顶点 的 距离 相等 . 
《2) 以 线段 AB 为 直径 作 半 圆 ， 在 半圆 周 上 取 两 个 异 于 4， 

已 的 点 ， 得 一 四 边 形 ， 则 4B 中 点 到 四 顶点 之 距离 相等 . 

(3) 以 线段 4B 为 直径 作 半 圆 .在 圆周 上 取 四 个 异 于 .4,.B 的 

点 ， 得 四 边 形 ， 则 4B 中 点 (在 四 边 形 外 ) 到 四 个 顶点 的 距离 都 

相等 . 

有 时 ， 构 造 实例 是 论证 中 不 可 缺少 的 一 个 组 成 部 分 ， 
例 12 设 有 个 实数 ,满足 [x <1 (= 1 2) |xi| + 

[xs| + 二 [gal =19+|%1+…+Xn|， 试 确定 的 最 小 值 ， 

:， 解 ”我们 分 两 步 来 解 .第 一 步 ， 估 计 出 a 的 一 个 精确 的 下 界 ， 
由 |x;| <1， i=1,.…,Nhy 易 有 沟 a 
合 已 知 等 式 ， 可 得 n>>19. 

We 应 该 猜想 到 2 的 最 小 信 为 20， 我 们 榴 科 提 凡 

明 %= 20 时 间 题 有 解 ， 取 
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{0 ( 当 为 奇数 时 )， 
-0.95 .( 当 i 为 偶数 时 )， 


i 


这 样 的 Xi (i= 1 20) 满 足 题 设 条 件 和 已 知 等 式 ， 从 而 4 的 最 
小 值 为 20， 


习题 3 


。 设 0<e, b<1, 证 明 Ve?+B2 十 We2 十 (1 一 四 5 十 V 玉 十 (1 一 0 
十 W(L 一 0)2 十 (1 一 5) <2v 2 . 


. 设 4>0， 实 数 X，y》，z 满足 x 十 ?十 z 一 Ci 若 十 六 十 加 一 -如 -构造 一 


个 模型 来 证 明 ，0<x，y，z<<a. 
。 正 数 %Y，?，2z 满足 方程 组 

322 十 %y 十 =25, 

[+ 

22 十 XZ 十 X2=16，, 
求 Y? 十 2yz 十 3X2 的 值 . 
等 。 证 明 ， 当 %# 二 1,2,… 时 ，[(V 2 十 1)] 轮 流 取 个、 奇数 ， 
。 设 办 为 大 于 2 的 自然 数 ， 证 明 下 述 论 断 仅 对 w=3 和 %=5 成 立 ， 对 任 
意 实数 6 Ca， 都 有 

《Ci 一 be)(C 一 08)…(C 一 0 ) 
十 (la 一 0)(g&a 一 03)…(0a 一 Co ) 十 … 
+(an—a)(an— Aa) (a —ani1)<0, 
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第 4 讲 构造 性 解 题 方法 (二 ) 


处 理 存在 性 问题 通常 有 两 种 类 型 的 论证 。 一 -种 称 为 “ 非 构造 
性 证 明 ”， 例 如 用 抽 导 原理 作出 的 证 明 都 是 非 构 造 性 的 (四 只 苹果 
放 入 三 个 抽 屠 ， 我 们 知道 至 少 放 了 两 个 苹果 的 抽 懂 一 定 存在 ， 但 
无 法 断定 究竟 是 负 个 抽 层 ) 。 另 一 种 称 为 “构造 性 证 明 "， 就 是 通 
过 构造 所 要 的 对 象 的 方法 进行 证 明 。 构 造 性 证 明 通 常 都 有 相当 的 
技巧 ， 要 求解 题 者 具备 一 定 程度 的 知识 、 经 验 和 技能 ， 请 通过 下 
面 的 例子 领略 构造 方法 的 特色 ， 

例 1 设 正 整 数 m，z 都 可 以 表示 成 两 个 整数 的 平方 之 和 ， 
则 mx 也 能 表示 成 两 个 整数 的 平方 之 和 。 

证 条 件 意味 着 有 整数 NigY19 N29 Ys3 使 

m= Xt yt N= Xs + Yo?, 

要 证 明 存 在 整数 4,5 使 mn=4?+ 如 ， 我 们 直接 构造 4，5 来 证 
明 这 一 点 . 

注意 有 恒等式 

(K+ 2) (X22 ty22) = (XIXs + Y1Y2) 十 (Xia 一 May1)2. 
这 就 表明 ， 可 以 取 4= xix +y1y29 DB=X1y,— YX2y1。 

例 2 给 定 自然 数 22P2， 证 明 ， 方程 类 +y2= cn 一 定 有 正 
整数 解 . 

证 设 w=Z+ 太 04， 是 两 个 正 整数 ， 则 w= zy 
这 里 X41，y 都 是 非 零 整数 。 注 意 等 式 

Clwf®)"= |w"| = |w"ls, 

因而 得 到 (CQ2 二 六) ”= XI12 十 12， 

取 z=Q+ 如 ， 就 得 到 X?+y?=z" 的 一 组 正 整 数 解 , 
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例 3 证 明 ， 不定 方程 %*+ y= z* 有 无 穷 多 组 正 整 数 解 (%， 
,2). 

证 观察 得 到 一 组 解 *=1，y=2，z=3. 再 注意 等 式 

(xd2)3+ (yd’)* = (zd’)?, 

这 样 ， 如 果 (Yo，yo，zo) 是 一 组 正 整 数 解 ， 则 对 任意 正 整数 d， 
(Xod’, yod’, Zod) 也 是 一 组 解 。 我 们 已 经 得 到 一 组 解 (1,2, 3)， 
故 可 得 到 无 穷 多 组 正 整 数 解 ， 

例 4 证 明 ， 任何 整数 都 可 以 表示 成 五 个 整数 的 立方 和 。 

证 .我们 有 恒等式 

6%= (% 中 1)3 二 (YXY 一 1)3+《 一 %)3 二 《一 X)3。 

这 样 ， 一 个 整数 若是 6 的 倍数 ， 则 一 定 可 表 为 四 个 整数 的 立方 
利 ， 结 论 成 立 ( 取 一 个 数 为 零 ) . 

对 于 一 般 情形 ， 可 把 整数 按 模 6 分 类 ， 仍 借助 上 面 的 恒等式 
来 证 。 

当 #N= 6k 土 1 时 ， 结论 显然 当 %= 6k 土 2 时 ， 改写 成 % = 
6(k 王 1) 土 23 即 得 ， 当 %= 68+3 有 时， 改写 为 8N=6(8-4)+33 同 
样 得 证 . 

式 另 一 个 直接 的 证 法 是 ， 注意 到 1 一 708 总 是 6 的 倍数 ， 又 有 等 


NH— Ns 
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把 如 54 当 作 恒 等 式 中 的 * 即 可 。 


以 上 诸 例 的 解答 都 有 一 个 显著 的 特点 ， 就 是 构造 一 个 与 问题 
紧密 粗 关 的 恒等式 来 达到 目的 ， 构 造 恒 等 式 的 能 力 ， 很 大 程度 上 
讲 ， 依赖 于 分 解 因 式 的 基本 功 。 这 方面 的 良好 训练 无 疑 是 重要 
的 . 

利用 九 何 图 形 来 构造 ， 也 是 一 种 用 得 上 的 方法 。 这 要 求解 题 
者 根据 问题 的 特点 ， 联 想 出 有 关 的 几何 图 形 。 


和 = 6 十 Ma 
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例 5 设 a;b,， esd 都 是 正 数 ， 证 明 ， 存在 一 个 三 角形 ，， 其 三 
边 之 长 分 别 为 
Votre, Vatcitd+2cd, Vt Bt d+. 
并 计算 这 个 三 角形 的 面积。 
”证 用 判别 三 线段 构成 三 角形 的 充 要 条 性 来 验证 并 不 容易 ， 
再 用 海伦 公式 计算 三 角形 面积 就 更 为 困 “全 aC 


难 ， 我 们 采用 构造 的 方法 直接 把 记 要 的 一 一 一 


三 角形 作出 来 《注意 给 出 的 数 的 特点 ) 。 . 


如 图 4-1， 以 4+ 58,C+ 4d 为 边 作 一 
个 矩形 ABCD, k=5," 4F=G 划 A 8 
勾 股 定理 ， 得 到 | 人 

CE=vVat(ctrd), CF=vV(atDitrd, EF= ve 
这 样 ，ACEF 就 是 满足 条 件 的 三 角形 . 
其 面积 明显 地 等 于 矩形 面积 碱 去 三 人 .直角 三 角形 的 面积 ， 易 


知 为 二 (e+ 5c+ bd). 


例 6 设 边 长 为 a,b, c 的 三 -角形 是 锐角 三 角形 . 证 明 ， 存 在 
一 个 四 面体 ， 其 每 组 对 楼 都 相等 且 分 别 等 于 4，6b,c， 并 计算 这 
个 四 面体 的 体积 . 

证 我 们 通过 作出 所 说 的 四 面体 的 方法 来 证 明 ， 

由 于 4，5， 2 构成 锐角 三 角形 ， 所 以 
+b-c >0, Ptic-a>0, al+tc— 


戎 >0. 作 一 个 长 方 体 ， 三 度 分 别 取 为 


X= Vy =- 


图 4-2 z= Ve. 


如 图 4-2， 连 结 长 方 体 诸 面 的 对 角 线 ， 得 到 四 面体 ABCD。 
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由 勾 股 定理 ， 有 AC= wDA?+DCi= WY+2=4d, 
同 理 BD=a, AB=CD=b, 4D=BC=c. 

这 样 的 四 面体 4BCD 符合 条 件 。 其 体积 等 于 长 方 体 的 体积 
减 去 四 个 小 四 面体 的 体积 ， 易 计算 出 是 “ | 


YZ Vt + -BD +e— 0). 


注 ”如 时 所 说 的 四 面体 存在 ， 则 cy b, c 必然 构成 锐角 三 角 
形 ， 读者 可 自行 补 证 这 一 结论 . | 

例 7 证 明 ， 存 在 一 个 无 理 数 w， 使 得 La” 二 -1mod 有 对 
所 有 ?1 成 立 ， 这 里 &ZP2， 是 给 定 的 正 整 数 ， 

证 我 们 来 创造 一 个 符合 要 求 的 无 理 数 a. 这 时 第 3 济 的 例 
10 将 有 所 帮助 . 

取 a=k+t+ wk(k- hh-1) 是 方程 42-2hx+ 记 = 0 的 一 个 根 ， 方 
程 的 另 一 个 根 为 B= 有 -vB-1)，0<p8<1， 

注意 (有 - 1)2<R(E- 1)< 居 ， 故 a 是 无 理 数 ， 

设 zxn=o+p MPl， 象 第 3 讲 中 例 10 那样 得 出 ,= 
2 lz- kun，(Nn 之 1). 由 此 归纳 得 出 ws 都 是 整数 且 ,==0 
(modk) ， 田 一 方面 [4a"]=w,~1， 从 而 [oan] +10 (mod 
R) 。 

例 8 给 定 自然 数 >2， 证 平面 上 存在 证 下 这 条 仁和 多 
个 点 : 

(1) 任意 三 点 不 共 线 ， 

(2) 任意 两 点 的 距离 是 无 理 数 ， 

(3) 在 意 宕 点 构成 的 三 角形 的 面积 为 有 理 数 

证 我 们 来 构造 出 符合 条 件 的 个 点 注意， 如果 没 有 条 
件 (1)， 则 在 一 条 直线 上 适当 地 选择 点 就 够 了 (每 三 点 构成 的 三 角 
形 是 退化 的 ， 面 积 为 零 )。 为 了 满足 条 件 (1)， 可 以 把 直线 适当 
“ 宅 曲 * 一 下 ， 例如 考虑 抛物 线 y*=x 上 的 点 Pi(k?， 和 (hk=1， 
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…M)， 这 就 符合 要 求 . 

(1) 由 于 抛物 线 是 西 的 ， 亡 以 任意 三 个 不 同 点 Pi, 了 ,, Ps 不 
兴 线 (也 可 以 用 行列 式 的 知识 来 证 ) 

(2) 任意 两 点 Pl,，Py 的 距离 是 

AAA( 主 一 关 )2+ 一 力 2= 和 一 省 VG+t)*+1. 

由 于 G+ LG+tHN TI<G+Ii+1)’, 
所 以 w (i+ 站 ?+1 是 无 理 数 。 因 此 | PP,| 是 无 理 数 ， 

(3) 入 PiPsPs 的 面积 的 绝对 值 等 于 
1 1 1 
i je 
i 7 k 
的 绝对 值 ， 显 然 ， 它 是 一 个 有 理 数 ， 

例 9 对 于 每 个 正 整 数 2，2%>1， 考 虑 其 素 因数 p 的 不 超过 
的 最 高 次 窒 , 称 所 有 这 些 客 的 和 为 % 的 智和 (例如 100 的 宕 和 为 
2s+ 5?= 89) .证 明 , 有 无 穷 多 个 正 整 数 , 它 的 宪 和 大 于 这 个 数 本 身 ， 

证 我 们 构造 无 穷 多 个 正 整 数 具有 所 说 的 性 质 ， 下 面 的 论证 
实际 上 也 表明 了 构造 方式 的 来 源 . 

设 %>>1，p1,，…, ps 是 它 的 全 部 素 因 数 。 所 谓 的 不 超过 的 
最 高 次 矫 ， 就 是 满足 不 等 式 

: pr'<n<pe! 

的 pr 人 Gi=1,…,k)。 设 4 的 笑 和 为 f (%)， 则 


H Ni=1l 


人 以 使 f(x)>%， ER 


fn) pe +1 = 
n t= Dp ' )>i(z 人 和 ps 和 > 


-二 上 1 
因此 ， 只 要 名 于 >>1， 就 定 有 了 (CD > 4 注意 方 + 可 + 二 


1 
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入 上 


>1， 这 样 只 要 2，3，5 都 是 刀 的 素 因 于 ， 则 J (xz) >2、 我 们 可 
以 取 N= (2x3x5)*， 太 = 1，2，…， 为 符合 要 求 的 整数 ， 

男 一 种 构造 方法 如 下 。 

设 是 大 于 2 的 素数 ， 考 虑 F (2 力 ， 注 意 一 定 有 正 整 数 户 
使 得 22< 力 <28+1， 
因此 247+1<<2 力 < 一 24+2 
这 样 不 超过 2p 的 2 的 最 高 次 宕 为 2:+!， 又 不 超过 2 力 的 尹 的 最 
高 次 短 显 然 是 p(2p 的 素 因数 只 有 2 和 Pp)， 所 以 (2p) = 2**!+ 
p>p+p=2p. 

我 们 取 %=2p， 思 是 案 数 ， 此 即 符 合 要 求 的 数 ， 因 为 素数 有 
无 穷 个 ， 所 以 这 样 的 数 有 无 穷 个 . 

以 上 三 个 问题 都 有 一 定 的 难度 ， 要 求解 题 者 了 解 一 些 有 关 的 
背景 材料 .此 外 ， 例 8 及 例 9 的 解法 也 值得 注意 ， 它 们 都 包含 了 
“ 退 一 步 考 虑 "的 想法 . 

在 构造 性 证 明 中 ， 还 有 一 种 所 谓 的 “奇偶 构造 法 " ， 即 利用 奇 
个性 来 构造 ， 见 下 例 ， 

例 10 平面 直角 坐标 系 中 ， 横 纵 坐标 都 是 整数 的 点 称 为 束 
点 ， 试 设计 一 种 方法 将 所 有 的 整 点 染色 ， 每 一 个 整 点 染 成 白色 、 
红色 或 黑色 中 的 一 种 颜色 ， 使 得 

(1) 每 一 种 颜色 出 现在 无 穷 多 条 平行 于 横 辅 的 直线 上， 

(2) 对 任意 白 点 4， 红 点 B 和 黑 点 C， 总 可 以 找到 一 个 红 
点 D， 使 得 4BCD 为 平行 四 边 形 ， 证 明 你 设计 的 方法 符合 上 述 
要 求 ， ， 
证 ”在 平行 网 边 形 四 个 顶点 4，B，C，D 中 ， 红 点 两 个 ， 
黑 、 白 点 各 一 个 ， 因 此 染色 时 ， 红 点 应 多 染 ， 黑 . 白 点 宜 对 等 . 染 ， 
色 的 方法 之 一 是 把 每 个 整 点 的 横 、 纵 坐标 按 奇 、 偶 性 分 类 ， 

( 奇 ， 奇 ) 染 白 ，( 偶 ， 侦 ) 染 黑 ，( 奇 ， 倡 ) 和 ( 侦 ， 奇 ) 都 染 
红 . 
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这 样 ， 要 求 (1) 是 满足 的 ， 且 三 种 颜色 不 在 一 直线 上 ， 因 若 
据点 440Xi y1)， 红 点 B(X;， ya2)， 黑 点 C(xsy ya) 三 点 共 线 ， 
则 (yz 一 y1)(Ys 一 Xi) = (ys — YI1) (Xs —X1), 

因 (xzs 一 Xi)，(ys 一 yi 都 是 奇数 ， 而 (ys 一 y1)， (xz 一 X0) 一 奇 一 
偶 ， 故 上 式 左 边 为 奇数 ， 右 边 为 偶数 ， 不 可 能 . 

另 一 方面 ， 取 和 = XX 一 Xo 4=Y1 二 ya 一 ya 则 Xs ys 
一 奇 一 偶 ， 故 D(%。，34) 染 红色 ,由 中 点 公式 ， 明显 地 ，ABCD 是 
平行 四 边 形 . . . 

例 11 设 Jx)=474 一 入 给 定 实数 zo, 考察 由 Xx。= (Xs-1) 
(4 之 1) 定 义 的 数列 {X。} (4 之 0)， 证 明 ， 有 无 穷 多 个 x%。， 使 得 由 
此 确定 主 的 {Xa}(% 之 0) 中 只 有 有 限 个 互 不 相同 的 项 ， 

.分析 观察 (加 上 灵机 一 动 ) 可 以 看 出 ， 
” 当 %6=0 时， 得 数列 9，0，… 

解 4 入 = 0 得 *= 0 或 4. 当 加 =4 时 ， 得 到 数列 4， 0 
0，，… 

解 x 一 各 二 得 x= 2. y=2 时 ， 得 数列 2, 4, 0, 0，… 

. 解 44- 和 =2， 得 X*=2 土 VV 2， 可 得 数列 2+ V2， 2, 网 
0， 0，…3 及 2-v7，2，4， 0，0，… 

这 样 当 xo 取 为 =4，C=2，0s=2+w 了 时 ， 相应 的 数列 
都 具有 所 说 的 性 质 .一 般 地 ， 设 x6。= gs 时 ， 相 应 的 数列 有 所 说 的 
性 质 ， 则 可 期 望 由 (4s41):= a4, 确定 4,1,， 使 得 当 X6=a4i 时 
相应 的 数列 也 具有 所 说 性 质 . 解 出 4a。+1=2+V4-4s. 注意 当 a。 
<4 时 ，Cv+i 才 是 实数 ， 

. 这样 ， 我 们 可 期 望 归纳 构造 出 一 个 各 项 不 同 的 数列 {9 (4 之 
21， 使 当 ze= Qs 时， 相应 的 数列 至 多 有 有 限 个 不 同 项 (如 果 这 一 
点 已 完成 ， 则 立刻 导出 结论 ， 因 假设 只 有 有 限 个 符合 要 求 的 z 值 ， 
设 有 1 个 ， 则 让 Xi 取 wy， …, qri 时 ， 就 已 得 到 1+1 个 符合 要 
求 的 数列 ， 矛 盾 ) , 加 
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至 于 要 求 cv 委 4， 则 可 通过 加 强 归 纳 假设 来 实现 . 

证 取 Q1=4， 则 当 Xo= Cl 时 ， 得 数列 Ci， 0 0，…， 只 有 
一 个 不 同 项 . 

假设 ws 已 作出 ，0<C 和 4， 4 和 它 前 面 所 有 的 项 不 同 ， 并 
且 当 Xo= Qk 时 ， 相应 的 数列 为 dr» '*, G1, 0,0, …《 有 个 不 同 
项 )， 从 f(arri) = 04: 解 出 ， Qr4i=2+ V4-4x，, 则 有 0 之 4aeri 才 4 
az+i 必 和 和 前 面 的 项 都 不 同 ， 它 显然 不 等 于 .41 (否则 a4 = 0). 如 果 
Ci1= 0 2<i 委 8 则 由 归纳 假设 得 2+w4-Ce=2+w4-0-i， 
推出 cx = 4:-:， 与 归纳 假设 矛盾 . 

又 当 X。= Gr4i 时 ,相应 的 数列 {X (2ZP0) 为 Cos Co，…， 
li .0，0，…( 有 +1 个 不 同 项 ). 

这 样 ， 我 们 归纳 构造 出 了 上 面 所 说 的 数列 {a4} (n 之 1). 


习 题 4 


给 出 构造 性 的 证 明 ， 存 在 两 个 正 无 理 数 C，&， 使 a? 为 有 理 数 . 
2. 证 明 ， 任何 正 有 理 数 可 以 表示 成 若干 有 理 数 的 平方 和 . 


53, 证明， 存在 一 个 整 系数 多 项 式 P(x)， 它 对 于 区 间 | -二 
。 一 切 x 值 ， 有 


， -名 -| 中 的 


| Po - 直 < 证 


4， 设 有 数列 (4a} (0x>>D)，@ 是 自然 数 ， wo 一 -[3 3 gn-1|+1(# 之 2). 问 是 否 
存在 c,， 使 这 个 数列 的 前 105 项 都 是 偶数 ， 而 第 105 十 1 项 是 奇数 ? 

5， 试 给 出 例 10 的 一 个 不 同 解法 . 

6。 用 两 种 颜色 给 一 个 圆周 染色 ， 使 贺 周 上 每 一 点 染 上 这 两 种 颜色 之 一 ,证 
明 : 存在 一 种 染 法 ， 使 得 任何 内 接 于 圆 的 直角 三 角形 的 三 个 顶点 不 都 是 
同一 种 颜色 ， 
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第 5 讲 ”形式 逻辑 简易 知识 


余 红 捧 


我 们 通常 所 说 的 迎 辑 学 主要 指 形式 逻辑 ， 它 是 研究 人 们 的 思 
维 形式 及 其 规律 的 科学 .逻辑 学 是 一 切 推理 的 基础 ， 一 个 不 懂 基 
础 逻辑 的 学 生 是 没有 能 力学 好 数学 的 这里， 我 们 主要 介绍 初等 
数学 中 所 涉及 的 基本 的 逻辑 知识 ， 

一 、 命 题 的 四 种 形式 。 - 

判断 一 件 事情 的 语句 ， 称 为 命题 . 它 的 假设 事项 称 为 前 提 ， 
其 断言 称 为 结论 ， 一 个 命题 可 以 为 真 ( 称 为 真 命题 )， 也 可 以 为 
假 ( 称 为 假 命 题 ) ， 在 数学 中 ， 如 果 一 个 命题 的 真实 性 是 证 明 出 来 
的 ， 即 由 公理 以 及 其 他 已 由 公理 证 明 为 真实 的 命题 经 过 逻辑 推理 
而 得 出 ， 就 称 其 为 定理 此 外 ， 要 表明 一 个 命题 不 真 的 基本 方法 
是 作出 一 个 符合 命题 的 前 提 而 命题 的 结论 不 成 立 的 实例 . 

命题 有 下 述 四 种 形式 ， 

(1) 原 命题 ， 若 4， 则 万 ，(2) 逆 命 题 ， 若 互 ， 则 4， 

(3) 否 命 题 ， 若 邱 ， 则 万 ( 不 是 否定 4 的 意思 ， 读 作 “A 否 ” 
或 " 非 4") . : 

(4) 逆 否 命题 ， 若 万 ， 则 区， 

既然 命题 可 真 可 假 ， 上 述 四 种 命题 之 间 ， 它 们 的 真 假 关 系 怎 
样 呢 ? 下 面 看 几 个 例子 ， 

例 1 原 命题 ， 三 角形 中 ， 若 两 边 相 等 ， 则 对 角 也 等 。( 真 .) 

逆 命 题 ， 三 角形 中 ， 若 两 角 相 等 ， 则 对 边 也 等 ，( 真 .) 

否 命题 ， 三 角形 中 ， 若 两 边 不 等 ， 则 对 角 也 不 等 ，( 真 .) 

逆 否 命题 ， 三 角形 中 ， 若 两 角 不 等 ， 则 对 边 也 不 等 , ( 真 ,》 

例 2 原 命题 ， 芳 两 角 是 对 顶 角 ， 则 它们 相等 .( 真 .) 
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逆 命 题 ， 若 两 角 相等 ， 则 它们 是 对 顶 角 .( 假 . ) 

否 命题 ， 著 两 角 非 对 顶 角 ， 则 它们 不 等 .〈 假 . ) . 

道 否 命题 ， 若 两 角 不 等 ， 则 它们 不 是 对 项 角 . ( 真 . ) - 

” 鲍 3 原 命 题 ， 两 个 实数 都 是 无 理 数 ,， 则 它们 的 积 也 是 无 理 

数 . ( 假 . ) 

六 命题， 两 个 实数 的 积 为 无 数 ， 则 这 两 个 实数 都 是 无 理 
数 ，( 假 . ) 

否 命 题 ， 两 个 实数 不 全 是 无 理 数 ， 则 其 积 不 是 无 理 数 . ( 假 .) 

逆 否 命题 ， 两 个 实数 的 积 不 是 无 理 数 ， 则 这 两 个 实数 不 全 是 
无 理 数 .( 假 . ) 

从 这 些 例子 可 以 看 出 ， 原 命题 和 北 命 题 、 否 命题 和 逆 否 命题 
可 以 都 真 ， 可 以 都 假 ， 也 可 以 一 真一 假 . 但 是 ， 原 命题 和 北 否 命 
题 ， 逆 命题 和 和 否 命题 同 真 、 同 假 ， 即 是 等 价 的 


二 、 充 分 必要 条 件 
当 一 个 命题 及 其 逆 命 题 都 为 真 时 ， 即 
(1) 车 4， 则 有 B. ” (2) 著 B, 则 4， 


都 真实 时 ， 我 们 说 44 是 BB 成 立 的 充分 必要 条 件 ， 详 细 言 之 ， 如 
由 万能 推出 B， 称 妇 为 如 成 立 的 充分 条 件 ， 如 由 BB 又 能 推出 
及， 称 44 是 BB 成 立 的 必要 条 件 (自然 ,BB 是 和 4 成立 的 充分 条 件 ). 

例 4 三 角形 为 直角 三 角形 的 充分 必要 条 件 是 一 一 边 的 平方 等 
于 另 两 边 的 平方 和 . 

例 5 两 个 三 角形 面积 相等 是 它们 全 等 的 必要 但 不 充分 条 
件 . 

三 、 三 段 论 推 理 

以 上 我 们 介绍 了 命题 、 命 题 的 四 种 形式 以 及 充分 必要 条 件 的 
概念 。 现 在 我 们 谈 谈 证 明 命题 的 两 种 基本 方法 ， 即 演绎 法 和 归纳 
法 . 大 致 地 说 ， 演 绎 法 是 用 已 知 的 普遍 的 事理 推断 菜 特别 事理 的 
成 立 ， 是 从 一 般 到 特殊 的 推理 ,而 归纳 法 则 是 从 特殊 事情 的 成 立 
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推出 普遍 事理 的 推理 方法 .我 们 主要 讲演 绎 法 . 

演绎 法 的 核心 就 是 所 谓 的 三 段 论 推 理 . 其 形式 是 ， 首 先 认可 
一 个 一 般 事实 ， 称 为 大 前 提 . 然后 提出 一 个 和 大 前 提 有 联系 的 特 
殊 事 情 ， 叫做 小 前 担 ，. 最 后 根据 这 两 个 前 提 得 出 结论 ( 即 作出 判 
断 ) . 

例 .6 证 明 ， 二 次 方程 XxX*-2x%+1-a:=0 有 两 个 不 等 实 根 
(a 是 不 等 于 零 的 实数 ) . 

证 〈 大 前 提 ) 若 实 系 数 二 次 方程 的 判别 式 大 于 零 ， 则 它 有 两 
个 不 等 实 根 ， 

(小 前 提 ) 所 给 的 二 次 方程 是 实 系数 的 ， 且 它 的 判别 式 为 4 二 
4(1~0)=4a’>0( 因 Qa#*0)， 

(结论 ) 所 以 这 个 二 次 方程 有 两 个 不 等 实 根 . 

上 面 的 三 段 论 推理 具有 以 下 一 般 的 推理 形式 ( 也 是 初等 数学 
中 最 常用 的 模式 )。， (大 前 提 ) 所 有 五 都 是 C，( 小 前 提 )4 是 B， 
(结论 ) 因 此 4 是 C. 


例 7 设 4 是 不 等 于 1 的 实数 ， 证 明 ， y= 地 二 -的 图 旬 关 
于 直线 y=* 对 称 . 

证 《大 前 提 ) 因 y=f(x) 与 它 的 反 丁 数 y=f-'(x) 的 图 条 关 
于 直线 y=* 对 称 ， 


(小 前 提 ) ?= 人 Te 1) 的 反 函 数 就 是 它 本 身 ， 


(结论 ) 所 以 y= 过 三 (a1) 的 图 象 关于 直线 y= YX 对 称 ， 


注 上 面 的 小 前 所 必须 证 明 ， 大 前 提 也 不 应 省 虞 ， 

在 应 用 三 段 论 推理 时 ， 要 特别 注意 ，(1〉 大 前 提 必 须 正 确 ; 
《2) 小 前 提 ( 通 常 要 证 明 ) 必 须 证 明 ; (3〉 在 应 用 上 面 的 推理 模式 
时 ， 不 可 把 大 前 提 中 的 ，C 的 位 置 颠 倒 (否则 会 犯 “ 推 不 出 "的 
逻 钥 错 误 ， 即 论据 不 足 )， 
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”演绎 推理 通常 包含 若干 步 ， 每 一 步 分 析 起 来 都 是 三 段 论 推理 
的 形式 . 它 的 过 程 实际 上 是 一 串 前 后 连贯 的 三 段 论 推理 . 但 在 进 
行 论证 时 ， 为 了 使 过 程 叙 述 简化 ， 我 们 常 把 各 步 推论 的 两 个 前 提 
《通常 是 大 前 提 ) 省 略 一 个 .但 要 注意 各 个 推理 间 的 逻辑 关系 ， 以 
免 犯 逻辑 错误 ， 

四 、 反 证 法 

有 的 命题 往往 不 易 从 原 命题 直接 证 明 ， 这 时 我 们 常常 改 为 证 
明 其 逆 大 命题 (注意 这 两 者 等 价 ) ， 也 能 间接 地 达到 目的 .这 个 方 
法 称 为 反 证 法 . 详细 地 说 ， 就 是 ， 欲 证 明 “ 芳 4， 刚 B”" 而 不 易 入 
手 时 ， 可 以 改 为 证 明 其 逆 否 命题 “车 万 ， 则 么 ," 即 证 明 : 4, BB， 
以 及 已 知 公理 ， 已 知 定 理 四 者 不 相 容 。 这样， 结论 一 假 ， 便 产生 
矛盾 ， 因 此 结论 不 能 为 假 ， 从 而 必然 为 真 (根据 排 中 律 ， 即 两 个 
相 矛 盾 的 事 不 能 都 是 假 的 ， 必 然 一 个 为 真 ). 

用 反 证 法 论证 时 ， 有 两 件 事 是 很 基本 的 . 其 一 是 ， 必 须 正确 
地 写 出 否 命题 ， 其 二 是 ， 应 该 把 否 命题 当 作 “条 件 " 来 用 .我 们 只 
谈 第 一 件 事 . 

例 8 否定 命题 ,y= 了 (x) 的 图 象 上 任意 两 个 不 同 点 的 连 线 不 
平行 于 x 四. 

错 解 y= 了 (x) 的 图 象 上 任意 两 个 不 同 点 的 连 线 平行 于 x 轴 。 

正解 y= 了 (x) 的 图 象 上 存在 两 个 不 同 点 的 连 线 平行 于 * 轴 . 

注意 ，“ 全 称 命题 "的 否定 应 该 是 “存在 命题 "， 即 对 “ 任意 两 
个 不 同 点 "的 否定 应 是 “存在 两 个 不 同 点 "， 

例 9 ”否定 命题 ， 任意 四 面体 一 定 存在 一 个 顶点 ， 从 这 点 引 
出 的 三 条 棱 能 构成 三 角形 ， 

解 应 该 把 命题 中 打 关 重 号 的 部 分 都 定 掉 ， 即 “存在 -个 
四 面体 ， 其 任何 顶点 引出 的 三 条 楼 都 不 能 构成 三 角形 ”. 

五 、 负 误 的 推理 

下 面 我 们 看 儿 个 错误 推理 的 例子 . 


33 


例 10 证 明 ， 边 长 分 别 为 3，4，5 的 三 角形 是 直角 三 角形 . 

错 证 〈1) 凡是 直角 三 角形 ，- 必 有 一 边 的 平方 等 于 另 两 边 
的 平方 和 . 

(2》 这 个 三 角形 中 ，5+= 3++ 42， 所 以 有 一 边 的 平方 等 于 另 
两 边 的 平方 和 . 

(3) 所 以 这 个 三 角形 是 直角 三 角形 ， 

分 析 证 明 中 作为 大 前 提 的 (1) 中 的 断言 是 对 的 ， 但 推理 不 
对 ， 即 得 不 出 (3) . 它 违 反 了 第 三 节 中 所 说 的 三 段 论 推理 模式 (把 
大 前 提 中 如 和 C 的 位 置 颠 倒 了 ) .正确 的 三 段 论 推理 应 该 以 三 边 
长 构成 直角 三 角形 的 充分 条 件 ， 即 “车 一 个 三 角形 中 有 一 边 平方 
等 于 另 两 边 的 平方 和 ， 则 它 是 直角 三 角形 "作为 大 前 所. 

例 11 设 4,B,c 是 一 个 三 角形 的 三 边 长 ,证 明 ， 长 为 V4， 
V5,，V 6 的 线段 构成 锐角 三 角形 . 

错 证 (1) 设 长 为 VE，V 百 ，V 6 的 边 所 对 的 角 依次 为 
A, B, C. 

(2) 由 于 4，b,c 是 三 角形 的 三 边 长 ， 所 以 有 b+c>a. 
(V ON+(Ve)- (Va) btce-a 、0 

2v bc 2vV be 
因此 0<4 < 本 同 理 ,0<B,C< 也 .故人 ABC 是 锐角 三 角形 . 


分 析 ”问题 中 的 结论 包含 两 部 分 ， 其 一 要 证 构成 三 角形 ， 其 
二 才 是 证 明 它 为 锐角 三 角形 (与 例 10 不 同 )。 证明 中 的 (了) 实际 上 


已 承认 了 长 为 XV4，v 6，v 5 的 线段 构成 了 三 角形 .因此 上 面 
的 证 明 是 不 正确 的 . 

例 12 证 明 ， 任 给 五 个 不 同 整数 ,必然 能 取出 两 个 不 同 的 ， 
使 它们 的 差 为 4 的 倍数 ， 

错 证 ” 反 证 法 ，(1) ”假设 结论 不 对 , 则 任 取 五 个 不 向 整数 ， 
它们 任 两 个 的 差 都 不 是 4 的 倍数 ， 
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cos 4 = 


(2) 现在 取 五 个 整数 ，1，, 2, 3, 4, 5, 但 5~ 工 = 4 是 4 的 倍数 . 
与 假设 矛盾 ， 故 结论 成 立 ， 

分 析 错误 在 于 (1)， 否 命题 写 错 了 . 应 该 是 “存在 五 个 不 同 
整数 ， 它 们 任 两 个 的 差 都 不 是 4 的 倍数 " (2)》 中 的 例子 只 不 过 
验证 了 结论 的 正确 . 

例 13 确定 实数 & 的 范围 ， 使 方程 x*+ (2 一 Dx+ 妈 =0 有 
两 个 大 于 1 的 根 . 

错 解 ” 设 两 个 根 为 Xi xz 则 有 

{> {D> 
XixXs>1> k:>1. 
解 得 8&< - 1， 就 是 所 求 的 范围 . 
分 析 问题 的 实质 是 确定 所 给 的 方程 两 根 都 大 于 1 应 满 
足 的 充分 必要 条 件 ， 上 而 解答 中 订 列 的 人 2” 仅 是 两 要 
4， 都 大 于 1 的 必要 条 件 ， 并 不 充分 我 们 应 当先 寻找 使 x， 
Xs 都 大 于 1 的 充分 必要 条 件 ， 由 
/ 潮 列 式 (2% 一 1 一 42>0， 
| 1D + D>, 
(Xi1~1)(7x:—1)>0 

解 出 过 -2， 为 所 求 的 范围 . 

例 14 设 入 4BC 为 直角 三 角形 , LC 是 直角 , 证明; 4B: = 
AC:+ BC:, 

错 证 用 解析 法 . 建立 直角 坐标 系 ， 取 C 为 坐标 原点 ，4， 
BB 分 别 位 于 x 轴 ，y 轴 的 正方 向 上 , 设 4(c，0)， Boo, 56)， 则 
14C|=a，1BC| =6b， 由 两 点 间距 离 公式 ， 

1AB|*= (a-0)*+ (0-6=a+b=|ACl:+ |BC|?. 

分 析 证 明 犯 了 循环 论证 的 错误 ， 因 为 两 点 间 的 距离 公式 等 
价 于 勾 股 定理 ， 用 了 距离 公式 ， 无 形 中 已 了 系 认 了 结论 成 立 . 
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- 例 15 证 明 ，y= 必 的 图 象 上 任 两 个 不 同 点 ， 或 者 关于 》 轴 
对 称 ， 或 者 这 两 点 的 连 线 不 平行 于 * 轴 ， 

. 错 证 ”如果 图 象 上 两 个 不 同 点 (Xx1，3y1)， B(X。，y) 关 于 
少 轴 对 称 、 则 4，B 连 线 显然 平行 于 * 轴 。 但 图 象 上 任 两 点 的 连 
线 或 者 平行 于 * 轴 或 者 不 平行 于 * 轴 ， 因 此 图 象 上 任 两 个 不 同 
点 或 者 关于 y 轴 对 称 ， 或 者 它们 的 连 线 与 4 轴 不 平行 . 

分 析 ”两 点 关于 轴 对 称 是 它们 的 连 线 平行 于 x* 轴 的 充分 条 
件 ， 但 并 非 必要 条 件 .， 上 述 证 明 并 未 说 明 。 涝 两 点 连 线 平行 于 % 
轴 ， 这 两 点 是 否 一 定 关 于 y 轴 对 称 ( 论 证 的 核心 正在 于 此 ) . 

正确 的 证 明 程序 应 是 ， 证 明 两 个 不 同 点 关于 y 轴 对 称 的 充分 
必要 条 件 是 它们 的 连 线 平行 于 x 轴 。 


习题 5 


1， 每 出 命题 "如 果 一 条 直线 和 一 个 平面 内 任何 一 条 直线 都 垂直 ， 则 这 条 直 
， 线 和 这 个 平面 垂直 ”的 逆 命 题 ， 否 命题 及 逆 否 命题 . 
2， 指 出 下 述 命题 的 符合 逻辑 的 证 明 程 序 ， 
空间 三 个 平面 g， 有 ，?， 设 ga，b,c 分 别 是 a 和 p，a 和 ?以 及 有 和 
? 的 交 线 ， 证 明 a，b5，c 或 者 两 两 平行 ， 或 者 相交 于 一 点 ， 
。 指 出 下 述 命题 的 符合 逻辑 的 证 明 程 序 ， | 
设 {an}(% 是 自然 数 ) 是 等 比 数列 ，an 都 是 实数 ， 设 Ss =Q1 十 … 十 aC4 
之 1). 证 明 ， 数列 {S。)(2 是 自然 数 ) 中 或 者 任 一 一 项 都 不 是 零 ， 或 者 有 
”无穷 多 个 项 都 是 零 。 ， 
4. 命题 "到 三 角形 三 项 点 距离 都 相 等 的 点 一 定 是 三 角形 的 外 心 ” 是 否 正确 ? 
如 果 正 确 ， 给 出 证 明 ， 否 则 举 出 反例 ， 
5。 指出 下 面 论证 中 的 错误 并 给 出 正确 证 明 ， 
证 明 ， 对 角 线 相等 的 平行 六 面体 是 长 方 体 , 
错 证 (1) 长 方 体 的 对 角 线 相 等 ， 它 们 都 等 于 三 度 的 平方 和 ， 
《2) ”所 以 不 是 长 方 体 的 平行 六 面体 的 对 角 线 不 相等 ， 
(3) ”因此 对 角 线 相等 的 平行 六 面体 是 长 方 体 . 
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第 6 讲 “通过 逻辑 趣 题 学 推理 
余 红 兵 


… “我们 知道 ， 在 进行 数学 思考 的 时 候 ， 离 不 开 逻 辑 推理 。 因 此 
锯 练 自己 的 逻辑 推理 能 力 就 是 非常 必要 的 事情 。 此 外 ， 有 些 看 上 
去 很 难 的 数学 问题 ， 实 际 上 只 需要 很 少 的 数学 知识 ， 用 逻辑 推理 
就 能 解答 (但 不 见得 人 人 都 能 想到 ) ， 下 面 我 们 通过 一 些 趣味 逻辑 : 
《和 数学 ) 的 例题 来 说 明 推理 中 的 基本 方法 。 这 些 方法 在 解数 学 题 
时 ， 也 是 经 常 使 用 的 ， 

例 1 有 三 个 箱子 分 别 涂 上 红 、 黄 、 蓝 三 种 颜色 ， 一 人 学 果 
放 入 其 中 某 个 箱子 内 ， 并 且 

(1) 红 箱 盖 上 写 着 : “苹果 在 这 箱子 里 "s 

《2) 黄 箱 盖 上 和 写 着 , “苹果 不 在 这 箱子 里 ”? 

《3) 蓝 箱 盖 上 写 着 , “苹果 不 在 红 箱子 里 ”. 
已 知 (1)，(2)，(3) 中 只 有 一 名 是 真 的 ， 间 苹果 在 哪个 箱子 里 ? 
(如 果 判 断 对 了 ， 苹 果 就 归 你 . ) 

解 ”关键 在 于 (1) 与 (3? 是 矛盾 的 . 按 “ 矛 盾 律 " ， 两 件 矛盾 的 
事 ， 不 能 都 是 真 的 ， 必 有 一 假 ， 按 “ 排 中 律 "”， 它 们 又 不 能 都 假 ， 
必 有 一 真 ， 从 而 (1)，(3) 中 有 一 名 真 话 、 一 名 假 话 (但 是 还 不 能 
判断 哪 一 名 为 真 ) . 

.既然 真 话 只 有 一 句 ， 这 样 就 推出 (2) 必 然 是 假 话 ， 从 而 苹果 
在 黄 箱 子 里 . 

例 2 4,B,C,D 四 人 对 互 先生 的 藏书 数目 作 一 个 估计 ， 

所 说 ，“E 有 五 百 本 书 ,” 

“如 说 ，“E 至 少 有 一 千本 书 .” 

C 说 ，“E 的 书 不 到 二 千本 .” 
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万 说 , “已 最 少 有 一 本 书 ,，” 
这 四 个 估计 中 只 有 一 句 是 对 的 ， 间 已 先生 究 竞 有 多 少 本 书 ? 

解 首先 ， 祭 说 的 不 对 ， 否 则 C， 刀 说 的 也 对 ， 与 已 知 “只 
有 一 句 是 对 的 " 蔬 盾 . 

同 理 ， 刀 说 的 也 不 对 ， 否 则 万 就 说 对 了 

注意 到 B 和 C 的 估计 至少 有 一 个 是 正确 的 ， 按 已 知 条 件 又 
只 有 一 个 是 对 的 ,已 证 明了 B 说 的 不 对 ， 所 以 C 必然 对 “ 

再 由 已 知 条 件 就 推出 DD 的 话 不 对 ， 所 以 互 先 生 一 本 书 也 没 
有 ， 

例 3 一 位 妇女 以 及 她 的 弟弟 、 儿子 和 女儿 都 是 棋 手 ， 其 中 
有 一 个 最 差 的 棋 手 与 一 个 最 好 的 棋 手 ， 已 知 ， 

(1) 最 差 的 棋 手 的 挛 生 者 和 最 好 的 棋 手 是 异性 ; 

(2) 最 差 的 棋 手 与 最 好 的 棋 手 同龄 ， 

问 。 哪 两 个 人 同龄 ? 

解 本题 宜 以 推断 谁 是 最 差 的 棋 手 入 手 ， 我 们 用 4 表示 这 
位 妇女 ， 她 的 弟弟 、 儿 子 、 女 儿 分 别 记 为 弟 、 子 、 女 注意 ， 最 
差 的 与 最 好 的 棋 手 各 有 一 个 . 

各 果 4 最 差 ， 则 弟 为 其 亨 生 者 ， 从 而 女 最 好 (根据 CD))， 记 
以 4、 女 同 龄 (由 (2))， 了 矛盾 ， 

如 果 弟 最 差 ， 则 4 为 李 生 者 ， 从 而 子 最 好 (由 (1))， 所 以 
弟 、 子 同龄 ， 这 样 4、 子 同龄 ，( 因 4 和 弟 挛 生 )， 了 矛盾 . 

如 果 女 最 差 ， 则 子 为 杰 生 者 ， 所 以 4 最 好 ， 推出 4、 女 同 
龄 ， 矛 盾 . 

因此 了 是 最 差 棋 手 ， 从 而 女 为 李 生 者 ， 记 以 弟 大 最 好 的 梳 手 
《由 (1))， 再 由 (2)， 可 知 弟 、 子 同龄 ， 

注 ”如果 先 考虑 子 ， 即 设 儿 子 是 最 差 的 棋 手 ， 推 不 出 矛盾 ， 
并 不 能 断定 他 就 是 最 差 的 棋 手 ， 上 面 推导 前 逻辑 是 ， 最 差 的 棋 手 
或 者 是 4， 或 者 是 弟 ， 或 者 是 子 ， 或 者 是 女 ， 我 们 证 明 不 能 是 
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A、 弟 、 女 ， 从 而 必然 是 子 ， 

例 4 有 姐妹 两 人 ， 在 任 一 天 中 ， 姐 姐 在 中 午 十 二 点 之 前 都 
讲 实话 ， 而 十 二 点 之 后 全 说 谎话 .妹妹 和 她 恰好 相反 . 某 人 (在 
和 白天) 看 望 她 们 说 ， 问 ，“ 哪 位 是 姐姐 ? ” 

瘦小 姐 和 胖 小 姐 都 回答 “是 我 .” 

再 问 一 次 “现在 几 点 了 ? ” 

胖 小 姐 说 ,，“ 快 到 十 二 点 了 ,“ 而 瘦小 姐 却 说 , “十 二 点 早 过 
了 .” i 四 
问 ， 当 时 是 中 午 十 二 点 前 ， 还 是 十 二 点 后 ? 哪 一 位 是 姐姐 ? 
解 ”假设 当时 是 十 二 点 后 ， 那 么 下 午 要 说 假 话 的 姐姐 对 于 
“ 哪 位 是 姐姐 ”的 回答 应 为 “我 不 是 姐姐 ”( 我 们 尚 不 知 哪 位 是 姐 
姐 ). 但 当时 没有 得 到 这 个 问答 ， 所 以 当时 是 十 二 点 前 . 

假设 瘦小 姐 是 姐姐 ， 那 么 她 对 “现在 几 点 钟 了 "的 回答 应 是 真 
话 “ 十 二 点 快 到 了 ” "然而 她 却说 了 说 话 .所 以 ， 瘦 小 姐 不 是 姐姐 ， 
胖 小 姐 才 是 姐姐 . 

注 . 一 种 错误 的 解法 是 ， 预 先 假定 当时 是 十 二 点 前 且 肝 小姐 
是 姐姐 ， 验 证 了 这 个 假设 与 已 知 条 件 一 致 ， 就 断言 假设 为 真 . 这 
种 错误 与 数学 证 明 中 的 下 述 错 误 推理 类 似 ， 

已 知 4， 求证 B. 

错 证 一 设 已 成 立 则 忆 和 人 不 于 质 (或 者 符合 人 )， 从 而 
已 成 立 ， 

错 证 二 设 B 成 立 则 4 成 立 , 已 知 4， 所 以 甩 成 立 . 

“ 错 证 一 " 错 在 “ 理由 不 充足 "，“ 销 证 二 ” 实际 上 证 明了 首 命 
题 ， 但 这 并 不 能 保证 原 命题 成 立 . 

- 例 5 一 个 和 4 国旅 行家 首次 来 到 甲 、 乙 这 两 个 相 邻 地 区 中 的 
一 地 . 他 知道 这 两 地 的 居民 能 听 懂 4 国 的 语言 ， 但 都 不 会 讲 . 并 
且 ， 甲 地 居民 有 一 个 与 其 他 地 区 不 同 的 习惯 ， 对 你 的 询问 ， 他 用 
揪 头 表示 回答 “对 "， 而 用 点 头 玫 示 “不 对 ”现在 旅行 家 遇 到 了 一 

39 


个 居民 (他 可 能 是 辕 地 人 ， 也 可 能 是 乙 地 人 )， 如 果 要 了 解 自 己 处 
在 两 地 中 的 哪 一 地 ， 旅 行家 最 少 问 几 个 问题 可 以 确保 达到 目的 ? 

解 ”如 果 旅 行家 精通 逻辑 学 的 话 ， 问 一 句 话 就 能 确保 达到 目 
的 : “你 居住 在 此 地 吗 ?“ 若 居民 插头 ， 则 旅行 家 身 处 甲 地 车 居 
民 点 头 ， 则 旅行 家 在 乙 地 ， 

如 果 这 位 居民 是 甲 地 人 ， 则 他 播 头 意味 着 回答 “对 ”( 从 而 此 
地 是 甲 地 )， 如 果 这 位 居民 是 乙 地 人 ， 则 他 播 头 意味 着 回答 “不 
对 “从 而 此 地 是 甲 地 ) ， 因 这 位 居民 或 者 是 甲 地 人 ， 或 者 是 乙 地 
人 ， 所 以 旅行 家 必然 身 处 甲 地 ， 

同样 可 证 明 ， 车 答 话 的 居民 点 头 时 ， 则 旅行 家 必 在 乙 地 ， 

注 上面 的 推理 称 为 “二 难 推理 "”， 是 一 个 很 有 用 ( 包 括 在 数 
学 中 ) 的 推理 形式 ， 其 最 简单 的 模式 为 ， 

如 果 有 和 4 那么 C， 如 果 BB 那么 C， 
或 者 4， 或 者 B. 
所 以 ，C | 

例 6 证 明 存 在 两 个 正 无 理 数 4，b; 使 @ 为 有 理 数 ， 

证 注意 V2 是 无 理 数 . 如 果 w 了 vs 是 有 理 数 ， 则 结论 成 
立 。 如果 3Y3 不 是 有 理 数 ， 则 它 是 无 理 数 ( 排 中 律 )》 这 样 
(VV 2"3)v3 就 是 有 理 数 ， 结 论 也 成 立 . 

: ” 注 解答 中 的 推理 就 有 一 个 二 难 推理 。 可 以 比较 上 面 的 模式 
以 及 例 5. 应 注意 到 ， 我 们 没有 确定 Y 2” 3 究竟 是 有 理 数 ， 还 是 
无 理 数 ， 
例 7 设 S 为 满足 下 列 条 件 的 有 理 数 集合 ， 
(1) 着 4€S, bE€S, 则 a+bES, ab€S,， 
. “(2》 对 任 一 个 有 理 数 zy， 三 个 关系 +€S， -rE€S, r=0， 
有 且 仅 有 一 个 成 立 ， 
证 明 ， S 是 由 全 体 正 有 理 数组 成 的 集合 . 
` 证 设 rz0， 为 任 一 个 有 理 数 ， 则 7 ES 或者- ES (根据 
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条 件 (2))， 再 由 (1)， 若 +E€S,， 则 7r?ES， 若 -rES， 则 7Y*= 
《7).(--7) EES， 总 之 7?*E€S，( 二 难 推 理 !1) 

取 r=1， 则 16ES. 由 (1), 2=1+1€S, 3=1+2€S,…， 
可 知 全 体 正 整数 都 属于 S. 


设 p，4 为 两 个 正 整数 ， 则 由 上 面 的 证 明 可 知 -区 ES. 但 pq 
， 、 力 -_ _1_ 
ES， 记 以 由 (D, -2 pa( 去 ) Es. 


因此 ，S 含有 全 体 正 有 理 数 . 再 由 (2) 知 ，0 及 全 体 负 有 理 数 : 
不 属于 S 即 S 是 由 全 体 正 有 理 数 组 成 的 集合 . 

注 ”错误 的 证 明 是 ， 假 设 S 由 全 体 正 有 理 数 组 成 ， 验证 此 
时 条 件 (1)，(2) 成 立 ， 便 断言 结论 的 正确 ， 参 见 例 4 的 注 . 

例 8 某 个 俱乐部 的 成 员 有 两 种 人 。 一 种 是 永远 说 实话 的 老 
实 人 ， 另 一 种 是 总 说 假 话 的 骗子 。4 先生 去 访问 的 时 候 ， 他 们 全 
都 围 着 圆桌 吃 午饭 . 他 问 每 个 人 * “你 是 不 是 骗子 ? “结果 每 个 人 
都 回答 不 是 接着 他 又 问 每 个 人 ， 你 左 邻 那 人 是 不 是 老实 
人 ?“ 结 果 回 答 仍 全 是 否定 的 . 

所 先生 回 家 后 ， 忘 了 问 他 们 共有 多 少 人 ， 就 打 电 话 问候 和 
部 主席 ， 他 回答 说 有 23 人 ， 挂 上 电话 后 ， 4 又 想到 忘 了 问 主席 
是 不 是 骗子 ， 只 好 重 打 电 话 。 这 一 次 ， 接 电话 的 是 个 秘书 ,他 得 
知 4 先生 的 意思 后 说 “不 ， 不 ! 桌 边 应 有 24 人， 我 们 的 主席 - 
是 个 骗子 ， 他 和 葛 话 怎么 能 信 ? “ : 

试 确定 这 个 俱乐部 有 多 少 人 ? | 

解 -注意 ， 秘 书 可 能 是 一 个 骗子 ; 但 明显 地 ， 主席 和 秘书 一 
个 是 老实 人 ， 一 个 是 骗子 ， : 

解 题 的 关键 是 从 和 4 先生 的 问 话 及 得 到 的 回答 考虑 . 第 一 个 问 
题 实际 上 没有 意义 ， 因 为 无 论 是 老实 人 还 是 骗子 对 “你 是 不 是 骗 
子 " 的 回答 都 应 是 否定 的 (二 难 推理 ).。 
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第 二 个 问题 得 到 了 全 部 否定 的 回答 ， 这 玫 明 圆桌 边 的 人 必然 
是 骗子 及 老实 人 相互 间隔 地 排列 ， 否 则 ， 总 要 有 某 个 人 作 肯 定 的 
回答 .这 样 不 难得 知人 数 是 偶数 . 但 主席 说 有 23 人 ， 是 一 个 奇 
数 ， 从 而 推出 主席 必定 是 骗子 。 因 此 秘书 便 是 老实 人 ， 而 人 数 为 
24 人 . 

例 9 国际 数学 奥林匹克 的 评议 会 有 17 个 国 家 参 加 ， 每 个 
国家 有 领队 和 副 领队 各 一 人 与 会 ， 会 前 某 些 与 会 者 握 了 手 ， 但 领 
队 与 他 的 副手 不 握手 . 会 后 ，4 国 领 队 问 每 个 与 会 者 ， 他 们 的 握 
手 次 数 是 多 少 ， 各 人 的 回答 都 不 相同 ， 问 4 国 的 副 领 队 与 多 少 
个 人 握 了 手 ? 

” 解 每 人 至 多 操 32 次 手 ， 除 4 国 领队 外 ， 33 个 人 的 握手 
次 数 各 不 相同 ， 所 以 他 们 的 握手 次 数 分 别 为 0，1，2，.…，32， 
设 握手 次 数 为 次 的 人 为 #4:(k=0，1，2，…，32)， 

首先 看 ts,. 他 和 其 他 国家 的 代表 都 握 过 手 ， 只 有 to 没有 和 
他 握手. 这样 ks: 和 凡 必 是 同一 国 的 代表 . 

除去 ts 和 如 后 ， 各 国 代表 的 握手 次 数 都 从 好 减少 一 次 ， 仍 
然 互 不 相同 ( 除 4 国 领队 外 )， 这 样 根据 上 面 的 推理 知 , is, 和 二 是 
辣 一 国 代表 . 类 似 地 ， tso 和 ts, ta 和 ts， ”多 ftir 和 ts 同属 于 
一 国 ， 所 以 4 国 的 副 领队 握 了 16 次 手 . 

例 10 某国 的 居民 不 是 骑士 就 是 无 赖 ， 骑 士 不 说 谎 ， 无 赖 
永远 说 谎 ， 我 们 过 到 该 国 居民 4, B，C，4 说 , “如 果 C 是 骑 
士 ， 则 如是 无 赖 ,"C 说 ，“A 和 我 不 同 ， 一 个 是 骑士 ， 一 个 是 
无 赖 .“ 这 三 个 人 中 ， 谁 是 骑士 ， 谁 是 无 赖 ? 

解 :我 们 证 明 4 不 是 骑士 假如 相反 的 话 , 当 C 为 骑士 和 对， 
按 ( 的 话 (为 真 !),，C 与 4 应 不 同 ， 矛 盾 ， 当 C 为 无 赖 时 , .C 的 
诸 应 不 真 ， 但 此 时 的 情况 又 符合 C 所 说 的 话 ， 矛盾 . 故 有 4 一 定 
是 无 赖 , (二 难 推理 ! ) 至 此 尚 不 知道 C 是 否 为 骑士 ， 

这 样 ，4 的 话 应 是 假 的 .. 如 果 C 不 是 骑士 ， 则 4 的 话 申 的 
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前提 为 假 ， 从 而 他 的 踪 述 永远 为 真 ， 矛盾 。 所 以 C 是 骑士 ， 再 
根据 4 的 话 知 ， 妃 也 是 骑士 ， 

例 11 设 % 之 15 是 自然 数 ， 万 ,，B 都 是 {1，2,，…，2} 的 真 
子 集 ,，AN B=$, 重 {1, 2, ,nn}=AUB. 

证 明 。4 或 者 B 中 必 有 两 个 不 同 数 的 和 为 完全 平方 数 . 

证 用 反 证 法 , 假设 结论 不 对 ， 则 存在 {1,2，…，2%} 的 两 个 
实 子 集 ，AN B=$ 且 {1，2，…， 4} = 妇 UB， 使 得 无 论 是 A4 还 


是 B 中 的 任 两 个 不 同 数 的 和 都 不 是 完全 平方 数 . 

我 们 将 推出 矛盾 . 

不 妨 设 1E4， 则 3 4， 否则 1+3=2:， 与 假设 矛盾 ， 从 
而 3E€.B( 排 中 律 !) ， 同样 ， 6& 巨 ， 所 以 6E4， 这 样 10E 4， 
即 10G 万 ， 因 xp15， 而 15 或 者 在 4 中 ， 或 者 在 妃 中 ， 但 当 
15€ 对 时 ， 因 1€4，i1+15=4?， 矛盾 ; 当 15E 刀 时， 因 106E 
五，140+15= 5:， 仍 然 矛 盾 .〈 二 难 推理 ! ) 因此 我 们 的 假设 不 
真 ， 即 结论 成 立 ， | 

注 读者 可 以 比较 本 题 及 例 10 中 推理 的 类 似 之 处 。 


习题 6 


1 了。 有 四 个 立方 体 ， 每 个 立方 体 都 按 相 同 的 顺序 涂 上 黑 、 白 、 红 、 黄 、 
蓝 、 绿 六 种 颜色 。 现 将 四 个 立方 体重 玲 在 一 起 ， 只 能 看 见 它们 的 部 分 
颜色 (如 图 6~1 所 示 ). 

试 从 这 个 图 ， 推 断 最 上 面 一 个 立方 体 的 下 面 、 左 两 、 后 面 各 涂 的 是 什 
么 颜色 ? 

2. 有 A，B, C，D, EE 五 人 参加 一 次 考试 ,试题 有 七 道 ， 都 是 判断 题 ， 记 
分 规则 是 ， 对 每 道 题 ， 答 对 了 得 1 分 ， 答 错 了 倒 扣 1 分 ， 不 回答 的 不 
得 分 也 不 扣 分 。 图 6-2 记录 的 是 4，B,，C，D，E 五 人 做 的 答案 ， 
其 中 已 知 4，BB,，C, DD 各 得 了 2 分. 问 殖 应 当 得 多 少 分 每 个 题目 
正确 的 答案 是 什么 ? 
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图 6~1 


， 三 个 游戏 者 4，B，C 玩 游戏 如 下 ; 三 张 卡片 上 各 写 一 个 不 同 的 正 整 


数 ， 设 为 如 4，1， 且 0<p<<q<r， 殷 这 三 张 卡 片 混 合 后 ， 发 给 每 
个 游戏 者 一 张 ， 然后 按照 卡片 上 的 数字 发 给 每 个 游戏 者 弹子 ， 接着 把 
卡片 收回 ， 弹 子 仍 留 在 游戏 者 处 ， 等 等 整个 游戏 至 少 进行 两 轮 ( 一 轮 
要 包括 发 放 卡片 ， 分 发 弹子 ， 收 回 卡片 )， 最 后 一 轮 结束 后 , 4,B，C 
各 得 到 20，10，9 个 弹子 ， 而 且 已 知 B 最 后 一 轮 得 到 ?个 弹子 ， 问 哪 
个 游戏 者 第 一 轮 得 到 g 个 弹子 ? 


第 7 讲 ”面积 题 和 面积 法 
村 饮 录 


”面积 是 重要 并 且 有 趣 的 内 容 . 在 此 我 们 当然 不 去 谈论 有 关 面 
积 的 深刻 理论 ， 而 只 简要 地 介绍 属于 中 学 内 容 的 、 与 面积 有 关 的 
问题 ， 以 及 用 面积 方法 来 论证 这 一 重要 的 想法 . 

一 、 和 面积 有 关 的 问题 

三 角形 的 面积 公式 是 中 学 里 学 过 的 最 基本 的 面积 公式 ， 它 有 
很 多 种 形式 ， 在 不 同 场合 下 应 当 选择 最 便利 的 形式 .以 下 用 
人 4BC 同时 表示 三 角形 4BC 和 它 的 面积 (结合 上 下 文 应 能 区 
分 含义 )，a，6，c 分 别 表示 角 4，B，C 所 对 的 边 长 ，4 边 上 的 
高 记 为 hs，RR 和 7 分 别 记 为 4BC 外 接 圆 和 内 切 圆 的 半径 ， 


旋 = 卫 (a+ 6+6) 为 A4BC 的 半 周 长 ， 则 有 有 
三 角形 面积 公式 ， 
(1) AABC = 二 aho 
(2) 入 ABC = 才 ab sin C, 
(3) AABC=7.p; 
abc 

(4) AABC= ER3 

(5) AL4BC=V 力 ( 力 -G)( 力 -D)( 疙 -cC) 
我 们 提醒 一 下 ， 公 式 (5) 有 一 种 变形 ， 有 时 是 非常 有 用 的 ， 值得 
记 住 ， 即 

16(AABC):= 2@0+ 2bc + 2c202 at be, 
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证 明 并 不 难 ， 只 要 把 (5) 式 两 边 平 方 并 用 p= 去 (4+6+c) 代 入 即 


可 得 到 . 

下 面 的 例子 都 是 与 面积 有 关 的 ， 一 些 基 本 的 原则 我 们 将 在 解 
答 中 作 注释 , 

例 1 设 G 是 A4BC 内 部 一 点 , 且 A4BG,ABCG,AC4G 
的 面积 相等 . 证 明 ，G 是 A4BC 的 重心 . 

证 如 图 7-1， 过 G 作 直线 1 平行 于 AB. 由 于 人 ABG= 羽 


:人 4BC, 这 样 间 用 面积 公式 (1)， 可 知 G c 
到 4B 的 距离 等 子 C 到 48 的 距离 的 三 分 
之 一 ， 所 以 直线 1 通过 入 4BC 的 重心 . 

同 理 ， 过 G 作 4C 的 平行 线 也 通过 
人 4BC 的 重心 ， 所 以 这 两 条 直线 的 交点 
( 即 G) 就 是 人 A4BC 的 重心 ， 4 

” 注 解答 中 我 们 利用 面积 公式 把 两 个 ”图 7-1 
同 底 三 角形 的 面积 比 转 化 成 对 应 高 的 比 ， 这 种 通过 面积 导出 线段 
比 的 方法 经 常 有 用 .下面 的 例子 是 美国 的 一 道 数学 竞赛 题 ， 其 解 
法 和 上 例 有 着 相仿 的 原则 . 

例 2 一 个 给 定 的 凸 五 边 形 4BCDE 有 下 列 性 质 ， 三 角形 
ABC，BCD,， CDE，DEA，EAB 的 面积 都 等 于 1. 证明 每 个 
具有 上 述 性 质 的 不 同 五 边 形 有 相同 的 面积 ， 且 进而 证 明 存 在 着 无 

4 穷 多 个 具有 上 述 性 质 的 五 边 形 ， 


， 一个、 。 证 如 图 7-2 因为 ABCD= ACDE 


=1， 而 这 两 个 三 角形 同 底 , 从 而 按 面 积 公 
式 (1), 它 们 在 CD 上 的 高 相等 ,这 样 BE / 
| CD. 同 理 BDJ AE，CE/1 4B， 可 知 


“ D ABFE 是 平行 四 边 形 ， 这 里 瓦 为 万 D 及 
.和 图 7-2 CE 的 交点 ， 从 而 和 BFE= 人 4BE=1. 


‘46 


设 和 FCD-x, 则 ABCF= 人 FED=1-x. 
上 人 PCF _ ABFE _ BF 
不 难 求 得 ACDF -~ AFED DT， 


即 1-* -1 


解 出 
因为 x<1， 从 而 x= 2. 
于 是 求 得 五 边 形 ABCDE 的 面积 等 于 


3+(1-X) = +， 


容 品 时 出 符合 条 件 的 五 边 形 有 无 穷 多 个 ， 例 如 ， 先 任意 作出 
一 个 面积 为 1 的 三 角形 ABE， 可 得 到 平行 四 边 形 ABFE， 在 此 
基础 上 就 可 以 建立 符合 条 件 的 五 边 形 . 
例 3 如 图 7-3， 三 边 长 为 4，8, c 的 三 角形 4BC 内 切 一 
圆 ， 作 三 条 分 别 平 行 于 三 角形 三 边 的 切线 ， 从 三 角形 ABC 上 截 
得 三 个 新 的 小 三 角形 ， 求 这 四 个 三 角形 


的 内 切 加 的 面积 之 和 ， TAN 
解 设 D= 志 (a+b+6)， 用 两 种 > 
方法 计算 A4BC， 得 到 ~ 人 
C 6 A 
-人 人 ABC . 男 7 3 
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过 4 作 BC Cs 这 样 不 难 利用 QFY BC 以 及 相似 三 角 
形 的 性 质 算出 入 AQF 的 内 切 圆 半径 与 人 4BC 内 切 图 半径 之 比 为 


fa -pa-27 1 0 

r ho 力 ， 
由 对 称 性 便 得 到 

ye 1 Yo Lc 

rl-p?: 7 lp. 


于 是 所 求 四 圆 面积 和 为 


XVI 十 742 十 782 十 7C2) 


a 2 已 2 2 2 
= [0 二) + 人 -二 + 二 I 
= (+6:+e). “72= IC 
= rp- a) (Pp-— Dp- CO (e+ b+e’), 
最 后 一 步 用 了 面积 的 另 一 种 计算 公式 即 公式 (5) ， 
注 解答 中 一 个 重要 的 手法 是 ， 用 两 种 或 两 种 以 上 的 方法 计 
算 同 一 个 量 ， 这 种 想法 在 许多 场合 下 都 能 够 引导 出 证 明 . 例 4 的 
解法 也 基于 这 个 原则 .读者 还 可 以 参看 例 7 及 例 9 中 的 解法 . 
例 4 在 平行 四 边 形 的 每 个 边 上 依次 取 点 ， 如 果 以 所 取 这 四 
个 点 为 顶点 的 四 边 形 的 面积 等 于 平行 四 边 形 面积 的 一 一 半 ， 证 明 ，. 
四 边 形 至 少 有 一 条 对 角 线 平行 于 平行 


四 边 形 的 边 ， A KK B 

证 如 图 7-4 所 示 , 设 ZDAB= “. py < 一 
os AD=a, 4AB= 6b, 则 四 边 形 KLMN L 
的 面积 等 于 四 边 形 4BCD 的 面积 减 /人 > 
去 三 角形 AKN, BKL,CLM, DUN po e 
的 面积 之 和 ， 由 面积 公式 不 难 求 得 图 7-4 


A4KN= 了 4N. AK .sina, 
ABLK = 二 ‘BL.(6 -AK)sina, 
ACLM- 二 (a- BL)- (b— -MD)sina, 


ADMN= 1 AN -MDsin ou 
四 边 形 4BCD 的 面积 = cbsina， 
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所 以 四 边 形 及 LMN 的 面积 等 于 


1 ， (AN-BI)(AK- MD) 1. 
zo 上 一 ad jie. 


另 一 方面 ， 四 边 形 KLMN 的 面积 又 等 于 了 absina 、 
比较 面积 的 两 种 计算 结果 ， 可 见 
(AN- BI).(AK- MD) =0. 
于 是 ， 或 者 AN = BL， 从 而 LN/ AB; 或 者 KA= MD， 从 而 
EMI AD., 
、 面 积 方法 

所 谓 面积 方法 ， 就 是 在 处 理 一 些 儿 何 问题 时 ， 以 考虑 面积 作 
为 论证 (或 者 计算 ) 的 出 发 点 .用 面积 证 题 的 基本 点 在 于 用 不 同 的 
方法 计算 同一 块 面 积 ， 列 出 等 式 ， 从 而 得 到 所 考虑 的 量 之 问 的 关 
系 . 我 们 举例 说 明 面积 方法 的 大 意 . 

例 5 如 图 7-5， 已 知己 是 三 角形 4BC 内 部 一 点 ,AP, BP, 
CP 的 延长 线 分 别 交 BC，AC，AB 于 A 
B', C/， 图 示 中 的 4，b，c，d 为 各 线段 
的 长 . 并 且 4+6b+c=43，d =3， 求 4abc， 

解 ” 我 们 注意 (无论 P 在 内 部 的 哪个 
位 置 ) 有 面积 等 式 

AABC= APAB+ APAC+ APBC, 4 Cc’ 8 

APAB + 和 人 PPC + 人 P4C =1,(1) 

AABC AABC AABC 图 7-5 
另 一 方面 ， 八 PAB 和 和 A4BC 同 底 ， 因此 有 

APAB PC da 


AABC .CC d+c’ 


加 ApPBC - d Ap4cC 了 
AABC dd+d ”Ad4BC br+d. 


代入 (1) 式 ， 并 去 分 母 整 理 得 到 
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2d3+ (at+b+c)d:—abc=0., 
此 albc= 441. 
例 6 如 图 7-6， 设 正六 边 形 4BCDE 的 对 角 线 4C, CE 
分 别 被 内 点 4， 分 成 比 为 


如 果 .B， M, 三 点 共 线 ， 求 7， 
解 ”注意 有 面积 等 式 
ABCN= ABCM+AMCN (1) 
下 面 的 任务 是 用 7 把 这 三 个 面积 表示 出 
来 , 便 得 到 关于 + 的 方程 ,如果 记 人 ABC = 
s， 则 不 难 算出 入 ACE=3s,， 八 BCE = 2s. 
由 于 和信 BCM 和 和 人 A4BC 有 公共 边 BC， 这 样 易 见 
ABCM .CM - 4C-4M .1., 
AABC AC AC “ 
即 ABCM = (1 -7).s, 
同 理 AMCN=7r(1~7). 和 AACE=3r(1 -7?)s, 
ABCN=7r.ABCE= 2rs, 
代入 上 面 的 (1) 式 ， 得 
27=7r(1— -7) +37(1 -7), 


7>0, 所 以 r= 


读者 应 注意 下 面 的 例子 和 例 3 及 例 4 在 论证 想法 上 的 类 似 之 
处 ， 

例 7 ”如果 三 角形 的 三 边 长 形成 等 差 数 列 ， 证 明 ， 它 的 内 切 
图 的 半径 等 于 它 的 某 条 高 线 长 的 三 分 之 一 

证 证 三 角形 4BC 的 三 边 长 分 别 为 6，5，c， 不 妨 设 ab 
<c， 这 样 b= + +e 


S0 


一 方面 ， 全 


A4PBC = 于 (atbtc) = rb. 
其 中 ? 是 内 切 罚 半径 . 另 一 A A 


人 ABC = 夯 
我 们 用 两 种 方法 计算 了 RAABC. 比较 这 两 个 结果 ， 


例 8 如 图 7-7， 已 知 点 G 是 三 角形 4BC 的 重心 ， 过 GG 点 
作 直 线 分 别 交 三 角形 的 边 4B，AC 于 E， 忆 ,证 明 ; EG<2GF， 

证 连结 BG，CG 并 延长 ,分 别 
交 AC, 4B 于 M,N., 

注意 面积 等 式 

ABGN = AEGN + ABGE, 
我 们 得 到 NG.BG.sin(a+ Bp) 


=NG:EG.sina + EG.BG.sinp, 图 7-7 
sin(a +p) _ Sina sinp 
从 而 EG -BG + NG (1) 
sin(a+ py sina sinp 
同 理 得 出 FG WG + -Ca (2) 


sina sinp 


EG_ MG 1 CG 
两 式 相 比 有 FG Sina sinp 


BG + NG 


把 BG=2GM，CG=2GN 代入 上 式 ， 不 难 证 出 上 <2. 


下 面 的 问题 也 是 美国 数学 竞赛 的 一 道 题 ， 它 看 上 去 并 不 那么 
容易 ， 我 们 介绍 的 解法 再 一 次 显示 了 面积 方法 的 威力 . 
例 9 在 人 4 内 有 一 定点 P， 过 P 作 直线 交 么 4 的 两 边 于 B， 
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C, 问 已 + 起 何 时 取得 最 大 值 ? 

解 ”如 图 7-8, 设 之 P4 万 =w 人 PAC 
=0，a，p 都 是 定 值 . 

注意 无 论 过 PP 点 直线 的 位 置 怎 样 ， 总 
有 面积 等 式 

AAPC+AAPB= 人 ABC. 

即 h.PC+h.PB= AB.AC .sin(a + p), 
这 里 及 是 三 角形 4BC 中 BC 边 上 的 高 . 


此 即 ”p+ Bc- sin th. (1) 


为 了 在 (1) 式 右 端 消去 PB，PC， 我 们 用 两 种 方法 计算 AAPB 


及 人 A4PC， 有 
PB:h= AP.AB.sina, PC.h= AP.AC.sinp, 
代入 (1)， 得 


1 1 hsin(a + pb) < 1 .sin(a+p) 


5 


5 PC ™ Apisina ing “5 sina sp 
最 大 值 . 


习题 了 


1. 凸 四 边 形 的 对 角 线 交 于 P 点 ， 同 时 三 角形 A4BP 与 CDP 面积 之 和 等 
于 三 角形 BCP 与 4DP- 面 积 之 和 ， 证 明 ， 点 忆 是 一 条 对 角 线 的 中 点 ， 
2. 证 明 ， 平分 三 角形 面积 和 周 长 的 直线 通过 三 角形 内 切 加 的 圆心. 
53。 设 书 是 正三 角形 内 任意 一 点 ， 则 PP 到 三 三 边 距离 之 和 是 定 值 . 
4. 设 有 三 角形 已 ,PaPe 以 及 三 角形 内 任意 一 点 PP， 直线 P,P，PsPp， 
.PsP 交 三 角形 的 对 边 依 次 为 Q,，Q。，@,. 证 明 ， 在 比值 
PP PP PP 
PQ,' PQs’ PA, 
”中 ， 至 少 有 一 个 不 大 于 2， 也 至 少 有 一 个 不 小 于 2， 
$2 


第 8 讲 平移 和 旋转 
杜 锡 录 


在 几何 中 ， 平 移 和 旋转 是 两 种 比较 特殊 的 平面 变换 ， 在 考虑 
某 些 几何 问题 时 ,， 它 们 是 很 基本 的 辅助 工具 ， 

一 、 平 移 

所 谓 平移 的 意 轧 是 说 ， 把 平面 上 任意 一 点 半 变 换 到 X 并 使 
得 XX' 有 确定 的 方向 ， 以 及 线段 了 Y 久 /具有 给 定 的 长 度 ， 这 是 一 
种 平面 到 自身 的 变换 ,平移 在 几何 证 题 中 有 不 少 作用 ， 其 基本 点 
是 把 某 一 图 形 平 移 到 另 一 位 置 ， 对 证 明 线 段 相等 、 平 行 ， 两 角 相 
等 经 常 有 帮助 . 

例 1 设 P 是 平行 四 边 形 ABCD 内 一 点 ， 使 得 LPAB= 
PCB, 证 明 人 PB4= 人 PDA. 

4 证 如 图 8-1， 把 4P 平 移 至 


D . 
DP',， 则 LBAP= LCDP', 及 人 PBA 

fp = LP'CD，PP'1 BC， 推 出 人 P'PC 
”= 人 BCP. 再 由 已 知人 PAB= /PCB, 


H C 可 知之 P'PC= LCDP'， 从 而 P，D， 
图 8~1 P',，C 四 点 共 圆 ， 于 是 人 1= 人 2, 又 
人 1= 人 PDA， 这 就 得 到 人 PBA= PDA. 
例 1 是 常规 的 几何 题 ， 在 数学 竞赛 中 还 经 常 出 现 一 些 非常 规 
的 几何 问题 ， 一 般 来 说 ， 这 种 问题 在 解法 上 都 依赖 于 “正常 "的 论 
证 原则 ， 只 是 技巧 性 比较 高 ， 不 见得 人 人 都 能 想到 ， 在 考虑 某 些 
非常 规 几 何 题 即 所 谓 几 何 杂 题 时 ， 平 移 也 是 用 得 上 的 一 着 . 
例 2 在 矩形 4BCD 中 有 任意 一 点 MK， 证 明 ， 存 在 一 个 是 
四 边 形 ， 它 的 对 角 线 互相 牌 家 且 长 度 分 别 等 于 4B 和 BC， 而 其 
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边 长 分 别 为 4AM, BM, CM, DM . 
A D ”证 这 是 一 个 “存在 性 "命题 ， 我 们 
的 论证 是 “构造 性 "的 ， 即 作出 符合 要 求 
W 的 四 边 形 ， 利 用 平移 ， 在 原 图 形 上 作业 
即 可 达到 目的 ， 
BI __- 5 把 4M 平移 到 BM'( 如 图 8-2), 则 
- AMM'B 是 平行 四 边 形 . AB=MM"， 
图 8-2 AM = BM’,，MM' | BC. 又 显然 MM' 平 
行 且 等 于 DC， 从 而 DM=M'C，MC=M'C， 这 样 四 边 形 
BMXCHM' 显 然 已 满足 要 求 ， 它 当然 是 凸 的 . 
例 8 1988 条 直线 两 两 相交 ， 证 明 所 得 的 交角 中 至 少 有 一 个 


角 不 大 于 Ti 


证 用 平移 的 方法 可 把 问题 集中 到 一 点 来 考虑 ， 在 平面 上 任 
取 一 点 己 ， 把 1988 条 直线 平移 至 经 过 PP 点， 成 为 相交 于 P 点 的 
新 的 1988 条 直 线 ， 注意 直线 间 的 交角 都 和 原来 ( 即 平移 之 前 ?的 
交角 相等 ， 这 时 ， 1988 条 直线 把 以 了 为 中 心 的 圆周 角 分 成 2 x 
1988 个 彼此 相 邻 的 角 ， 设 为 &1，…:， Qas978》 我 们 只 要 证 明 这 些 


角 中 必 有 一 个 不 大 于 jg57， 否 则 的 话 ， 将 有 


27= ai 十 十 Gao7e 
你 


x ——-— 一 LL 
>3976x 0% 37 >2 1987 x jg87 2x， 矛盾 ， 


例 4 ”在 边 长 为 1 的 正方 形 内 放置 一 个 图 形 ， 它 任何 两 点 的 
距离 不 等 于 0.1， 证 明 这 图 形 的 面积 小 于 0.4、 4, 

证 如 图 8-3， 考虑 两 个 方向 有 及 AZs, 其 中 4 在 AD 边 
上 ，4, 在 BAD 内， 使 得 人 4r44,= 60"， 以 及 44 = A4,= 
0.1， 从 而 4,4s=0.1， 把 正方 形 内 的 那个 图 形 分 别 沿 妃 证 及 
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HA 平移 0.1 个 单位 ， 得 到 两 个 新 的 图 
形 ， 注意 由 于 图 形 上 没有 两 点 距离 等 于 
0.1， 故 三 个 图 形 决 不 会 有 公共 点 ， 即 互 
不 相交 ， 又 它们 位 于 边 长 为 1.1 的 正方 形 
内 .所 以 , 所 说 图 形 面积 的 三 倍 小 于 1.15 
邯 它 的 面积 小 于 寺 x1.21<0.4. 
二 、 旋 转 图 8-3 
旋转 也 是 一 种 几何 变换 ， 我 们 不 必 给 出 它 的 严格 定义 ， 只 介 
绍 一 下 旋转 的 概念 。 如 果 平 面 上 一 个 变换 使 得 定点 了 不 动 ， 任 
何其 他 点 变 成 点 节 '， 且 满足 PX= PX’, 人 XPX’=0(0° 专 
0 三 180°), 以 及 从 射线 PX 到 PX' 的 方向 与 已 给 旋转 方向 相同 。 
这 样 的 变换 称 为 绕 中 心 P( 或 者 关于 点 了) 按 已 知 方向 旋转 角度 9 的 
旋转 .旋转 常 能 把 某 些 “分 散 " 的 量 “ 集 中 " 起来、 是 解 题 中 的 一 种 
有 效 手法 . 
例 5 设 忆 是 等 边 三 角形 4BC 内 的 一 点 , PC=3, PA=4， 
PB=5. 试 求 此 等 边 三 角形 的 边 长 ， 
解 ” 如 图 8-4, 绕 C 点 把 三 角形 CBP 道 
时 针 旋 转 60"， 这 样 B 到 达 A4 的 位 置 ， 己 点 
到 达 P/ 点 , 则 易 见 和 PCP’= 60°, P'C=3，, 
, 。 4P'=5. 在 三 角形 APP' 中 , AP:+ P'P?= 
< 二 > 5 3:+44=5+=AP， 所 以 人 APP' 是 直角 . 
3 琢 人 LAPC= LAPP'+ 人 LP'PC=90°+60° 
图 8-4 = 150。， 对 三 角形 4PC 用 余弦 定理 ， 
4C:2=4P2+PC:-24P,.,PC.cos150? 


=3:+4:+2Xx12 x =25+12V 序 ， 


所 以 正三 角形 边 长 是 25+12v 3 了. 
读者 应 当 看 出 了 旋转 的 功效 . 在 实际 解 题 中 绕 哪 个 点 ， 
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旋转 多 少 度 ( 以 及 按 怎 样 的 方向 ) 都 得 依 问题 而 定 ， 无 程序 可 循 . 
本 题 的 旋转 方式 并 不 唯一 ， 一 般 的 问题 也 如 此 .我 们 特别 提醒 一 
下 读者 ， 这 里 选择 的 例题 当然 都 和 旋转 有 关 ， 但 决 非 每 个 同 题 帮 
能 这 样 处 理 . 
例 6 两 个 正方 形 BCD4 和 BKMN 有 公共 顶点 B( 顶 点 按 
硕 时 针 排 列 ) . 证明， 三 角形 4BK 的 中 线 和 三 角形 CBN 的 高 
位 于 同一 直线 上 . 
证 ”本题 有 多 种 解法 ， 用 旋 
转 来 论证 可 以 看 清 问题 的 实质 ， 
如 图 8=5, 作 中 心 为 8 的 ( 顺 
时 针 )90° 的 旋转 ， 这 样 把 正方 形 
的 顶点 改变 为 项 点 N 的 位 置 ， 
而 项 点 C 变 到 和 4 的 位 置 ， 点 已 
C NK) (AK 的 中 点 ) 变 成 E', 且 和 EBE’ 
图 8-5 =90"， 玖 /是 A'K’ 即 4 的 中 
点 ， 又 明显 BB 是 AC 的 中 点 ， 因 此 在 三 角形 4'NC 中 ，BE’/ 
CN. 但 从 LEBE'’=90° 可 知 ，EB_LCN. 
下 例 提供 了 用 旋转 来 实现 构造 解答 的 范例 ， 请 与 例 2 比较 . 
例 7 设 正三 角形 4BC 内 接 于 半径 为 六 的 圆 ， 图 心 为 0， 
圆 外 一 点 P, PO=7;(7;>71)， 试 证 明 三 线段 PA, PB，PC 构 成 
三 角形 ， 并 计算 其 面积 . 
证 ”我们 直接 构造 出 所 要 的 
三 角形 ， 如 图 8-6， 把 入 4CP 绕 
4 点 ( 顺 时 针 ) 转 60°, 得 人 A4BP’， 
则 4P'=4P,BP'= PC, /ACP 
= ABP', 人 APP' 是 等 边 三 角 
形 ，PP' = PA. 
因为 P，C，4, 妃 四 点 不 共 


圆 ， 所 以 人 ABP+ 人 LABP’= 人 LABP+ 4CP+*180"， 即 已 ， 
B，P 不 共 线 . 所 以 BP', BP，PP’ 能 构成 三 角形 (不 会 赔 化 成 
线段 )， 从 而 P4，PB，PC 能 构成 三 角形 . 
为 了 计算 三 角形 PBP' 的 面积 , 设 人 POC =a， 则 
APBP’= 人 APP’-AABP’-AABP . 
=AAPP’~AABP-AACP=AAPP’-~AABC- ABPC 


“至 PA*-AABC-AOBP- AOCP+ ABOC 


= re tr -27scos(120° + a)1~ 3 3y 


-rw sin(120° ~- w) 一 Fr Sin a 十 rm 


可 计算 得 结果 为 “3 (r22— 717). 


有 一 种 非常 符 天 的 旋转 值得 强调 就 是 绕 定 点 已 转 180。 的 
旋转 ， 这 种 旋转 也 称 为 关于 点 己 的 中 心 对 称 ， 注 意 如 果 一 个 图 形 
在 关于 PP 的 对 称 之 下 变 为 自身 ， 则 说 这 图 形 以 PP 为 对 称 中 心 ， 
例如 ， 圆 、 平 行 四 边 形 都 是 中 心 对 称 的 图 形 ， 对 称 中 心 分 别 是 加 
心 和 平行 四 边 形 对 角 线 的 交点 . 

例 8 在 三 角形 4BC 中 ,引出 中 线 AF 和 CE, 如 果 人 BAF 
= 人 BCE= 30°*， 证 衣 ， 三 角形 4BC 是 正三 角形 ， 

4 证 因为 人 EAF= /ECF=30°， 
所 以 4,,F,C 四 点 共 圆 . 设 此 圆 的 圆 
心 为 0， 则 ~EOF = 60° .我们 来 证 明 
O 位 于 4C 上 . 如 图 8-7， 作 OO 关于 五 
点 的 对 称 点 ， 设 为 CQ， 则 明显 地 有 4O 
= 0O1.B( 等 于 圆 半 径 )， 且 001 的 长 等 

图 8-7 于 图 的 直径 ， 

作出 O 关 于 羽 点 的 对 称 点 0;, 同样 有 CO= 0,B( 等 于 圆 半径 )、 
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OO0: 也 等 于 圆 直 径 ， 

在 三 角形 OO00: 中 ,OO= 00:， 人 0O,00;= 人 EOF = 60"， 
故 它 是 正三 角形 ， 于 是 OO: 等 于 圆 直径 ， 但 O,B+O:B 也 等 于 
直径， 从 而 8 在 O:O0, 上 ， 即 0,，B，0。, 三 点 共 线 

注意 4 关于 羽 的 对 称 点 是 如， 所 以 4O1O,B， 即 4071 
0.0,， 同 样 COJ 0,0:， 所 以 0 在 4C 上 . 这样 三 角形 EOF 
是 正三 角形 ， 便 容易 推 知 三 角形 4BC 也 是 正三 角形 . 

我 们 已 谈 到 了 中 心 对 称 ， 下 面 顺便 介绍 一 下 轴 对 称 . 

轴 对 称 也 是 一 种 几何 变换 ， 其 大 意 是 说 ， 给 定 直线 /， 把 平 
面 上 的 点 站 变 成 卫 /， 使 1 为 线段 于 X 的 中 垂 线 ， 这 样 的 变换 
叫做 关于 直线 1 的 对 称 ， 上 面 说 的 无" 称 为 下 关于 1 的 对 称 点 ， 
如 果 天 在 [上 ， 则 它 关 于 1 的 对 称 点 就 是 自身 ， 

如 果 两 个 图 形 下 与 F' 的 所 有 点 都 是 关于 1 的 对 称 点 ， 则 下 
与 所! 叫做 轴 对 称 图 形 ，! 称 为 这 两 个 图 形 的 对 称 轴 ， 例 如 ， 两 个 
外 切 的 等 加 是 轴 对 称 图 形 ， 对 称 轴 为 它们 的 内 公 切 线 ， 一 个 图 形 
本 身 关 于 某 直线 对 称 是 值得 注意 的 ， 例 如 圆 、 正 三 角形 都 是 自身 
对 称 的 图 形 ， 对 称 轴 分 别 是 圆 的 ( 任 一 条 ) 直 径 所 在 的 直线 ， 及 正 
三 角形 的 高 所 在 的 直线 . 

在 解 题 中 ， 轴 对 称 往往 比 中 心 对 称 更 为 有 用 

例 9 证明， 任意 是 四边 形 的 面积 不 大 于 对 边 乘积 之 和 的 一 
半 . 

证 如 图 8-8 所 示 的 凸 四 边 形 
4BCD, 我 们 证 明 它 的 面积 不 超过 
去 (4DB.CD+DBC.4D). . 

作出 D 关于 线段 4C 中 垂 线 的 
对 称 点 D', 则 和 4DC 乡 人 CD'4， 
从 而 。 四边形 4BCD 的 面积 

= 四边形 4BCD’ 的 面积 
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= ABAD’+ ABD'C<3AB.AD’ + 3BC:CD 
= 了 (4B.CD+ BC.AD). 
例 10 证 明 ， 在 边 长 为 4,5,c 的 任意 三 角形 中 ， 高 hs 不 大 
FBP-D, p= 242 ， 


B C 证 如 图 8-9, 过 4 点 作 边 BC 的 
平行 线 ， 作 出 B,C 关于 1 的 对 称 点 B” 
i 及 C'. 这 时 ,b+c=AC+AB=CA+ 
AB'>CB’' =vCB+B'B:, 即 
b+ alt (hey), 


图 8-9 从 而 太 过 汗 [CCB+ C)2 一 02] = p(p-a). 


此 题 的 解法 值得 注意 ， 它 完全 基于 几何 的 想法 .我 们 也 可 以 
用 代数 不 等 式 给 出 证 明 如 下 ， 
用 两 种 方法 计算 三 角形 的 面积 可 知 ， 要 证 的 不 等 式 等 价 于 
wb -D)( 力 -c) 委 20， 
但 由 算术 -几何 平均 不 等 式 , 这 是 显然 的 ， 并 且 当 且 仅 当 5 = c 时 ， 
取得 等 号 ， 从 上 面 的 几何 证 法 也 能 看 出 这 一 点 ， 


习题 8 


1. 设 ABCDEF 是 正六 边 形 ，K 是 对 角 线 BD 的 中 点 ，MM 是 边 EF 的 
中 点 证明， 三 角形 AMK 是 正三 角形 . 

2. 在 正方 形 4BCD 的 边 BC 和 CD 上 分 别 取 点 用 和 KK, 使 LBAM 
二 人 MAAK. 证明 ; BM+ KD= AK. 

$83。 证明 ， 和 如 果 三 角形 的 一 条 中 线 和 角 平 分 线 重合 ， 则 这 个 三 角形 是 等 腰 
三 角形 . 

4。 已 知 直 线 ! 同 侧 的 两 点 4，B， 在 1 上 求 一 点 P， 使 4P 十 PB 最 小 . 
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第 9 讲 立体 几何 解 题 中 的 作 图 
杜 锡 录 

中 学 数学 教学 中 的 能 力 培养 有 三 个 主要 方面 ， 运 算 能 力 ， 逻 
辑 思 维 能 力 ， 空 间 想 象 能 力 。 对 运算 能 力 的 培养 ， 现 行 中 学 教材 
内 容 很 多 ， 已 足够 重视 ,而 随 着 初中 平面 几何 教学 要 求 的 降低 ， 
培养 逻辑 思维 能 力 和 空间 想象 能 力 的 任务 ， 在 高 中 阶段 就 主要 落 
在 立体 几何 的 身上 ， 这 不 能 不 引起 我 们 的 足够 重视 ， 事 实 上 ， 很 
多 大 学 生 入 校 后 在 学 习 高 等 数学 时 所 发 生 的 困难 大 多 也 在 于 此 . 

在 这 一 讲 中 ， 我 们 先 来 谈 谈 关于 立体 几何 中 的 图 

在 解 儿 何 题 时 ， 对 于 图 的 作用 有 着 不 同 的 态度 ， 有 些 人 认 
为 ， 对 于 一 般 问 题 并 不 需要 作 图 ， 有 的 人 认为 ， 在 推理 过 程 中 ， 
图 本 身 是 充足 的 论据 ， 甚 至 用 “由 图 形 看 出 "来 代替 必要 的 说 明和 
论证 .这 两 种 极端 的 观点 都 是 不 正确 的 

当然 几何 中 最 主要 的 是 逻辑 论证 .任何 图 ， 其 至 最 准确 的 
图 (在 立体 几何 中 没有 最 准确 的 图 )， 也 不 能 代替 逻辑 证 明 ， 它 只 
不 过 是 对 推理 中 的 解释 ， 展 现在 图 中 的 任何 几何 事实 ， 必 须 严 格 
地 论证 ， 而 不 是 靠 图 形 得 到 的 . 但是， 为 了 使 证 明 的 思路 更 加 明 
了 ， 我 们 常常 求助 于 几何 作 图 ， 有时， 也 可 能 只 有 图 才能 帮助 解 
站 是 ， 才 能 正确 地 反 欧 条件 中 所 到 的 构 形 了 实质 性 的 几何 和 


有 人 说 : “几何 学 是 由 不 正确 的 图 形 作出 正确 结论 的 艺术 ，” 
在 立体 几何 中 很 难 作出 绝对 正确 的 图 形 ， 而 正确 的 结论 又 正 是 通 
过 这 些 不 完全 正确 的 图 形 得 到 的 ， 因 此 ， 我 们 对 这 些 不 那么 正确 
的 图 形 要 有 足够 的 重视 ， 

在 作 图 时 ， 首 先 要 确切 地 满足 问题 中 的 条 件 ， 但 但 这 时 可 能 并 
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不 反映 这 个 几何 构 形 的 实质 ,有 时 甚至 能 得 出 矛盾 的 结果 ， 这 时 *- 
就 要 适当 地 修改 图 ， 把 图 形 的 基本 特点 反映 出 来 ， 但 这 往往 在 推 
理 过 程 中 才能 发 现 . 一 旦 我 们 记 作 的 图 招 这 些 基本 特点 都 反映 了 
出 来 ， 我 们 的 问题 就 接近 于 解决 了 ， 
“ 例 1 . 在 三 棱锥 S-4BC 中 ， 侧 楼 SC 等 于 底 边 4B 并 与 底 
画 4BC 成 60° 的 角 ， 顶 点 4，B,C 以 及 楼 锥 的 侧 楼 中 点 都 在 半 
径 为 1 的 球 上 ,证明 该 球 的 球 心 在 楼 4B 上 ， 并 求 楼 锥 的 高 
. 5 如 图 9- -1, 作 棱 锥 S-ABC, 高 SH， : 


Ci 


C 连 EC ， 由 已 知人 SCH=60*, 在 人 CHS. 
中 ， SH=¥ 3a, HC = 入， 这 里 a 表示 楼 


4 MB SC 的 长 , 又 由 已 知 ， 顶 点 4，B，,C 与 

图 9-1 相应 的 侧 楼 中 点 4:，Bi，C 在 一 个 球面 

上 ， 因 此 ， 有 4, 41, B, Bi 四 点 共 圆 棱锥 侧面 SAB 为 球 的 截 

面 ). 因为 41B, / 4B， 则 四 边 形 44131B 是 等 腰 梯 形 ， 从 而 
A441=BB,= 计 SA4= 寺 SB. 


对 于 四 边 形 BBCiC， 用 同样 的 推理 表 角 ， 较 纠 9-4BC 具 有 
相等 的 侧 棱 ， 
SA=SB=SC=AB=4., 
因此 ， 人 和 ASB 是 等 边 的 ， 也 就 是 这 个 全 而 的 人 高等 了 3。 即 


SM=SH. 
这 样 一 来 ,棱锥 的 高 与 侧面 ASB 的 侧 ， 
高 重合 , 即 此 时 玉 与 避 两 点 重合 ;而 4SB 
与 4BC 两 平面 互相 垂直 ， 因 此 ,图 9-1 是 
不 正确 的 ， 不 满足 所 给 的 已 知 条 件 ， 而 应 
换 成 图 9-2. 

接着 来 解决 我 们 的 问题 ， 由 于 ZSAH 
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~/ASBH= ASCH=60°,' 所 以 HA=HB=HC= 了 .并 有 HA 


= 阳 B,= 再 Ci= 各 .所 以 ， 吾 是 球 心 且 在 AB 上 ， 同 时 得 G= 2 


及 SH=vV3. 

。 立体 几何 问题 常常 归结 为 一 一 个 或 几 个 平面 几何 问题 ， 对 每 个 
这 样 的 问题 ， 最 好 都 作出 分 图 ， 球 有 时 不 好 作出 但 必须 指出 球 
的 中 心 ， 球 与 直线、 平面 或 与 男 外 的 球 的 切 点 .两 个 球 相 切 的 事 
实意 味 着 ， 如 果 外 切 ， 它 们 中 心间 的 距离 等 于 半径 之 和 ， 如 果 内 
切 ， 它 们 中 心间 的 距离 等 于 半径 之 差 ， 

， 例 2， 球 O 内 放 有 四 个 半径 为 > 的 球 ， 这 些 球 的 每 一 个 都 与 
其 他 三 个 球 及 球 O 相 切 。 试 确定 球 O 的 半径 . 

解 如 图 9-3, 设 四 个 半径 为 了 的 球 的 A 
中 心 是 4, B,C,D， 而 外 面 大 球 的 中 心 是 
0O， 这 四 个 小 球 两 两 外 切 ， 得 到 4BCD 是 
楼 长 为 27 的 正四 面体 .所 有 这 四 个 小 球 
与 以 O 为 中 心 的 大 球 内 切 ， 所 以 有 
| . AO=BO=CO=DO=R-r, 图 93 
其 中 情 是 所 求 的 球 的 半径 。 另 一 方面 R~7 却 是 楼 长 为 2r 的 


正四 面体 的 外 接 球 的 半径 ， 于 是 有 尽 ~r=MW 呈 r， 即 
R= "(1 + 3). 

有 时 把 问题 所 提出 的 已 知 条 件 完全 作 在 图 上 十 分 困难 ， 而 且 
一 个 十 分 复杂 的 图 对 解 古训 无 帮助 ， 这 时 ,就 要 想 办 法 把 图 化 简 ， 
在 图 9-3 中 ， 我 们 就 没有 把 球 都 标 出 来 ， 只 是 把 球 心 之 加 的 关系 
标 了 出 来 ， 也 就 简明 地 把 问题 解决 了 ， 有 的 情形 用 热 悉 的 某 种 几 
何 体 来 标 出 问题 中 一 些 几何 元 素 之 问 交 关 系 ， 更 能 表现 出 问题 的 
几何 特征 ， 
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例 3 三 个 相等 前 圆柱 面 两 两 相 切 ， 并 且 它们 的 轴 互 相生 
直 ， 如 果 每 个 加 柱 而 的 半径 都 等于 了 ， 求 与 这 三 个 回 往 面 都 相 切 
欧 最 小 球 的 半径 . ， 二 
分 析 各 果 我 们 把 三 个 加 村 都 机 出 来, 那 是 很 困难 的 .但 是 ,; 
由 问题 的 条 件 我 们 发 现 ， 三 个 轴 两 两 互相 各 直上 且 都 是 异 面 直线 ， 
它们 之 闻 的 距离 都 是 2r。 这 种 几何 结构 在 立方 体 中 却 能 体现 出 
来 . 因此 ， 我 们 转 而 考察 杰 长 为 r 的 立方 体 ， 这 就 比较 简单 了 . 
.BB- .5 解 ” 如 图 9-4， 作 楼 长 为 分 的 立方 体 
ABCD-A CD 44, 在 一 个 圆柱 的 轴 
上 ， 棱 DC 在 另 一 个 圆柱 的 轴 上 ， 楼 BC， 
在 第 三 个 圆柱 的 轴 上 . 
我 们 先 证 明 所 求 的 球 的 中 心 与 立方 体 
Dp 的 中 心 O 重 合 . 
图 9-4 事实 上 ， 我 们 考察 通过 点 O 与 已 知 图 
往 兴 心 的 三 个 圆柱 ， 则 O 是 位 于 这 所 有 三 个 圆柱 表面 上 或 内 部 的 
唯一 的 点 。 这 就 是 说 ， 异 于 O 的 任意 点 ， 到 三 条 直线 44,，DC 
和 BC, 中 的 某 一 条 的 距离 ， 比 由 O 到 这 些 直线 的 距离 更 大 ， 就 
不 会 是 切 于 这 三 个 圆柱 的 球 的 球 心 ， 
这 时 我 们 算出 点 O 到 直线 444 的 距离 为 Zr， 记 以 ， 记 求 
的 球 的 半径 为 v 27 一 7 
有 的 问题 所 提出 的 条 件 会 多 许 轴 现 多 种 几何 结构 ， 这 时 我 们 
所 作 的 图 就 不 是 一 个 而 是 多 个 ， 只 能 分 别 进行 讨论 . 
例 4 三 棱锥 的 侧 楼 具有 相同 的 长 度 1 在 楼 锥 顶点 的 两 个 
面 角 为 w， 第 三 个 面 角 为 b， 试 求 配 锥 的 体积 。 
解 令 S-4BC 为 已 知 棱锥 ，S4 = S = SC， LASB= 6， 
LASC=ABSC=a， 则 
AASC2ABSC>AC = BC. 
高 SO 的 垂 足 O 为 A4BC 的 外 接 圆 的 圆心 ， 可 能 有 三 种 情况 ， 
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GD CCB<90" 一 一 委 足 位 于 A4BC 办 ， 
(2) 人 <4CB= 90" 一 一 垂 足 是 线段 4B 的 中 点 


(3) 人 4CB>90 一 要 尼 在 A4BC 的 外 部 ( 分 别 如 图 9-5 
的 (1》, (2), (3)). 


令 刀 为 线段 AB 的 中 点 
情形 (1) 由 已 知 条件 ， 得 
4B=2lsing ,SD=1cob, 


AC= BC= 2lsinTs 
CD- Vs = -2cosa + oo 
令 OD=z 在 ASOD 中 ， SO+ -peos8 - 
在 ACSO 中 ,SO:=1:- (CD- 和 


=L -P+ lcosa — -eos 7 -+2¢11- 2cosa + cos: 史 ， 


oon ~ COSa 
X=/— : 


EN 
Vi ~ 2COSQ + CO8: 斑 


(0 


es eosa) | 


lcos’S :PE 
h= $0- V 1~ ‘200sast co 


=1 ~ 
一 ”一 多 
1-2cosa+cost£ : 


所 以 V= 汪 Sh= 4rsing eos ~cop a ; 


(由 ZASB< LASC+ 2ABSC， 有 #<2a 记 立 / 上 要 号 内 的 表 
达 式 是 正 的 ，) 2 国 i , 
情形 (2) .存在 这 种 情况 ， 当 且 仅 当 sia 如 = 可 2 sin 


事实 上 ， RAC ws CD AD -tins CD -AC 
=VZlsin 4. 及 之 ， 如 果 sin =V sn 和， 则 - 可 


CD= Wi- 2C0Sa +- co ~ esi 


四 = viV 1~cosa ~sint =VT Is ein 


,= Zlsin 可. 


因此 ， cos jhCD- -CD = 之 2 ， 


即 LACD=45°, LC =90"。 


这 时 ， h=SD=lcosf，V = 二 [ssinp sinf. 


情形 (3) 令 %=OD， 如 情形 (1)， 得 
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1 Cosw ~ -cos: 有 有 


VD 


V cos? 人 一 cos?a “i 


Ey 
1 ~ 2cosw + cos 本 


V = 村 PsingV co ~cosra. 
宝生 情形 人 4) 的 解 管 “ 样 情形 (2) 的 解答 也 能 化 为 上 式 ， 
答案 ， = 了 可 fsin 柱 5 Cos ~ cog'a 。 
(但 是 > 各 果 仅 对 情形 01) 讨论 ， 解答 是 不 全 面 的 ) 


习 是 9 


1 直 校 柱 高 的 长 度 为 1， 它 的 底面 是 边 长 为 2 及 夹 角 为 锐角 30* 的 荧 形 ,，， 
过 底 边 作 与 底面 成 60" 的 截面 ， 试 求 截 面 的 面积 | 

2. 在 半径 等 于 2 的 球面 上 有 三 个 半径 为 1 的 图 ， 圆 心 分 别 为 O01, Oa, Os， 
它们 中 的 每 一 个 都 与 另外 两 个 相 切 ， 另 有 一 个 圆 O, 的 半径 小 于 已 知 
圆 ， 并 与 三 个 已 知 圆 在 球面 上 相 切 ， 求 这 个 圆 的 半径 。 

3， 三 个 相等 且 两 两 相 苑 的 回 柱 面 ， 它 们 的 轴 互相 生 家 , , 已 知 加 入 面 的 半径 
都 等 于 7+， 求 这 三 个 圆柱 面 之 间 的 最 大 的 圆柱 面 的 半 色 ， 

4. 核能 5-4BC 的 底面 是 三 角形 ， 其 中 AB=BC =20,，AC =39， 每 个 侧 
面 与 底面 之 间 的 夹 角 为 45"， 试 求 楼 欠 的 体积 ， 


h=SO=L. 
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“第 10 讲 三 面 角 . 四 面体 与 
三 角形 的 类 比 - 
杜 锡 有 


平面 几何 中 最 简单 而 又 最 重要 的 图 形 是 三 角形 ， 在 立体 几何 
中 与 之 对 应 的 最 简单 而 义 最 重要 的 图 形 是 三 面 角 与 四 面体 ， 下 面 
我 们 先 用 类 比 的 方法 来 讨论 有 关 三 面 角 与 四 面体 的 性 质 ， 

一 、 三 面 角 : 

1. 互补 三 面 角 ， 

设 给 定 三 面 角 S-4BC, 从 顶点 S 出 党 作 三 射线 S34， $B, SCo 
分 别 垂直 于 平面 SBC，9C4，94 万 ， 
射线 SA 与 射线 94 ,射线 SB 与 射线 
SBP, 射 线 SC, 与 射线 SC 分 别 在 平面 
SBC, 平 面 SCA, 平 面 SAB 的 同 侧 ， 
那么 三 面 角 S-4BoCo 称 为 三 面 角 
S-4BC 的 补 三 面 角 .《〈 图 10-1。)》 

补 三 面 角 有 下 列 性 质 ， 图 10 1 

(1) 车 S-4uSeC 是 S-4BC 的 补 三 面 角 ， 则 S-4BC 也 是 
S~A6BoC, 的 补 三 面 角 ， 即 它们 是 互补 的 ， 

(2) 两 个 互补 三 面 角 中 ， 一 个 的 面 角 与 另 一 个 对 应 的 二 面 角 
的 平面 角 互 补 ， 即 


LBSC+ LB -SA-C,=7, 
LASC+ LA,~ SB,-C,=7, 
LASB+ LAo- SC,-B,=7., 
以 上 两 性 质 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 ， 

2. 三 耐 角 中 的 “三 角形 不 等 式 " 
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三 面 角 中 的 面 角 对 应 于 三 角形 中 的 边 ， 而 二 面 角 对 应 于 三 角 
形 中 的 角 ， 它 们 之 间 有 一 些 相对 应 的 结果 ， 但 不 完全 一 致 

定理 1 三 面 角 的 任何 一 个 面 角 小 于 其 他 两 个 面 角 之 和 而 大 
于 其 他 两 个 面 角 之 差 . 

证 如 果 L4SC< 和 /4SB, 则 不 等 5 
式 /4SC< 4SB+ 人 BSC 显 然 成 立 . 

设 ZASC>LASB( 图 10-2);5 在 《 
ASC 平 面 上 ,在 人 ASC 的 内 部 取 人 4SB". 
= 人 LASB, 及 SB'=SB, 过 BB' 点 作 4 B 
平面 交 三 面 角 的 另 二 楼 于 4,C， 则 显然 有 图 10-2 ， 

AASBeAASB.. 
所 以 ，B'C= 4C- 4B'=4C-4B<BC， 那么 在 三 乔 形 BSC 和 
B'SC 中 ， 有 两 对 应 边 相 等 ， 而 第 三 边 不 相等 ， 于 是 
LBSC>ALB'SC= /ASC- LASB, .- 

或 LASC<AZBSC+ /LASB. | 

定理 2 三 面 角 的 三 个 面 角 之 和 小 于 2r.，.， 
证 如 图 10-3, 延 长 一 楼 SA 得 SA7. 
在 三 面 角 S-A'BC 中 ,- 有 
LBSC<ALCSA’+ LA'SB 

=(x- LCSA)+ (zr- /ASB). 


”所 以 ZBSC+ LCSA+ LASB<2r. 
定理 8 .三 面 角 的 三 个 二 而 角 之 和 大 
于 二 直角 . 


图 10 3 证 以 S-46,BoC 表示 S_ABC 的 补 三 面 
角 ， 于 是 (由 互补 三 面 角 的 性 质 (2)) 有 
"LBSCo+ LCoSA+ /LASB 
= 7- LB-SA-C)+ (x*~ /AC-SB-A) . 
+(z~ LA-SC~B)<27r, 
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移 项 得 人 B-S4-C+AC-SB-4+ 4-SC-B>z. 

83， 三 面 角 的 面 角 与 其 二 面 角 之 间 的 关系 

定理 4 三 面 角 中 ， 若 两 个 面 角 相等 ， 则 它们 记 对 的 二 面 角 
也 相等 ， 

三 面 角 中 ， 若 有 两 个 面 角 相等 ， 则 称 为 等 厌 三 面 角 - 

定理 5 三面 角 中 ， 若 两 个 二 面 角 相 等 ， 则 它们 所 对 的 面 角 
也 相等 . 1 四 

这 是 定理 4 的 逆 定 理 . | 

推论 三 面 角 中 ， 若 三 个 二 面 角 相等 ， 则 三 个 面 角 也 相等 ， 
车 三 个 面 角 相等 ， 则 三 个 二 面 角 也 灯 等 ， 

以 上 三 个 命题 的 证 明 留 给 读者 作为 综 习 . 

定理 6 三 面 角 中 ,车 两 个 二 面 角 不 相等 ， 则 所 对 的 面 角 也 
不 等 ， 大 二 面 角 所 对 的 面 角 也 较 大 ， 1 四 

定理 7 三 面 角 中 ， 车 两 个 面 角 不 相等 ， 则 所 对 的 二 面 角 也 
不 等 ， 大 面 角 所 对 的 二 面 角 也 较 大 . 

定理 8 两 个 三 面 角 中 ， 若 两 个 面 角 对 应 和 等 ， 而 所 夹 二 面 
角 不 等 ， 则 第 三 个 面 角 也 不 等 ， 大 二 而 角 记 对 的 面 角 也 较 大 . 

定理 9 两 个 三 面 角 中 ， 若 两 个 面 角 对 应 相等 但 第 三 个 面 角 
不 等 ， 则 不 等 面 角 所 对 的 二 面 角 也 不 等 ， 大 面 角 所 对 的 二 面 角 也 
较 大 . 

以 上 定理 6 和 定理 7， 定 理 8 和 定理 6 互 为 送 命题 它们 的 
结论 与 三 角形 中 边 角 的 不 等 关系 相似 ， 它 们 的 证 明 亦 相似 . 只 是 
定理 8 与 定理 9 的 证 明 要 用 到 三 面 角 相等 的 概念 ， 限 于 篇 幅 不 能 
论 及 了 ， 读 者 也 可 只 记 结论 而 不 用 证 明 ， 而 定理 6 和 定理 7 的 证 
明 ， 请 读者 自行 补 出 ， 

4， 关于 正 蔬 定 理 与 余弦 定理 

在 三 面 角 S-4BC 中 ， 记 二 面 角 的 平面 角 LC-SA-B= A, 
LA-SB-C=B,/AA-SC-B=.C, LBSC=a, LCSA=B, /AASB 
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Sing ”Sinpb _ sin? 


sin4 sinB SinC“ 
一 余 吾 定理 ， 
Cosa = COSBCOsy + sinpsinycosA, ， 
COSB = cosacosy 十 sinasinycosB, 
cosy = cosacosp + sinasinpcosC 。 
第 二 余弦 定理 ， 
cosA = ~ cosBcosC + sin BainCeosa, 


cosB= -cosAcosC+sinAsinCeosB, 


cosC = ~ cosAcosB + sinAsinBcosy, 
正 台 定 理 的 证 明 ， 


图 10 4 


(1) 


(2.1) 


(2.2) . 


(2.3) 


(3.1) 


(3.2) 
(3.3) 


如 图 10-4， 我 们 在 楼 S4 上 取 点 P， 使 ISP|=1, 设 Q, 
玉 是 P 在 直线 SB, SC 和 平面 SBC 上 的 投影 。 在 直角 三 角形 PQH 


中 ,在 页 点 @ 的 角 等 于 B( B< 邯 时， 如 图 ( ) 蕊 者 r- B( B>> 拖 


时 ， 如 图 (2)). 不 论 怎样 ， 总 有 


PH = PQsSinB = SP.sinysiiB= siny:sinB, . 


在 直角 三 角形 PRZ 和 SPR 中 同样 可 得 
: PH =sinB .sinC; .- 
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于 是 sinp -_siny 


sinB sinC * 
闻 理 可 证 另 一 等 式 
siny _、_Sinw 
sinC sin4” 
所 以 ， .Sina _ sing _ siny 


sin4 sinB .sinC ° 

第 一 余 弱 定理 的 证 明 ， 

如 图 10-5, 取 S4=SB=SC=1, 作 4D 垂直 于 平面 $BC， 
垂 足 为 0， 在 平面 SBC 中 , 作 DE1SB, DFLSC, FG1LSB， 
其 中 太 , ,GG 分 别 为 垂 足 ， 显 然 有 

SE=cosy, SE=SG+GE, 

SG=SFeosa =SA.cosB.cosa 

= cosacosB, 


GE= FD-cos( -a ) = FDsina 


= AFcosCsina . 
=SAsinbcosCsina ,图 10-5 
=SinasinpcosC， | 四 
所 以 . cosy = cosacos6 + sinasinpbcosC 。 《2.3》 
-同样 可 证 另外 两 个 等 式 . 四 
第 二 余 芝 定理 的 证 明 : 四 
作 三 面 角 S-4BC 的 补 三 面 角 S-4,BuCs， 则 对 三 面 角 
S-ABC, 第 一 余 芯 定 理 成 立 ， 利用 互补 三 面 角 的 面 角 与 二 面 角 
之 间 的 关系 有 
cos(xr— A)=cos(z— B)cos(z—C) 
.. +sin(x— B)sin(x ~ Cycos(x ~ a), 
即 cos4 = ~ cosBcosC + sinBsinCcosa, 


5， 三 面 角 中 的 共 线 面 
21 


类 似 于 三 角形 的 三 条 高 线 相交 于 一 点 有 下 面 的 论断 

定理 10 证明 ， 过 三 面 角 的 酚 且 垂直 于 所 对 界面 的 三 个 平面 
具有 公共 的 直线 . (为 确定 起 见 ， 设 两 个 面 角 和 人 ASB 和 人 ASC 不 
是 直角 ， ) 

证 通过 在 棱 SA 上 家 定 的 点 4 作 垂 直 于 这 条 棱 的 平面 ， 设 
五 和 C 是 这 个 平面 分 别 与 直线 SB 和 SC 的 交点 , AA1, BBu CC 
是 问题 条 件 中 的 平面 与 平面 
ABC 的 交 线 (如 图 10-6)， 

. 平面 SAA, 垂直 于 平面 
SBC 和 平面 4BC, 所 以 平面 
S44, 垂 直 于 平面 SBC 与 平 
面 4BC 的 交 线 ， 即 直线 
BC. 因此 ,， A411LBC, 即 “人 一 一 一 
44, 是 A4BC 的 高 线 ，“ ， 图 10-6 

平面 ASC 垂直 于 平面 外 BC 和 平面 $8Bj， 所 以 平面 4SC 生 
直 于 直线 BB,， 因 此 ，BB, 1 4C， 类 似 可 证 CC 48. 即 BB, 和 
CC 也 是 三 角形 4BC 的 高 线 . | 

三 角形 4BC 的 高 线 441, BB, 和 CC， 相交 于 -点 如 7 所 以 ， 
问题 中 所作 的 三 个 乎 面相 谈 于 一 条 直线 一 一 直线 SH.， 

在 这 个 定理 的 证 明 中 ， 我 们 利用 了 平面 几何 中 有 关 重心 的 定 
理 , 类 似 于 三 角形 中 的 “内 心 "，“ 重 心 "，“ 外 心 "， 也 有 相应 的 定 
理 ， 我 们 将 放 在 习题 中 亿 术 并 请 读者 给 出 证 明 ， 

”二 、 四 面体 

四 面体 是 最 简单 的 多 面体 ， 亦 区 为 二 三 棱锥 ， 它 也 具有 很 多 类 
似 于 三 角形 的 性 质 ， 限 于 篇 幅 无 法 详 述 ， 下 面 仅 举 一 例 说 明之 

定理 11 四面 体 的 二 面 角 的 平分 面 分 对 楼 所 成 的 比 等 于 形 
成 这 个 二 面 角 的 两 个 界面 的 面积 之 比 , 

证 如 图 10-7, 设 四 面体 的 截面 4DM 是 以 AD 为 楼 的 二 
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面 角 的 平分 面 。 四 面体 4CMD 与 
4BMD 的 体积 分 别 用 六; 和 入 表示, 


Vi Saane 
Vs Syns M 1 | : 
这 是 因为 加 到 AADC 和 AADB 
的 距离 相等 . - 
另 一 方面 ， 容 易 看 出 
Vi Suc -1 
V, Sspus ， 
、 Sa _MC . 
拟 -oo NE? 
这 正 是 需要 证 明 的 结论 , 


前 面 的 关于 余 芝 定理 的 证 明 ， 定 理 10 和 定理 11 的 证 明 ， 体 
现 了 立体 几何 中 三 个 重要 的 证 明 方法 ， 这 是 要 特别 提 到 的 ， 7 
只 看 到 证 明 很 简单 ， 还 应 善于 总 结 方 法 。 
余弦 定理 的 证 明 ， 荐 用 了 “投影 法 ”, 前 是 拒 变 计 浴 的 一 个 几 - 
何 元 素 ， 投 影 到 某 一 个 面 土 或 某 一 条 线 上 来 集中 讨论 “ 
定理 10 的 证 明 ， 是 “化 立 几 到 平凡" 的 方法 ， -通常 是 把 讨论 
的 元 素 集中 到 一 个 平面 上 来 进行 ， 并 有 意识 地 利用 平 几 定理 . 
定理 11 的 证 明 ， 是 所 谓 “ 面积 法 "， 即 分 割 多 面体 或 旋转 体 ， 
多 角度 、 多 层次 地 讨论 其 体积 或 面积 公式 ， 以 求 达到 多 证 明 的 月 
的 
习题 10 
1, 证 明 补 三 面 角 的 两 个 性 质 。 。 ， 
2, 证 明 下 面 三 个 平面 具有 公共 的 直线 ， 
(1) 三 面 角 的 三 个 二 面 角 的 平分 面 。 
(2) 通过 三 面 角 的 楼 与 所 对 面 角 的 平分 线 记 作 的 平面 。 
(3) 垂直 于 三 面 角 的 界面 并 且 通过 分 角 线 的 平面 . 
。 证 明 ， 各 果 二 个 四 面体 的 四 个 面前 曾 积 相等, 则 这 四 个 面 全 等 。 


és 
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第 11 讲 映射 与 函数 概念 的 应 用 


杜 锡 录 


函数 是 数学 中 的 一 个 重要 的 基本 和 概念， 在 初等 数学 和 高 等 数 . 
学 中 都 占有 重要 的 地 位 ， 例 如 在 微 积分 中 就 要 讨论 函数 的 分 析 性 
数 的 概念 及 其 一 些 基 本 性 质 是 完全 必要 的 . - 

一 、 喘 射 与 函数 的 概念 | 

1. 映射 

定义 1 若是 集合 4 到 集合 B 的 一 个 单 值 对 应 ， 即 对 任何 
a€h, 按照 对 应 法 则 f， 有 唯一 的 EB 与 之 对 应 ， 则 称 这 个 对 
应 /为 妃 到 B 的 一 个 映射 记 作 $=f(4)， 或 

1(4) ={f(@)la€E 4}, 或 f:4 一 >B. 

一 般 地 f(4) 刁 B。a€ 4 称 为 原 象 ， bE B 称 为 象 . 

定义 2 集合 4 到 万 的 映射 如 果 使 4 中 不 同 元 素 的 象 也 
不 同 ， 那么 称 f 是 4 到 已 的 1 一 1 的 映射 (或 称 f 是 4 到 B 的 单 
射 ) . 

显然 ,4 到 BB 的 映 射 /是 1—1 的 所 > 从 CE a:€ A, 
fa) =f(4s) 可 推出 Ci = Qs. 


例 1 设 f:R 一 >R 
YX 一 >X3。 
因为 从 xX1€ R,X,€ R,X3 = 可 以 推出 X= Xz 所 以 是 RR 
到 忆 的 1 一 1 的 映射 . 
例 2 设 f:R 一 >R 
XX 


显然 不 是 尺 到 民 的 1 一 1 的 映射 ， 因 为 f(-1)=f(1) =1.， 
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“定义 8. 设 f 是 集合 4 到 B 的 映射 如 果 B 中 每 一 个 元 素 
在 fF 下 都 有 原 象 ， 那 么 称 f 是 4 到 B 的 映 上 的 映射 ,简称 为 4 到 . 
.上 的 映射 (或 称 是 4 到 B 的 满 射 ). 。 

不 难看 出 ，4 到 B 的 映射 是 映 上 的 专 之 对 于 B 中 的 任 一 元 
素 5 在 和 4 中 有 元 素 4， 使 得 f(a) =b， 

显然 ， 上 述 例 1 是 映 上 的 ， 例 2 不 是 腔 上 的 ， 因 为 负数 5 不 
存在 原 象 a， 使 得 ae =5.， 、 

定义 4 集合 4 到 且 上 上 的 1 1 映 昌 都 为 4 生 B 之 同 的 一 一 
对 应 (或 称 为 4 到 B 的 双 射 ), 

显然 ， 例 1 是 双 射 ， 例 2 不 定 双 射 .， 

双 射 (一 一 对 应 ) 又 称 为 满 单 映射 、 即 有 集合 4 到 的 映射 
是 4 与 昌之 间 的 双 射 (一 一 对 应 ) 专 将 4 中 不 同 元 素 在 f 下 的 
象 不 同 ， 并 和 且 台中 的 每 一 个 元 素 在 /下 者 有 原 象 . 

定义 5 如 果 f 是 4 与 电 之 间 的 一 一 对 应 ， 那么 百 可 得 已 到 
4 的 一 个 映射 g， 任 给 5€B， 规 定 g(B) =a， 其 中 4a 是 5 着 f 下 
的 原 象 ， 称 这 个 映射 g 是 了 的 逆 映 射 ， 并 把 g 沁 成 广 :， 

显然 有 ( 广 D-:=J。 即 

如 果 / 是 丸 与 妃 之 间 的 一 一 对 应 ， 则 广 ! 是 互 与 4 之 问 的 
一 一 对 应 ， 并 且 广 ! 的 逆 映 射 是 了 

” 证 由 定义 5 知 , 广 ! 是 B 到 A 的 映射 ， 对 于 B 中 的 不 同 元 
素 肌 和 如 ， 由 于 它们 在 下 的 原 象 不 同 ， 所 以 Bb 和 有 t 在 广 : 下 
的 象 不 同 ， 所 以 广 : 是 1-1 的 . 

任 给 waE4， 设 /Ka) =b, 则 f-1(b) =a， 。 这 说 明 中海 个 元 
素 4 在 广 : 都 有 原 象 ， 因 此 ， 广 : 是 映 上 的 。 

这 样 即 得 广 :是 已 到 全 上 的 1 一 映射 ， 即 广 :是 互 与 4 之 
间 的 一 一 对 应 ， 从 而 . 广 : 有 逆 喘 射 h:A—>B, 由 于 任 给 a€ 4， 
有 hla) =b， 其 中 5 是 a 在 /! 下 的 原 象 ， 即 广 !(5) =a，s 所 以 ， 
f(a) = 5b, 从 而 h(a) = 5=/(a), 得 h = 儿 ,这 即 是 广 ! 的 北 映 射 是 了 . 
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例 1 中 的 /是 下 与 尺 之 间 的 一 一 对 应 ， 所 以 了 有 逆 映 射 


Fi:R—>R, X— ya/X. 


2. 函数 . | 

函数 是 数 集 到 数 集 的 映射 ， 中 学 阶段 最 普遍 的 是 区 间 到 区 间 
的 映射 设 了 是 数 集 4 到 数 集 B 的 映射 :4 一 >B. : 
”4 称 为 定义 域 ，Bl=f(4) 王 B 称 为 的 值 域 , 记 以 任何 一 
个 函数 了 总 可 以 看 成 是 它 的 定义 域 4 到 信 域 ,上 的 函数 ， 即 广 
是 上 映 上 的 . 

严格 地 讲 ， 给 出 一 个 函数 要 连同 它 的 定义 域 一 并 给 出 ， 例 
如 ; f(x)=%X?,， XE(0, 1 f(x) =x2, XER. 

这 两 个 函数 是 不 同 的 因为 它们 的 定义 域 不 相同 。 ，，. 

通常 ， 只 给 出 一 个 函数 的 对 应 规律 ， 而 要 把 它 的 定义 域 求 出 、 
来 . 

定义 6 如 果 是 4 到 B, 的 1 一 1 的 冰 数 ， 则 了 的 逆 映 身 
广 : 称 为 函数 了 的 反 钵 数 . 

显然 > 当 了 是 和 到 B, 上 的 1 一 1 的 函数 时， 了 是 BB 到 4 上 
的 1 一 1 的 函数 . 因此 ，f"! 的 定义 域 是 的 值 域 已 ，f! 的 值 域 
是 了 的 定义 域 4， 且 广 :的 反 函 数 是 ”. 

定义 7 设 y=f(*) 是 4 到 BB 的 函数 ， 而 *=9() 是 C 到 
DD 的 函数 ,` 且 D 三 4， 那么 ,y= 了 (9(t)) 就 是 C 到 的 函数 ， 
称 为 复合 函数 . | | 

定义 8 设 y= 了 (%)， 令 

fx) = (f(x)), 
fax) = ff EI), 
fix) = fF)), 

其 中 族 是正 整数 ， 则 称 fA"1(X) 为 f(%) 的 n 次 选 代 . 

-这 是 一 类 特殊 而 又 章 要 的 化 合 阔 数 ， 
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3。 函数 的 常见 性 质 

函数 的 常见 性 质 有 单调 性 、 对 称 性 《奇偶 性 是 特殊 的 对 称 
性 )、 周 期 性 、 有 界 性 等 ， 

4: 初等 函数 

下 述 六 种 函数 为 基本 初等 函数 ， 

(1) 常 值 田 数 y=c. 

(2) 寡 函 数 。 y=X, 

(3) 指数 函数 XY=ar(d>>0,C& 关 1)， 

芭 4) 对 数 函 数 ylogox(a>0,4 区 1). | 

5) 三 角 函数 y=Sinx, y=Cosx, y =tgx, y =Ctgx. 

(6) 反 三 :外 函数 y= =arcsinx, y=Arccosx, * 

\ y= =arctgx, .y=arcctgx.: i 

定义 8 六 种 基本 初等 函数 经 过 有 限 次 的 算术 运算 (加 、 减 、 
乘 、 聊 ) 以 及 有 限 次 的 复合 所 得 到 的 函数 统称 为 初等 数 ， 

二 、 有 关 映射 的 一 些 例题 


例 1 已 知 集合 4= (x < V3] 


-{ E>0). 求 一 个 4 与 B 的 一 一 对 应 了 ,并 写 出 其 逆 映 射 


解 ” 从 忆 知 集合 4，B 奢 出 ， 它 们 分 别 是 些 株 平 西 上 两 直 
线 所 光 角形 区 城内 的 点 的 集合 (如 图 11-17， 


图 11~1 ' 
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集合 4 为 直线 了- xx 和 ?= V3x 扬 夹 角 内 点 的 集合 ， 集 


合 B 则 是 第 --、 三 象限 内 点 的 集合 所 要 求 的 对 应 实际 上 可 使 所 
区 域 拓展 成 区域， 并 要 没有 “ 折 释 ”与 漏洞” 和 坐标 表 
示 集 合 4 和 万: 


4= {ecoso, psing) |Pz 0,PE€ R, so<a)}, 
B= {ecosy， psing) le 0,PE€ R, o<r< 下 


令 (Cocosbg，psing)- 一 >(pcosp，-pdin p), Ps 3) 
在 这 个 映射 下 ， 极 径 没有 改变 ， 被 角 之 辣 是 一 -次 函数 9= 30— 
插 ， 因 而 0 和 ?之 间 是 一 一 对 应 ,其 中 “(8 <), “eb 


好). 所 以 ,映射 是 4 与 刀 的 一 一 对 应 . 


逆 映 射 极 易 写 出 ， 从 略 
.， 如 果 4，B 都 是 有 限 集合 ， 它 们 的 元 素 个 数 分 别 记 为 [1， 
181. 对 于 映射 了 : A> 刀 来 说 ， 如 果 f 是 单 射 , 则 有 | A 过 1B1， 
如 果 f 是 满 射 , 则 有 i|4|1 之 1B|， 如 果 f 是 双 射 ， 则 有 14| =1B1. 
这 在 计算 集合 4 的 元 素 的 个 数 时 ,有 着 重要 的 应 用 . 即 当 1 4A1 比 较 
难 求 时 ， 我 们 就 找 另 一 个 集合 B， 建立 一 一 对 应 f:A>B, 把 B 
的 个 数 数 清 ， 就 有 |41 = 1B| 

例 2 把 人 ABC 的 各 边 % 等 分 ， 过 各 分 点 分 别 作 各 边 的 平 
行 线 ， 得 到 一 些 由 三 角形 的 边 和 这 些 平行 线 所 组 成 的 平行 四 边 
形 ， 试 计算 这 些 平行 四 边 形 的 个 数 

解 ”如 图 11-2 所 示 ， 我 们 由 对 称 性 ， 先 考虑 边 不 平行 于 BC 
的 小 平行 四 边 形 . 把 4B 边 和 4C 边 各 延长 一 等 分 ， 分 别 到 万 '， 
C', 连 B'C'. 将 AB' 的 % 条 平行 线 分 别 延长 , 与 B'C' 相交 
连同 B',，C' 共 有 %w+2 个 分 点 ， 从 B' 至 C' 依次 记 为 1,2，…， 
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n+2， 图 中 所 示 的 小 平行 四 边 。 
形 所 在 的 四 条 线 分 别 交 B/C" A 


于 圳 记 刀 1， 记 A 

4 = { 边 不 平行 于 BC 的 小 
平生 四边形 ) A 
ja 人 LN 
把 小 平行 = 四 边 形 的 四 条 边 延 攻 [NA 人 


且 交 B'C' 边 于 四 点 的 过 程 定 m ii  k.. 《5 
义 为 一 个 映射 ，f:4>B. 图 11-2 

下 面 我 们 证 明 了 是 4 与 B 的 一 一 对 应 。 事实 上 ， 不 同 的 小 
平行 四 边 形 至 少 有 一 条 边 不 相同 ， 那 么 交 于 B'C' 的 四 点 亦 不 全 
同 ， 所 以 ， 四 点 组 (i,j, 和 人 亦 不 相同 ,从 而 f 是 4 到 B 的 1 一 1 的 
映射 ， 

任 给 一 个 四 点 组 GG,j, ,1)，1<i<<j 之 kh<LSn+2， 过 名 j 点 
作 4B 的 平行 线 ， 过 &,!/ 作 4C 的 平行 线 ， 必 交 出 一 个 边 不 平行 
于 BC 的 小 平行 四 边 形 ， 所 以 , 映射 /是 4 到 B 的 满 射 ， 

总 之 /是 4 与 妃 的 一 一 对 应 ， 于 是 有 |41 = 1B| =Ct,， 

”加 上 边 不 平行 于 4 已 和 4C 的 两 类 小 平行 四 边 形 ， 得 到 所 有 
平行 四 边 形 的 总 数 是 3C4;，. 

例 8， 在 一 个 6x 6 的 棋盘 上 ， 已 经 摆好 了 一 些 1 x 2 的 骨牌 ， 
每 一 个 骨牌 都 恰好 覆盖 两 个 相 邻 的 裙子 证 明 ， 如 果 还 有 14 个 
格 了 泪 有 被 本 着 ， 攻 王 少 能 再 放 进 一 个 有 和 

-还 有 14 个 空格 ， 说 明 已 经 摆好 了 11 块 骨牌 ， 如 果 已 

经 好 的 避 垢 是 12 块 ， 图 11-3 所 示 的 摆 法 就 说 明 不 能 再 放 入 肯 

牌 . 所以， 有 14 个 空格 这 一 条 件 是 完全 必要 的 ,我 们 要 证 明 当 

还 有 14 个 空格 时 ， 能 再 放 入 一 个 骨牌 ， 只 要 能 证 明 必 有 两 个 相 

邻 的 空格 就 够 了 ， 如 果 这 种 情况 不 发 生 ， 则 每 一 个 空格 的 四 周 都 
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有 骨牌 ， 由 于 正方 形 是 对 称 的 ， 当 . Fr- 
我 们 选 定 一 个 方向 时 ， 空 格 和 骨牌 殉 网 园 
就 有 了 某 种 对 应 关系 ， 即 可 建立 空 ZA 
格 到 骨 了 牌 的 一 种 映射 ， 通 过 对 空格 | 赵 斤 ”1H 二 
集合 与 骨牌 集合 之 间 的 数量 关系 ， 网 区 ll 
可 以 得 到 空格 分 布 的 一 个 很 有 趣 的 | 中 因 加 | 
结论 , 从 而 也 就 证 明了 我 们 的 命题- SD z 
证 我 们 考 虚 下面 sxe 个 方 |- 罗 于 地 


格 中 的 空格 ， 即 除去 第 一 行 后 的 方 
格 中 的 空格 . .对 每 一 个 这 样 的 空 。 .图 11-3 
覆 ?, 考察 它 上 方 的 与 之 相 邻 的 方 格 中 的 情况 5 
: 《1 如 果 上 方 的 这 个 方 格 是 空格 ， 则 问题 得 到 解决 ， 
(2) 如 果 上 方 的 这 个 方 烙 被 骨牌 所 占 ， 这 又 有 三 种 情况 ， 
(i) 骨牌 是 横 放 的 ， 且 与 之 相 邻 的 下 方 的 另 一 个 方 格 也 是 空 
格 ， 则 这 时 有 两 空格 相 邻 ， 即 问题 得 到 解决 
，- 《ii) 骨牌 是 横 放 的 ， 与 之 相 邻 的 下 方 的 另 一 -个 方 格 不 是 空 
格 ， 即 被 骨牌 所 覆盖 
(iii) 骨牌 是 竖 放 的 ; . 
， 现在 假设 仅 发 生 (2) 中 的 i》 和 ( 诈 ) 时 ， 我 们 记 大 为 下 面 
5x 6 个 万 梧 中 的 空 术 你 全 了 为 上 面 5x6 个 方 格 中 的 骨牌 集 
; 作 上 映射 9:X> 了 ;由 于 每 个 空格 (中 的 ) 上 方 都 有 骨牌 (了 Y 中 
的 )， 县 不 同 的 空格 对 应 于 不 同 的 骨牌 》 所以， 这 个 映射 是 单 
射 ， 于 是 有 |1X|I 委 | 7. 
如果 棋 盘 第 一 行 ( 即 最 上 方 的 一 行 ) 申 的 空格 数 多 于 3 个 时 ， 
则 必 有 两 空格 相 邻 ， 这 时 问题 就 得 到 解决 . 
现 设 第 一 行 中 的 空格 数 最 多 是 3. 个 ， 则 有 |X| >>14- 3 = 11， 
另 一 方面 全 部 的 骨牌 数 为 11, 即 1Y|<<11.。 所 以 必 有 |Xl= | Yl， 
事实 上 这 是 一 个 一 一 映射 ， 这 时 ， 将 发 生 一 个 很 有 趣 的 现象 ， 最 


30、 


下 面 一 行 全 是 空格 ， 当 然 可 以 放 入 一 个 骨牌 


这 个 题目 的 证 明 是 颇具 特色 的 ， 从 内 容 上 讲 ， 这 个 题目 具有 


一 定 的 综合 性 ， 既 有 覆盖 与 结构 ， 又 有 计数 与 上 映射， 尤其 是 利用 
映射 来 计数 ， 在 数学 竞赛 中 还 较 少 兄 ， 


当然 这 个 题目 也 可 以 用 其 他 的 方法 来 解决 ， 例 如 用 抽 屠 原则 


以 及 用 分 组 的 方法 来 讨论 其 中 两 行 的 结构 ， 也 能 比较 容易 地 解决 
这 个 问题， 请 读者 作为 练习 , | 


Co 
[ 


hh 


习题 1 


讨论 了 数 y 一 地 一 TT 的 单调， 


;讨论 函数 9 一 \/- 达 二 二 的 有 界 性 。 
， 忆 知 f(x)= sz 县 f(*) 是 一 次 函数 ， 求 (x*)， 


2X 十 1 


.… 设 全 集 为 及 (实数 集 )， .p(#) =logs 人 ， 了 (%) = VX 。 试 表述 下 


列 集合 ;《1) 函数 p(%*) 的 定义 域 4; (2) 函数 有 (%*) 的 定义 域 如 ; 
(3) 函数 Y= 了 (9(*)) 的 定义 域 站， (4): 方程 办 一 5 十? 一 0 的 解 集 EE; 


(5) 用 万 ;也 ， R 表 未 函数 7 一 和 的 定义 二 G 并 经 集合 运算 把 
它 表述 出 来 . 


。 在 平面 内 给 出 一 凸 (4 之 6) 边 形 ， 它 的 任意 三条 对 角 线 都 不 基点 求 由 六 


边 形 的 边 和 所 有 对 和 线 能 用 成 的 三 角形 的 总 数 ， 
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第 12 讲 函数 迭代 和 函数 方程 


杜 锡 录 


一 、 函 数 性 质 的 一 些 应 用 

利用 函数 的 对 称 性 、 周 期 性 、 有 界 性 、 单 调 性 以 及 函数 图 象 
的 一 些 特点 来 解决 有 关 函 数 的 问题 。 是 一 种 重要 的 方法 ， 应 用 十 
分 广泛 . 

例 1 函数 定义 在 实数 集 t， 且 对 一 切实 数 x 满足 等 式 ， 
f(xX+2)=f(2-X) 和 了 (7+X)=f(7-x), 设 f(x) = 0 的 一 个 根 
是 *=0， 记 (x) = 0 在 区 间 -~- 1000<x 委 1000 中 根 的 个 数 为 ， 
求 立 的 最 小 值 . 

解 ”因为 对 一 切实 数 Y，J (YX) 满 足 ， (2+XY) = (2 一 x)， 
(7+%)=f(7~X), 那 么 ，f/(*) 的 图 象 关于 xX=2 和 YX= 7 对 称 . 
由 (0)=0 得 | 

f(4)=f(2+2)=f(2-2)=.f(0)=0., 
f(10)=f(7+3)=f(7-3)=f(4)=0. 
即 在 (0,10] 上 f(x) = 0 至 少 有 两 个 根 . 
fxX+10)=f(7+ (x+3))= f(7- (x+3))= f(4- 7%) 
=f/(2+2-X)=f/(2- (2-7X))= f(x), 
这 是 一 个 以 10 为 周期 的 周期 函数 ， 因 此 在 每 个 周期 上 都 至 少 有 
两 个 根 加 上 YY=0， 即 得 fx) = 0 在 区 间 - 1000 和 xyx< 和 1000 上 至 
少 有 401 个 根 

这 个 题 充 分 利用 了 函数 的 对 称 性 及 周期 性 ， 比 较 容易 地 估计 
出 方程 A(x) = 0 的 根 的 个 数 . 

例 2 若 罗 zolypc7>0， 证 明 ， 
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XY+J+C+TD 3 十 2 二 DC 
XT+y+C+D+CT7 y+i2tat+bt+c+r 
X+y+aitc 
>— 出 


0 
证 考虑 函数 了 = -7 =1- (>0)? 在 (-coy 一) 


和 (=-wy + eco) 上 是 单调 增加 的 ， 它们 的 图 条 是 以 直线 x a 和 | 
了 =1 为 浙 近 线 的 双 曲 线 ( 如 图 12-1)。 


图 121 
利用 单调 性 有 _ 
xX+ty+a+D y+tzt+b+e 
Xt+tyi+atb+c+r 3 二 2+C+ET+CTY 
> YX 十 C 十 六 + 2 十 D+C 
YXYTTGCTDO+C+Y Z+utrO+tctr 
> + 0 + 2+.C 
Xt+2+airbrctr Xt+zt+tatb+ic+r 
- Xt+2+ta+cC | 


Xt+2t+a+b+c+r * 
这 道 题目 是 先 造 辅助 函数 (x) = 一 
来 证 明 的 ， 
二 、 关 于 函数 选 代 四 
函数 选 代 这 一 特殊 的 函数 复合 形式 ， 在 现代 数学 中 十 有 一 定 


和 一， 再 利用 其 单调 性 
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的 地 位 ， 近年 来 在 国内 外 的 数学 竞赛 中 也 频频 出 现 ， 同时 它 对 加 
强 函 数 概 念 的 理解 也 是 十 分 有 益 的 . 
例 3 设 P1(%)=x?-2,P。(x)=Pi(Pn-1(X)), 这 里 4 = 2,3， 
4，…, 试 证 对 任意 自然 数 4x， 方程 P(x*) = x 的 根 全 是 相 异 实 根 . 
证 首先 证 明 方程 P(x) =x 的 实 根 的 绝对 值 不 大 于 2， 为 
此 只 要 证 明 命题 ， 对 |x| 污 2 的 一 切实 数 *， 都 有 Pa(*)>|zxl. 
对 % 用 数学 归纳 法 , 令 |x*| =2+a(a>0) : 
当 %=1 时 ，P1(X)=X?-2=(2+a)?~2=2+4a+c2 
>2+a= 1x|. 
设 当 # = 上 及 时 ，Pe(z) 盖 17| 成 立 ， 则 设 
P(x)= |x|+8 (08>0). 
于 是 当 %= 避 + 时，- 
Piril#) = PCPiC4)) = Pes(#) - 2 0]4| 4 8): 2 
= |xl*+28|x|+p:-2> |xl*~2> |x|. 
即 当 n=8+1 时 ， 有 Peri(x) 之 1x1， 即 对 所 有 |x| 之 2 的 
都 不 是 方程 P,(x) =xY 的 根 . 
设 方程 P,(x%) =Y 的 根 为 Y= 2cosf (0<t<r)， 
PCX) = (2cosf) — 2 = 2Cos2t， 
P(X)= (2cos2t)2 一 2= 2CoS221， 
了 (YX) = 2c0s2", 
于 是 方程 变 为 2cos2 = 2cost， 解 之 得 


2275 。 。 
和 1 = 0，1，2，:…，2n-1 一 
8 
f= ， 、 j= 1,2,.…,2 1 
故 方程 有 2" 个 实 根 


W194 = 2 08- 2 - 了 = 05y 2， “211 . 


二 9 
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X29 了 一 2 cosj j= 1, 2 21. 


因为 X10 之 X1， > “>%1s 2 Ky 1 这 X22 之 … 之 X221-19 所 
以 各 组 中 的 根 互 不 相同 . 
如 果 两 组 中 有 两 根 相同 ， 设 为 . 
2 2i7 
2 -1 2+1” 
于 是 /tli = 十 二 二。 
因为 了 是 整数 ， 必 有 2 -11]i, 与 i<2”…!~1 矛盾 . 
例 4 函数 和 迭代 的 一 个 性 质 ， 如 果 存 在 函数 g,2，j/ ， 使 得 
J xz) =g 1(9(g(X)))， 或 写成 f=g™19pg， 则 有 
f'"1= gp")g, 
即 - f(x)= 0 (9"i( g(x))). - 
利用 数学 归纳 法 以 及 g-!(g(Y)) =x=J(x) 即 可 证 明 ， 这 和 留 
给 读者 练习 . 


例 5 设 /xz) 0D XE (1 +oc)s 求 11(X)， 
~ > = 2 = 2 
解法 一 f(x) TC D 1T 4 2 
. x Ty i- (1- 过) 


令 g00D =1--2 9(OD) = 加， 有 g 1(X) = 一 一， 并 且 


JCY) =g71C2(9(Y)))。 
于 是 由 ”91"M(x) =%2"， 得 


加 2 
f(xX) 人 。 


解法 二 〈 如 果 不 知道 例 2 的 这 个 性 质 ， 可 以 利用 普通 的 变 
量 代 换 法 得 到 同样 的 结果 ，) 


35 


由 于 f(xX)= 


5 ar 1 - Tey 


令 ”1~ 字 =cos8， 则 有 ro 


(Ts ) cs og) 
2 Co826 2 


.2 
”126cos25)(1+Cos328) ‘1-cos%pB 。 


JPICX) = CGOXD)) = 


设 f "(xX) = 


2 ， 
1—- cos2"B” 
(Er sa) 


由 于 .3004 =f(f "(x)) = 
1— dou -) | 


2 2 - 
(1~ Cos2"B) (1+ cosz"p) I cog? 


所 以 ， 由 数学 归纳 法 即 知 ， 有 旧名 nn, 
.ein 2 
Ed 1(%) 一 1 了 00555 ~ 1- 本 2 -0-2)* 


在 很 多 函数 的 运算 当中 ， 变 量 代 换 是 一 个 行 之 有 效 的 工具 ， 
需要 掌握 . 

三 、 简 单 函数 方程 

不 给 出 具体 的 函 效 形式， 只 给 出 函数 的 一 些 竹 质 和 一 些 关 系 
式 或 函数 方程 ， 而 要 确定 这 个 函数 ， 或 求 出 函数 值 ， 或 证 明 这 个 
通 数 所 具有 的 其 他 性 质 ， 这 类 问题 也 是 常见 的 关于 函数 的 问题 ， 
多 数 适 要 对 函数 方程 进行 讨论 .这 类 问题 比较 难 ， 下 面 举 几 例 说 
明之 . 
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- 例 8 :已 知 函 数 有 (x) 定义 在 正 实数 范围 内 ， 且 满 足 关系 式 
1p- (3 lgx + 1, 求 :了 f(x) 
角 对 任意 的 20， 由 关系 式 有 
A(E) = f (x) lg 二 +1= -Clgx+ 1， 
所 以 ， /40)=lgx(- fx) lgx+ D+ 1 


‘1+lgx 
解 之 得 f (2) = 工 二 


例 7 设 F(x) 是 对 除 4=0 及 Y= 1 以 外 的 一 一 gg 有 是 久 
的 实 值 函 数 ， 且 
F(x) +F( 1)=1+%, (1) 


求 F(X)， 


解 令 光 = 一 ，J 关 0， yl 代入 (1) 得 
Ee es 7)- -3 (2) 


令 Y= 2 ， 2*0, zz1, 代入 (1) 得 


F( Li ) rr = 34. (3) 

分 别 把 (2)， (8) 中 的 变量 z 换 为 Yo 得 . 
Fa 全 
F(t)+ Fa) = (5) 


从 (1)，(4) 和 (5) 中 消 震 也 ( 宇 =), 下 (二 一): 得 


2—% 2%-— +]= 1+X2—%3 


F(x) = 二 [C+ + Tx = 


2xX(1—X) 
&7 


-以 上 两 个 例题 都 是 利用 所 给 关系 式 ， 施用 适当 的 变量 代 换 和 
一 定 的 运算 技巧 ， 把 函数 A(X%) 确 定 下 来. 

例 8 函数 / (2z) 对 所 有 的 正 整数 有 定义 ， 取 非 负 整 数值 ， 并 
且 对 所 有 的 正 整 数 M， 有 

Fo 说 一 Fo- - 7(z) = 0 或 1， 

以 及 2) = 0，j3)>>0，， f(9999) = 3333， 求 (1982). 

解 由 0=f(2)>2f(1), 得 f(1)=0, 由 

J (3) -2)- Ai)=0 或 1， 

得 .… : . 0 委 j (3) 委 1 
由 题 设 (3)>>0,， 得 f(3)=1. 

下 面 我 们 首先 证 明 ， 对 于 <3333， 有 (3k) =. 

-由 于 (3p) PFC-1))+JG3) =f(3(k-1))+1, 

用 数学 归纳 法 易 得 

(3k) >h. 

如 果 存 在 局,1<A 名 <3333， 使 F(3p) > 和 tl 则 由 

/C9999)>f (9999~ 3k,) + f (3ko) >3333~ bat ko + 1>3333, 
与 题 设 矛盾 ， 所 以 必 有 (3h) = 局. 

于 是 显然 有 660<J(1982) 委 661. 

如 果 A(1982) = 661， 则 由 

J (9999) = (5Xx1982+89) 


>5/ (1982) + f(89)>5x661+f(87) - 
>3305 + 29 了 3333， 
与 题 设 矛 慎 ， 所 以 必 有 ，J(1982) = 660。 | 
` 例 9 设 f(%) 是 定义 在 (0, + cc) 上 的 增 函 数 ， 且 


及 二 =/() ~ f(y). 
求证 ， f(x") = mt) (n EN). 


88 


证 当 x=y 时 ， /($ )=f00 -7 =0, 即 /0D=0. 


当 = 时 (= 了 C1) 一 了 (DD 二/(x)， 傅 题 成 章 ， 
假设 当 入 = 名 时 ， 结 论 成 立 、 即 fCx*) = kf xX). 
当 %=k+1 时， 由 ， 
Hy FAXRN 1 
1 
"=kRfCx) ~ CF) 一 子 (xz)]= + Df; 


即 当 = 名 +1 时 命题 也 成 立 . i 


由 数学 归纳 法 即 知 ，f(x") = JCY) 对 所 有 自然 数 都 成 立 ， 
以 此 借 电 是 完 分 利用 扬 姑 关系 式 关 洒 用 一 此 运算 找 》 


或 求 函数 值 ， 或 证 函数 性 质 . 


Gi 


习 题 12 


， 已 知 函 数 ?一 经 + 的 图 旬 与 它 的 反 西 数 拘 几 银 完全 重合 ， 其 中 从 数 


Xd 
a, b, c, d 满足 关系 (a? 十 te)(c dd) 0, 雍 么 加 数 应 该 具有 怎样 的 
形式 ? 


。 没 了 (%) 是 定义 在 自 欠 数 集 上 且 取 自 拓 数值 的 严格 池 江 的 函数 /2) 


一 2， 当 州 ， 妈 互 素 时 (mn)= 7 
证 明 ， 对 一 切 正 整数 ?2， f(n)=n. 


。 函 数 f(%， 们 对 所 有 的 非 负 整数 和， ? 满足 : 


(1) f(0, $9)=y+1; 

(2) f(x+1,0)=f (x,1); 

(3) f(x+1,9+1)=f(x, f(xt1, »)). 
试 确定 上 (4,1981) 
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第 13 讲 “证明 不 等 式 的 常用 方法 
与 技巧 (一) 
严 镇 军 


不 等 式 在 数学 中 占有 重要 地 位 ， 由 于 其 本 身 的 完美 性 及 证 明 
的 困难 性 ， 使 和 等 到 成 为 中 学 洲 轩 内 各 种 考试 ( 斩 别 是 数学 竞赛 
和 高 考 ) 的 热门 试题 ， 
证 明 不 等 式 的 途径 是 对 震 不 等 式 作 代数 变 形 。 丙 变 形 的 依据 
则 是 不 等 式 的 基本 性 质 . 这 里 把 不 等 式 的 基本 性 质 分 类 罗列 如 下 
(以 后 如 不 作 特 殊 声明 ， 各 文字 都 是 实数 )。 
1。 不 等 式 的 基本 特征 
a>b<=>a~ b>0, 
a<ob<>a-b<0. . 
这 是 不 等 式 的 定义 ， 也 是 证 明 不 等 式 的 根本 要 义 。 
” 2。 对 一 个 不 等 式 进行 变形 的 性 质 ，* 
(1) eb6<=>b<a( 对 称 性 )， 
(2) a>b<>a+ c>5+c( 加 法 保 序 性 ). 
(3) a>b,c>0>ac>be; 
4>b,c<0>ac<bc( 滋 法 保 序 狂 )。 - 


(4) a>b, ab 间 号 二 < 村. 


(5) a>b>03a">b", Va >yb neEN). 
3. 对 两 个 (或 两 个 以 上 ) 不 等 式 进行 运算 的 性 质 ， 
(1) a>6b,5>c 过 a>c( 传 递 性 ). 
(2) a>6,c>d>a+tc>b+d. 
(3) a>b,c<d=>a-c>b-d, 
90 


伺 - 


(4) a>b>0, 0<o<d4> 8 >,0d>b. 

4 含 绝对 值 的 不 等 式 的 性 质 ， 

(1) I#[<a<>r<a<> -aXEa, 

[x*+6|<as> - -a-b<x<a-b, 

(2) [zj >>a( 设 4>0) <>x>01<>X>4 或 + 之- a. 

(3) [ial - 121[ 志 lea+61<<lal + 151( 三 角 不 等 式 )， 

(04) Jartast +ar|<lal + as| + “+lasl. - 

证 明 不 等 式 没 有 固定 的 程序 ， 证 法 因 题 而 蜡 , 而 且 灵 活 多 
样 ， 技 巧 性 强 ， 一 个 不 等 式 的 证 法 常 不 止 一 种 ， 一 种 证 法 中 也 可 
能 要 用 几 种 方法 . 最 常用 的 方法 大 至 有 以 下 几 种 


一 、 比 较 法 
比较 法 通常 有 两 种 形式 ， 
1. 差 值 比较 法 ， 由 定义 ， 欲 证 4>5， 具 需 证 4-5>0，。 
2. 商 值 比较 法 ， 由 腿 法 保 序 性 ， 若 5>0， 欲 证 4>5， 只 需 


、 a 
例 1 设 4,b,cE Rt+，, 求证 ， 
arbtc’ > abe) 
: 证 由 于 不 等 式 关 于 a， b, Cc 对称， 不 妨 设 a>5>c>0, 则 
a-bb-c,a-cER', 4, 2L, 4W>1. 


记忆 一 vansray73 re 万 = 人 ( )* (2 3 (9) 


注 (1) 本 题 的 证 法 虽 很 简单 ， 但 其 变形 的 技巧 是 很 高 的 . 
(2) 本 题 可 作 如 下 的 推广 ， 车 w € R+G=1,2,…,%)， 则 


& 


人 
it 2 十 .十 人 
— 二 (1y 


Qi i122 dn "2 (01G2 An) 
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其 证 明 中 的 变形 与 前 述 完全 相同 .” .. 、 

(3) 本 题 的 证 明 中 ， 利用 了 不 等 式 的 对 称 性 ， 增加 了 一 一 个 类 
充 假设 ， 从 而 给 论证 带 来 了 很 大 的 方便 ， 这 种 技巧 在 证 明 对 称 不 
等 式 时 常用 .所谓 一 站 关于 字母 Co as,… ,4: 的 不 等 式 是 对 称 的 ， 
其 含义 是 ， 把 任何 两 个 字母 Qs 和 2x(i 基 7 对 调 位 置 ， 都 不 改变 这 
个 不 等 式 . 如 (1) 是 对 称 不 等 式 . 证 明 对 称 不 等 式 时 ， 由 于 各 字 
母 处 于 同等 地 位 ， 可 以 把 字母 按 一 定 顺 序 排列 起 来 y 例如 可 设 
QQ" ‘Gn 

例 2 设 aortE Nsm>n, 证 明 ， 


Q+ 3) <(1+2) ， 
证 由 传递 性 可 见 ， 只 要 证 明 | 
Qi+a) <(1+ - 寺 -| (2) 


即 可 ， 由 二 项 式 定理 ， 并 作 变 形 ， 有 


(+ 二 = cx) - 电 za- i ht -二 
本 (- 习 (区 -4 
ea) Sl -A _ (1 -i 


总 且 诀 《守节 -人 + 全 7 ， 


现在 不 等 式 (2) 是 很 显然 的 了 ， 因为 比较 上 而 两 式 有 端 和 式 下 的 
项 ,对 每 个 E(%=0,1,…,7%4)， 有 


-去 )(1- 2): 人 -性 1)< <(- 0 3 (i 
而 且 后 一 一 式 有 端 比 前 式 右 端 还 多 一 正 项 ,， - 
92 


二 、 放 编 法 

有 时 不 等 式 A4<B 用 比较 法 不 易 证 明 ， 电 可 借助 一 个 (或 多 个 ) 
中 间 量 C 作 比 较 . 具体 地 说 ， 如 果 为 某 种 方法 能 断定 4<C， 凑 
可 以 试 着 去 证 明 CB. 车 能 达 此 目的 , 则 证 得 4 过 再 (传递 性 ) .这 
是 一 种 把 4 放大 的 方法 ， 不 过 可 能 由 于 放大 得 太 多 ， 以 致 C<&B 
不 成 立 ， 那 就 只 有 另行 设法 .当然 也 可 以 采用 把 B 缩小 的 办 法 ， 
我 们 统称 为 放 缩 法 ， 放 缩 本 身 是 一 种 变形 技巧 . 

例 3 设 0 委 0， 0， 2 委 1，, 求 证 ， 

0 0 + CC 

b+c+1 cta+l Qa+b+l 

证 显然 ， 如 果 把 左 端 直接 通 分 会 把 问题 弄 得 很 复杂 . 由 对 
称 性 ， 可 设 0 委 c 委 5 入 c 委 1， 于 是 ， 有 

a 6 C arbrc 


十 
Brierti ctatl a+tb+l CT+D+1l， 


因而 可 以 试 着 去 证 明 比 较 简 单 的 不 等 式 


a+b+c 


+ (1-a)(l1-0)(-c)<l. 


Arpri +(1~-0 (DU-OSl, (3) 
因为 左边 =1- 于 本 所 [1- (+atb) Qa) (1— 2)]， 
再 放大 ， 又 有 


{1+a+D(-O -DE(lt+tatdtaD)(t-a)(i-b) 
= (1 0) (一 仿 ) 魏 1， 故 不 等 式 (3) 成 立 ， 从 而 原 式 成 立 ， 
三 、 综 合法 
综合 法 是 由 题 设 条 件 出 发 ， 根 据 不 等 式 的 性 质 或 其 他 已 知 不 
等 式 ， 推 出 要 证 的 不 等 式 ， 
例 4 设 X,X,，…,%,E R*， 求 证 


El 
% 


+ Xr. 
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(1984 年 全 国 高 中 数学 联赛 试题 ，) 
证 . EAI 有 


Xx 十 X23) 2 地 1_， 芭 = 2% 
2 


2 
间 理 + 27 区 es + X22Xn 1 
3 


2 

把 以 上 % 个 不 等 式 相 加 并 化 简 ， 即 得 原 不 等 式 . 

注 “ 利 用 一 些 简单 的 不 等 式 相 加 (或 相 乘 ) ， 推 出 一 个 比较 复 
杂 的 不 等 式 ， 这 是 一 种 证 明 不 等 式 的 常用 技巧 . 

例 5 设 % 之 2?， 求 证 | 

1 1 1 71 1 1 

zi(1+ 污 Tt + LT)> 去 (去 + 吉 +… + 二 ) 

证 本 题 用 数学 归纳 法 证 是 很 繁 的 ， 它 可 由 一 些 简单 不 等 式 
相 加 得 出 ， 因 为 


1_1 1 1 1 1 1 
3 3 6 
1 1! _1 
又 1 ,2747 + 27 
2 
nn 
把 以 上 x 各 式 相 如， 得 
1 1: 1 ~、n+1/1 1 
1+3+3+t" Tan py be 二 + “+727. 
1 1,... Vi/ili.l1 1 
即 (tt 1) 1). 
Ri .3.5,.....99 -TI 
例 6 求证 ,了 " 守 "如 这- 


2 
1 2, 3 4,.., 99 一 100 其 
证 因为 < 3? 4 < "00 <107* 
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-上 上 .3.5,. 本 99 
人 = 三 下 6 100 
a2.4,.6,.....100 
3 57 101” 

则 有 4A 二 8， 从 而 
A4<AB= 1 一 1 


101 ~ 100° 
% 1 一 一 
所 以 4< 5 了 1， 


例 7 设 cd Cn 为 实数 , 旦 它们 中 任意 两 数 之 和 非 负 

又 X19X29…9%s 是 非 负 实 数 ， 且 满足 Xi1+ Xs+… 十 X。=1， 求 证。 
AX1 + QsX2at "+ AnXnAXL + aX + + AnXn’, 
《第 一 届 全 国 中 学 生 数 学 冬令 党 选拔 试题 ， ) 

证 因 @1,4;,…s@s 中 任 两 数 之 和 非 负 ， 故 它们 中 至 少 有 一 
个 数 是 负 的 ， 不 妨 设 这 4 个 数 中 以 a1 最 小 ， 则 无 论 a 为 负 或 非 
负 ， 都 必 有 lcil< cl:(G = 2,3,… ,7). 又 由 题 设 有 | 

1 一 MiPAiP0C=2，3， pv， M， 

所 以 (asxs+ Qsxat + aaa) 一 《GaX 经 十 … 十 Can2 

= CaXa(1 ~— Xa) + AasXs(l— Ka) + + AanXn(l—X,) 
PAsXaX1 + AsXaXit + AnXnX 
lalX(Xs t+ Xa t+ + %,) 
=|alxi(l—X1)D— ax1(l — X11), 

即 CiXi+GCa2Xa 二 十 GaNoDPOCIXD2 + dXa + AX, 

四 、 反 推 法 . 

这 是 一 种 间接 证 法 ， 先 假定 要 证 的 不 等 式 成 立 ， 然后 由 它 出 
发 推出 一 系列 与 之 等 价 的 不 等 式 ( 即 要 求 推理 过 稳 的 每 一 步 都 可 
着)， 直 到 得 到 一 个 比较 容易 证 明 的 不 等 式 或 一 个 明显 成 立 的 不 
等 式 ， 由 于 等 价 人 性 ， 从 最 后 的 不 等 式 成 立 ， 得 知 原 不 等 式 成 立 ， 
这 就 是 通常 所 说 的 分 析 法 . 
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例 8 设 4,bsc 是 三 角形 的 三 边 , >>0, 求证 
a b C 
aim' Dim > Trm 
证 设 需 证 的 不 等 式 成 立 ， 它 等 价 于 
al(b+m) tbatm) C 
(a+ 1m) (b+ mm) c+m 
2ab+ m(at+ 6b) 一 
Qb+m(arb)+m” ctm 
abrm(arD) +m? C+ mm 
2ab+m(lat+b) . 5c 


<> 


<> 


、 mm*—ab mn 
Slt rmarD lt C 


<>mc— abc <2abm + 2:(a + 0) 
<>m[c- (4+)I<ab2m+0). 
因 c<a+b, 上 式 左 边 为 负 ， 而 右边 为 正 ， 故 最 后 一 个 不 等 
式 成 立 ， 
例 9 设 {4,} 是 等 差 数 列 ， 且 bl1，* 公 善 4>>0， 求 证 ， 数 列 
{10ganQn+!} 是 递减 的 ; 
证 我 们 需要 证 明 不 等 式 
10ga, (Gn + d)>1loglantn (dn + 2d). 
因 C&>1，d>>0， 故 0>1，10g。 (Co 十 d)>0, 从 而 上 不 等 式 等 价 于 : 


1 
1> fg a. TA lanta n+ 2d) 


=1og(o,tn dln log(on+a (Gs + 2d) 
<>1= og (ds + d)? 
>1log(e,ran dn 10g (anta (dn + 2d). (4) 
下 面 证 明 这 个 不 等 式 , 由 d>0, 易 知 Q,(4, + 24d) <(as + d)?. 
所以 ”logonra(ln + d)*>loga,radn (Qn + 2d). 
即 1> loge,+adn + logestatg, +2d) (>0). 
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再 由 算术 平均 -几何 平均 不 等 式 ， 得 
loges ads + 10gantal(an + 20) Y’ 
>E 2 | | 


logon radnlogan talQ, + 2d). 

注 ”本题 是 先 用 反 推 法 把 原 式 转换 成 较 容易 证 明 的 不等式 
〈4)， 然 后 再 用 综合 法 证 明 ( 实 际 上 是 放大 了 ) 。 这 是 证 明 较 复 杂 
的 不 等 式 的 常用 手段 . 

五 、 反 证 法 : 

这 与 一 般 的 反 证 法 思想 相同 ， 即 通过 和 否定 结论 ， 导 出 矛盾 ， 
从 而 肯定 结论 . 

例 10 以 a,b,cER, Hat+bte>0, abtbetca>0, abc> 
0， 求证 ，a>>0,5>>0,c>0， 

证 由 czce>0 知 Zz0 车 a<0,， 则 Bc<0， 又 因 a+tbte 
>>0， 所 以 

b+c>~-a>0. 

于 是 ab+bc+ca=a(b+c) + bc<0, 

这 与 已 知 条 件 a5+ bc + Cd>>0 矛盾 ,这 就 证 得 a>0， 同 理 
可 证 0,，c>0,， 

例 11 设 A(%),g(X%) 是 [0,1] 上 的 实 值 函数 ， 证 明 在 在 xX,， 
3 E50,1]， 使 得 

|x0yo — f(x0) ~ 9g(Y0) |> 子 . 
证 反 设 这 样 的 X,Y。 不 存在 ， 取 %。=0， =0; 有 


19x0-f(0) ~g(0)4 = 1f(0) + g60) < 


取 x6=0,3=1, 有 |f(0) + g(1) |< 和 
到 加 =1l =0: 有 |FGD)+g(0)| < 于 
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了 到 = 1 加 =1 有 |1-7G) -9g(GD) 1< 子 . 


所 以 1=|][1~-f/(1)~g(1)J+[f(1) + g(0)J+[f(0) +g (1)] 
~[f(0)+g60)I SI1-f(1) ~ gD) + 1) +g00)| 


+ |f(0) +g(1)1+ If(0) +g(0)1< 放 + 汝 + 二 1 


i 4 4 
但 这 是 不 可 能 的 


习 题 13 
1, 设 0<x<， 求证 ， cos2xz 十 xsiny<2. 
2。 长 为 gpD，c 的 三 角形 ， 其 面积 为 了 ， 而 外 接 圆 半径 为 1， 若 S= /RH 


+VB 十 VE ,t= 计 十 计 十 二， 则 S，t 的 大 小 关系 是 
(4) S<t; (B) S=t; ， (C) S> 右 。 (D) 不 确定 ， 
(1986 年 全 国 高 中 数学 联赛 试题 .) 

, 设 Y>>0， 求证 ， 271/112 2751/4>> 29.97176. 

. 设 03 十 3 二 2， 求 证 4 十 b<2， 

. 设 ;之 1， 求 证 : lg?(n 填 1)>lgnlg(%n 二 2)。 

.0 一 A，B，C<x， 求 证 

sin A+B+C >. sinA+sinB+sinC 


[| 


3 


等 号 何 时 成 立 。 
7。 设 &.,0s， 1 都 是 实数 ， 且 
全 和 - 
p> [zl=1,， Sxr=0, 
k=1 kel 
记 CI 一 max kx; bn 一 min 4， 求证 


1< hey i<<k<n 


: 入 i 1 1 
CA), 
i 1 
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第 14 讲 ”证 明 不 等 式 的 常用 方法 


与 技巧 (二 ) 
严 镇 军 


一 、 数 学 归纳 法 

证 明 与 自然 数 % 有关 (或 出 现 数 的 4 次 方 或 售 4 的 代数 式 ) 的 
不 等 式 时 ， 常 用 数学 归纳 法 . 

例 1 设 Y>0， 定 义 一 列国 数 如 下 ， 


x 
。" 了 个 
} Ra x, N=1,2.。 


fia(X) = 
试 对 一 切 小 于 3 的 正 整 数 ,证明 
Far 2) 2 M+ 1) 1 = 1 2 (1 


证 对 4 使 用 归纳 法 ， 当 =1 时 ， 依 定义 及 雪 沁 3， 有 
f 2 (1) = Mm">m’, 
2f1(m+1)=2(m+1)., 
因为 42 一 2C14+1)= 《14-1)?-3 之 4-3>0， 
所 以 fl1)>2f (m+ 1). 
即 2=1 了 时 命题 成 立 。 
诊 和 = 时 (1) 成 立 立 ， 即 对 一 切 正 整数 加 之 3， 有 
ferim) <2f m+ 1). 
于 是 ， 当 4=A&+1 时， 对 一 切 正 整数 办 之 3， 有 
fs) = HT) > n+) 
= (mntD) Lm + 1) emt 
= Om, (Fmt) > f+ 1)., 
这 就 证 得 对 一 切 正 整数 勾 及 一 切 正 政 数 区 之 3, (1) 成 立 ， 
例 2 设 Co>>0， 且 dz2<es 一 bi(2= 1 2) 求证 ， 对 一 
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切 2EN， 有 mn 所 二 
证 由 题 设 6<c:<c:- Ci2 = Ci(T 一 一 CD)， 又 di>0, 故 1 一 Ci 
9， 即 < 之 1, 设 入 = 时 ， we<- 下 面 分 两 种 情况 证 明 : 


hri< 一 一 一 


i 
(1) 若 44 声 i ， 则 
dna a) Cort 
(2) 车 一 一 <as 过 -+ ， 则 
天 十 工 2 
_ ==_ 1 
Ormanl-a) <F(1- Bi ) == oy 


注 在 本 题 的 证 明 中 ， 下 之 1 村 分 入 种 请 形 讨论 ， 是 为 
了 便于 放大 乘积 Cux(tL- 0)，* 即 当天 T<ar<- 志 时 ， 把 乘积 的 第 


一 个 因子 ws 用 -代替 ， 而 把 (1 -xz) 中 的 人 用 太 代替， 这 
种 技巧 在 不 等 式 的 证 明 中 是 很 有 用 的 . 
例 3 已 知 C,DER+， 且 工 + 了 =1。 求证 ， 对 一 切 2EAN， 
(a+D"-a"~b">2" -2 
《1988 年 全 国 高 中 数学 联赛 试题 ，) 
证 当 2=1 时 ， 左边 =0= 右边 ， 故 命 是 成立， 
设 4= 名 时 命题 成 立 ， 即 有 | 
(at -ar- bt22 2 (2) 
则 当 %=k+1 时 ， 
左边 = (a attlo pet+l 
= (atD)l(arD-at -btaD+ab, (3》 
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由 二 + 二 =l， 得 5g=C+5 又 
(+ 有 (二 + 了 )>4， 
所 以 ab=a + b>4. 
从 而 arb+ab:>2 warb.ab: =2v (aD) I 
之 2. 9k+1 二 24+2。 
再 由 (2) 及 (3) 知 
左边 之 4(2* 一 2411) + 24+4=224+2 .24+2 二 右边， 
这 就 证 得 对 一 切 %EN， 不 等 式 成 立 . 
二 、 变 是 代 换 法 
变量 代 换 ( 或 替换 ) 法 是 数学 中 一 种 常用 解 题 方法 ， 引 进 适 当 
的 代 换 ， 不 仪 能 使 不 等 式 的 证 明 简化 ， 而 且 比 较 容 易 找到 证 题 思 
路 .不 过 具体 使 用 何 种 代 换 , 则 因 题 而 异 .变量 代 换 的 总 目的 是 化 
繁 为 简 , 具 体 说 是 化 超越 式 为 代数 式 ; 化 无 理 式 为 有 理 式 ， 化 分 式 
为 整 式 ， 化 高 次 式 为 低 次 式 ， 等 等 . 
例 4 设 4>>1，nEN， 之 2 求证， 


va-1< ol 
Ma-1< pt 


证 直接 处 理 必 a 不 容易 ， 令 X=8/C-1(>0); 则 a= (1+ 
%)"。 于 是 ， 可 把 原来 的 无 理 不 等 式 转化 为 有 理 不 等 式 


(1+X)*<1+N%X, 
由 二 项 式 定理 及 %>1，X>>0， 这 个 不 等 式 显 然 成 立 ,从 而 原 
不 等 式 成 立 . 
例 5 设 X1,X2，…,X,ER'(n 之 2)， 求 证 
A Fe 二。 fF 
X12 + XXs MX22 十 MYaXy X2_1 十 XnXi 
2 
PR <n~1 
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证 ”为 了 把 式 子 写 得 更 对 称 一 些 ， 记 Yas+:=%i，Xn+e=%a。 


令 . 
y= Xe f= 1 2，…。 
“ Nir1iXNits . 
1 ~_ 1 oo. = 
则 2 十 XIYX 1 > 1+ ys 多 且 J?: Js 1。 于 是 ， 原 
不 等 式 成 为 
和 _ 1 op 
(1 1+; )< 
n 1 - 
即 Sil. (4) 
下 面 用 归纳 法 证 明 这 个 不 等 式 .、 当 入 =2 时 ， 有 
1 + 1 _ ”1 2+.Y1+ 


l+yi 1+9ye .1+Y1+ y+ yy 
=.2+Jit+Jua =1 
2+Ji+Jyz ” 
设 yy2…%=TI 时 ， 有 | 
1 1 


1+3 1+ys 1+ yn 
则 在 yy2…ysys+l= yy yz-iCysyusr = 二 1 时 ， 有 
1 1 十 1 > , 
1+Yyi .1+Yel 11+ yeyetl 
、 1 1 -1 
上 +- -> - 
多 证 1+% 1+yer1 > 1+ Yeyrts” 
1 1 1 1 
L 二 一 一 一 十 ，… 十 + 一 一 一 一 人 1. 
所 以 1+9 工 二 JJ 1+Yyg Tr 


这 就 证 得 对 一 切 自然 数 4 之 2, 4) 成立 ， 从 而 原 不 等 式 成 立 

三 角 代 换 法 对 于 证 明 某 些 条 件 不 等 式 是 很 有 用 的 (这 里 所 谓 
条 件 是 指 题 设 中 有 一 个 等 式 或 不 等 式 )、 

合 6 设 a,bER+1， 且 a+b=1， 求 证 
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(a + 3) + (b+ 3) > 
并 确定 等 号 成 立 的 条 件 . 
证 由 题 设 可 令 4=sin*p，b=C08*9， 于 是 由 2 Pe 


>F (m+) 有 
(er3) “0D) (snes a 


C 十 一 一 - 
+ (cos’ 人 Cs ) 


> [Gin P+ Es) 


+ (cos’p + < + 忘 5 让 


_ 工 ia 十 COS2p 
2 
-1 于 (1+ 一 人 和) > 也 2 
i+ 5 29 (1+4) 
-25. 
7 


上 面 的 推导 中 有 两 个 不 等 号 ， 第 一 个 不 等 号 中 等 号 成 立 的 充 
要 条 件 是 sinz 9 = cos* 9; 第 二 个 不 等 号 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 
sin?29 = 1。 从 而 原 不 等 式 等 号 成 立 的 条 件 是 4=5= 二 . 
例 7 设 X,yER,+ 之 1， 求 证 
[x*+2x%y-y* | 2., 
证 若 娄 + 儿 = 居 (0<R<1) ， 令 YXY=pcos2 ,y= ksin?, 
则 | 


lx*+2xy—y°|=h*)2singcos? +T(cos22 一 Sin22p) 


= 有 |sin2p+cos29| = V2 sin( 29+ 4)<v7. 


了 C 了 了 


下 面 讲 一 种 比较 常用 的 代 换 ， 例如， 在 假设 条 件 a>b>c 
下 ， 证 明 一 个 关于 aypc 的 不 等 式 时 ， 可 令 C=C+p0， b=c+o: 
(61 之 6 之 0)， 然 后 进行 论证 这 种 方法 称 为 “ 增 量 法 "或 “ 松 强 
法 ”". 它 对 于 许多 不 等 式 ， 特 别 是 对 称 不 等 式 是 很 有 效 的 。 
lga -lg3 ig(a ~ 2) 
例 8 设 a 之 4， 求证 一 lglg > lg 


证 设 C=4+5(6>>0)， 则 原 不 等 式 成 为 
lg(4+0) -lg3 _ lg(2+6) _ 


lg4—~lg3 
<> lg(4 i lg4 > lg(2+ 7 lg2 
< 十 3 lg(I 十 3) 
jg2 
Le 十 过 十 间 、 i + 3) 


因 lg(1+2 + pa lg¥ <lg2 ， 故 最 后 不 等 式 


成 立 ， 从 而 ， 原 不 等 式 成 立 
例 9 设 x,y,z 是 非 负 实数 ， 且 Xx+y+z=1， 求证 


Oyz+2X+Xy— 24yz < 


《IMO25-1， 即 第 25 届 国 际 数学 奥林匹克 第 1 题 ，) 
证 由 对 称 性 ， 不 妨 设 4PyPz， 于 是 1=Y+y+Lz3z 


即 =< 村 ， 从 而 27y2 < SASty, 
所 以 J2+2X+ (YY 一 2Xy2) >0. 
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再 证 右边 不 等 式 ， 在 前 述 假设 中 ， 有 的 y<2 


x+y= 邱 +5, 则 2= 计 - 且 0<6<1 


3: 


*y<( 了) <(#+ 3 


所 以 Yt+2X+Xy— 2XY2 = 2X+Yy) + XY 22) 
<(F-)310) + (4+2) (+2) 
- 亩 -年 + 光 = 计 -多 ( 计 -) 
< 去- 

三 、 函 数 方法 . 


函数 方法 是 证 明 不 等 式 的 一 种 基本 方法 ， 其 内 容 相当 广泛 
这 里 只 就 以 下 方面 讨论 : 

1。 二 次 函数 y(X%) = Xx?*+Pbx +c 的 应 用 ， 

2. 不 等 式 |Asinxj 志 4 的 应 用 ，。 

3。. 利用 已 知 函 数 的 增 碱 性 ， 证 明 不 等 式 。 


例 10 设 a， 5, xX, ykER'(kR<2), atb- kab=1, 
xX?+y 一 Rxy=1。 求证 


lJax— byl < i? lay+bx— kby| < < 了 7 二 二 素 - 
证 由 题 设 条 件 ， 有 
1= (a’*+b~ kab) (x y*— kxy) 
= (ax~ by):+ (ay+ bx — Eby)’ 
-kl(ax—-by)(ay+ bx — Rby)., 
记 A4=ax-0y,B=ay+t+ bx 一 kby， 则 上 式 成 为 
A:-kAB+ B-1=0, 


(4) 
这 是 一 个 关于 和 4 的 二 次 方程 ， 因 4E€ RR， 故 判别 式 


全 
3° 


A=(-hB):-4(B:- 1)>0, 


所 以 BI<ziRs Be:* . 
同 理 ， 把 (4) 式 看 成 是 关于 BB 的 二 次 方程， 得 


IAl< in . 
例 11 求证 , 对 任何 xER， 有 


1 6COSX + Sjny —5 
ED 3Sinx% ~—5 <5, 


证 作 万 能 代 换 # = tg 季 ， 风 


:2t -1-8 
sin4= i COMX= ie. 
rh =_6coSX+SinX -5 _ -11t2+2t+1 
所 以 y= -gco8z 3sinr-5 -7 6t-3 * 


记 上 式 为 y， 因 6 -4x7x3<0， 故 分 母 ~ 7 刀 - 64- 3 恒 小 于 0. 

于 是 可 整理 成 上 的 二 次 方程 
(7y~1D)t2+2(3y+ Dit+3y+1=0., 

当 y*- 汪 时 ， 由 1ER， 得 


和 A=4[(3y+1)2- (7y~ 11) (3y+ 1)] 
=16(3y+1)(3-y)>0, 


- 汝 YR3, 


又 了 = 学 时 ， 上 不 等 式 也 成 立 , 


注 本 题 的 方法 ， 是 证 明 关 于 siny ，cosy 的 三 角 有 理 式 
Rlsin Y， cos Y) 的 常用 方法 ， 一 般 来 说 ， 用 万 能 代 换 总 可 把 
全 (sinx，cosx) 化 成 关于 ft 的 有 理 式 . 

例 12 设 NTX2+Xy= NIXz XXs Xl=g， 求 证 ; 
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所 以 


1) pr~ 3g>03 
(2) 如 -3v 环 -30<wo< 好 +3V D3- 123 
和 证 (1) 由 题 设 ， 有 xz2+%22+%s2= 大 -20， 所 以 
0<K1~ Xa)? 十 《Xas 一 As)2 十 (Xs 一 Xi)2 
=2(Xi2 十 %Y22 十 Yas2) — 2CX1NXs + XaXs + XsX1) 
=2(p’-2g) ~2g=2p*— 64. 
从 而 办 ~ 3g>0. 
(2) 由 对 称 性 ， 只 需 对 Xi 证 明 第 二 个 不 等 式 . 为 此 ， 我 们 
设法 造 出 一 个 关于 Xi 的 二 次 不 等 式 ， : 
因为 X2+ Xs= (Xi+ Xs+ Xa) 一 pt 
所 以 XaXs = (XiXs + XaXs + Xax1) ~ XIX2 + Xs) 
=g— Xi(p— XxX)., 
于 是 2 gq— Xi(p— Xx1)]= 2X XX + Xs’ 
= (X17 + Xt Xa) — XL 
本 24 一 Xi2， 
即 —2px1+44— p<0. 
因 ao 二 方程 各 于 2pX1+ 44— pt =0 有 两 个 实 根 
a, B= p+ -3g ， 


所 以 栖 - 子 v 丈 - 59<n< +3V Pg. 


例 13 设 C， 05， 4 及 万 都 是 已 知 实数 , 如 果 对 任何 YER， 
f(x) =1-acosx- bsinx -Acos2x -Bsin2x 之 0. 求证 ， 
g++ EB (IMO 19-4.) 
证 “用 反 证 法 ， 其 思路 是 ， 反 设 吧 + 1P>2 或 42+ 局 >1 ， 
设法 找 出 一 个 数 za， 使 有 (Xo) 过 0 就 将 导致 也 盾 . 为 此 ， 先 用 热 
知 的 三 角 方 法 ， 通 过 引入 辅助 角 9 及 2， 将 jx) 的 项 减少 。 即 
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选取 bg，92， 使 本 
JCY) =1- Va+t+Bsin(x+0)- v At B: sin2(x + 9). 


分 别 取 4= 于 -0,4= 守 ~0= 球 +x 得 
f(x)=1~-vVa thsinT -A+ sing (x +9) 
4 


<l~-w7 sin 二 ~ A’*+ B: sin2(x,+ 9) 


= -VA’+ Bsin2(x,+9), 《5》 
f(x) < ~ A Bsing(x, + 9) 
=vVA’+B:’ sin2(x, + 9). (6)- 


从 (5) 及 (6) 可 见 ，f (x1)<0 及 f(xs)<0 总 有 一 个 成 立 ， 这 
与 所 设 矛 盾 ， 邯 证 得 az + ?<<2， 

和 全 +BB<I 的 证 明 是 类 似 的 ， 留 给 读者 自己 做 . 

例 14 设 XER， 求证 


2 sins( 下 - “2 V2 <cos(sinx) - sin(cosx) 
pgin2{ TT 2) 
| <2sin:( +2 , 
“证 作 如 下 三 角 变形 ， 
cos(Sin Y) ~ sin(cosx) = cos(sin %) ~ cos (至 一 cosx} 
-oon TT. Cos + sinx ) 。 区 
2sin( 3 一 7 sin( 气 . 


~ _COSX~ sinx ) 
- 3 。 


由 cosYy 士 Siny = vzsin( 守土 达 )， 有 
-ww2 委 cosxy +sinYy<w 了， 故 


工 _ 愉 2 一 COX+tsinx 


-TD 
4 2 1 2 <1 2 “ 
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又 0< 等 -252 < 于 + 2 < 于 ， 且 sinxz 是 [o， 子 ] 内 的 增 
函数 ， 所 以 原 不 等 式 成 立 .， 


习 题 14 
1. 设 YE 入 ， 求 证 
ll! 一 一 1., 4. 302 — -1 
Vm < 5 于 nl yantr: 
2. 设 有 数列 m=/f(a), dnt+,=f (Aan)(H=1, 2， … 小 ， 这 里 f(x)= 
2X(1 一 X)，0<4<1。 求 证，0<as Qn ,1. 


5。 设 1<x:<2， 且 xfrti 一 1 十 ta 一 二 2n2(1 一 1 2， …)。 求证 ， 
lxn—V 2 |<2""(n>3). 


4。 设 a aa, b1, bo€ R', 且 aie1 一 D1 二 4zcs 一 bs?。 求 证， 
(~—Qs)(c1~—c2)—(b1—be)’ < 0. 


5。 设 MIME Rt+，0<x<1， 求 > (mt) 


6, 设 C， b, CE RR!, 且 & 十 DC， 求证 ， 
astb3+cst3abc>2at+b)e:, 


一 和 


n nn 四 
7. 设 X*，yER+，nEN, 求证， 三 ?>(- 和 7 ) . 
， 设 1al<1，[bi<1，|cl<1, 求证 ; ab+bc+ca> 一 1. 


“ 设 4>b>0，0<9< 记 .求证 secb 一 btg9>V tb - 
10, 设 Ci, BE R'(f=1,2,..,%), 且 b>bat +b?,, 求证 日 
(a2- ba2- see 一 Cn2)(512 一 be?— oe. -b.?)<( 0D _ aba ~ 一 anba)’, 


等 号 当 且 只 当 -一 -多 -一 … 一 -0 时 成 立 ， 


第 15 讲 重要 不 等 式 的 应 用 
严 镇 军 


一 、 排 序 不 等 式 及 其 应 用 1 
排序 不 等 式 ( 又 称 排序 原理 ) ” 设 有 两 个 有 序数 组 
QA ARb SDE bs, 
则 Qibi+a2bs 十 … +an0,( 顺 序 和 ) 
之 iby +T 42by,+ + anby,( 乱 序 和 )》 
之 Qibn+ Q2Dr-1+… +4nb1( 道 序 和 )， 
共 中 fi9f29°" 9 fn 忱 是 1，2，…3% 的 任 一 排列 ， 当 且 仅 当 &1= xz = 
"=Qrn 或 b= bs=…= bs 时 等 号 (对 任 一 排列 J19729… 397n) 成 立 、 
证 不 妨 设 在 乱 序 和 和 S 中 j,#A( 车 j= 则 考虑 js-1)， 且 
在 和 S 中 含有 项 Qsba《k 关 4)， 则 
arbn + anbs, arDs, + anbn. :. (1) 
事实 上 右 ~ 左 = (du 一 0x)(p -5 之 0， 
由 不 等 式 (2) 知 ， 当 及 类 % 时 ， 调 换 S= aby t+ +r bsst 
QnDyna(fr 生 2) 中 bs 的 By， 位 置 (其 余 不 动 )， PS 
调整 好 4 及 有 后 ， 接 着 再 仿 上 调整 ci 与 5-1， 又 得 S:>> 
如 此 至 多 经 4 一 1 次 油 整 得 顺序 和 : 
abitasbs te FanbraD t+ ad t+ ntanbss. (2) 
这 就 证 得 " 顺序 和 不 小 于 写 序 和 显然 ， 当 w= 人 =……=an 或 
b1= bs=… = Ds 时 (2) 中 等 号 成 立 . 反之 ， 车 它们 不 全 相等 ， 则 
必 存 在 ] 及 ， 使 训 >D，4s>0r， 这 时 1) 中 不 等 号 成 立 ， 因 
而 对 这 个 排列 (2 中 不 等 号 成 立 ， 
类 似 地 可 证 乱 序 和 不 小 于 逆序 和 ”， 
例 1 设 a,5,cER*， 求证 
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+h b+e? C2 十 C2 
+D0+C 挟 和 + + 一 十 
20+ < 2a 20 


证 由 于 不 等 式 关于 4，b,c 对 称 ， 可 设 02DD2DPC>0。 

于 是 0 二 2>c?， 二 > 了 > 二 

再 对 这 两 个 有 序数 组 用 排序 不 等 式 ， 得 

2 二 二 让 +C?: 坪 ( 道 序 和 )<0 二 + Db -二 C 
序 和 ) 


及 a 二 + 让 + Ca co 可 . 


以 上 两 个 同 向 不 等 式 相 加 再 除 以 2， 有 即 得 原 式 中 第 一 个 不 等 
式 . 再 考虑 数组 


Gr>0r>e'>0 及 下 之 小 之 加 


仿 上 可 证 第 二 个 不 等 式 ， 请 读者 自己 完成 . 
注 利用 排序 不 等 式 证 明 其 他 不 等 式 时 ， 必 须 制造 出 两 个 合 
适 的 有 序数 组 . 
例 2 设 a1429'*',QiEN， 且 各 不 相同 . 求证 
1+ 二 + 二 g 二 
证 设 六 2 Ds 是 Qa19429… dn 的 重新 排列 ， 满足 
bb bs,. 


1 二 >…> 站 
又 1 全 到 全 全 人 > 之 一 5 


序 ? 


1 
十 十- 一 和 Ci 十 
,Al 


所 以 G+ +t" > + 如 


由 于 bs bs Ds 是 互 不 相同 的 自 然 数 ， 故 


了 1 


bi>1, b>2, 0, bn 
从 而 B+ 从 ++… + 这 1+ 汪 ++… + 地- 
故 原 式 得 证 . 
利用 排序 不 等 式 及 函数 的 单调 性 ， 可 以 写 出 许多 不 等 式 ， 例 
如 , 设 A 则 


La La 从 
2 XSinxi2 ZXSiny > Sxnri-idiny,,. 
t=1 1=1 t=1 


其 中 JJ 59s 是 X19X2s… 5X， 的 一 个 排列 . 
利用 排序 不 等 式 可 以 推出 许多 重要 不 等 式 . 
二 、 平 均 不 等 式 及 其 应 用 
人 们 常用 平均 的 概念 。 在 课本 中 已 讲 过 ?zz 个 正 数 4a,4s，…， 
-nm 的 算术 平均 和 几何 平均 分 别 是 
A tat ta 
了 2 
和 Co= Yard"an. 
此 外 ， 还 有 调和 平均 (在 光学 及 电路 分 析 中 用 到 ) 


H,= — 1 
-一 -十 一 -十 和 十- 
Qi as a 


和 平方 平均 (在 统计 学 及 误差 分 析 中 用 到 ) 
” 7 


这 四 个 平均 值 有 以 下 关系 : 
H,.<G.<A,.<Q,. 
其 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 都 是 41 = la= …= Cn 
首先 证 明 算术 平均 -几何 平均 不 等 式 4A, 之 G,。 记 


CIC2 CIC2 Cn 


CI 
2 和 ?9 ?Yo Gl 
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= 1 -yy = 
VT? = 9 ya x 


由 于 数组 X1，Xs，… sxX。 和 数组 Jiy Ja ya 中 对 应 的 数 互 为 
倒数 ， 由 排序 不 等 式 ， 得 
X12yz 十 十 Xnyn( 逆 序 和 》 
<Miyn 二 MXayi 二 十 Xeaya-iy 


Qi Ca， 
即 | MK 人 人 
从 而 4.<C。. 和 aa Xi= Xz2= = Xn 或 1= Y= 
=Jn 时 成 立 ， 而 这 两 者 都 可 得 到 C, = 42=… = Lv。 


下 面 证 明 瓦 ,<G.。 对 和 个 正 数 -二 ， 工 ，…， 工 应 用 G， 
dada! ds Cn 
<4,.， 得 


即 G, 之 旦 ,( 等 号 成 立 的 条 件 是 显然 的 )， 
最 后 证 明 4.<Q.， 它 等 价 于 
ML + As+ + A) — (dtaAst+ e+,)’>0, 
而 上 式 左边 = (Ci - la)2+ (Qa)?+… + (di a4,)? 
十 (Ca 一 Cs) 2 十 十 (C2 一 Cao)2 
十 二 (Cn 一 Cn)22P0， 
于 是 不 等 式 及 等 号 成 立 的 条 件 都 是 显然 的 了 。 从 这 个 证 明 看 ， 
4.<Q， 对 一 切 CI13C2… sn 怀 成 立 ， 
例 3 设 *+y+z=0， 求 证 
6CX3 +4 y+ 2) XL + y+ 23)3, 
证 法 一 由 2= 一 (Xt+y)，、 得 +t+23=3xyz ， 记 了 = 
6(X3 y+ 2)?= 54X*y?z?! 现 在 从 外 形 上 看 可 以 应 用 Gs<AsT, 
但 只 能 得 到 较 粗 糙 的 不 等 式 
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r<s4( tr ) = (+ 也 + 
这 就 要 好 问题 重新 考虑 .由 于 x+y+z=0 及 对 称 性 ,不妨 设 : 
xzZ0, 7 和 0， 把 了 改写 成 
_ Ixy| ,Ixy| ,, 
17=216- -> 一 2 2 


lxy] ,1x3| 


2 2 te 2 3 
<216 一 一 一 一 = (2z2+21X71)3 。 


再 注意 到 X= (X49)? 一 2X9= 2+21737| ， 故 2z2+. 
21xy|= 人 + 总 +2。 从 而 原 式 得 证 ， 
注 由 上 面 证 明 可 见 ， 把 同一 个 乘 式 用 不 同方 式 看 成 几 个 因 . 


式 的 乘积 (加 上 面 分 别 把 ‰2y2z2 分 别 看 成 2.72.22 及 4 


2， 应 用 C,<4,. 所 得 的 结果 不 同 ,当然 ， 同 一 个 和 式 . 


也 可 用 不 同方 式 拆 成 若干 个 项 的 和 .: 
证 法 二 由 于 Y+y+z=0 及 对 称 性 ,不 妨 设 Y，7ZP0,z 委 0，. 
出 YX+y= 一 z， 得 2= (XY+y)2， 从 而 
(和 十 久 二 2)8 一 8(X2 十 Xy 十 3 
由 4:>>GCs， 得 


2 
+ + 和 + 也 + + 


2 2 2 2 2 2 
>3:/ E+ > 
多 
所 以 (x?+y+27)3>28 x 27 x -一 二 2 一 = 54 和 52223 


= 6(Xa + y+ 2)?, 
例 4 设 Qdis429**90nER*,S=a1t+ast' + Qns 求 证 - 


JI4 


2 个 
C+D to) (ta) CLT S++ +-S_ 


fT* 
证 由 C.<4,， 得 
左边 = (et a) =(1+3 小 
ee 


S YY” 
+ 
因为 MI= (2 一 KE NCH 9 
1, mn 1 me 
所 以 CI 六 = mi ro mT ~ > < i 


从 而 。” 左边 1+S+… tt "+. 


应 用 G,<4,。 时， 常 要 将 乘 才 看 成 连 乘积 ， 有 时 还 要 巧妙 地 
北上 因子 1. 


例 5 设 nEN, 求 证 ， Ga (+ 二 
(+ Gri) Gi) ， 


证 由 Gs 人 4。 有 


一 一 -一 一 一 -一 一 -一 
N+1 个 
1 -1 \n+2 
< |irorn(i+) = (2 + 
! N+2 N+2 " 
1 及 二 下 1 十 2 +2 =( 1 ) ， 
所 以 (i+ 二 > 人 7 N+1. i+ n+l 。 


例 6 设 X1,X2，,…,X, 都 是 正 有 理 数 ， 且 各 不 相同 ， 求 证 
( 多 1 十 区 22 十 ane + Xn2 )™ +n 
Kit Xst e+ Xn 


证 先 设 所 有 %EN， 用 4, 之 G,， 因 Xi 各 不 相同 ， 得 
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ph EE FE Mn 


仁 《Xi 十 %i 十 … 十 Xi Part， + 
之 人 
人 3 个 | 


万 边 =| 


PX Xn. 

下 面 再 设 % 是 正 有 理 数 。 记 和 是 %iyXaz，…Xr 的 各 分 母 的 最 
小 公 倍 数 , 则 MXiy7MXa，… MXn 都 是 正 整数 , 故 由 已 证 得 的 情形 ， 
得 (MX1) ?+ (MX2)° + 十 Cao | 

MAXT 十 MXa +t "+ Xn 
> XD MA) (Mo 
两 边 开 zz 次 方 并 除 以 maea+2+ …*x) 即 得 原 不 等 式 ， 
例 7 设 a,b,c,;d ER+， 求 证 


/abetbed + edat adb /er +e td’ 
V 站 ~ 4 . 
证 首先 两 次 应 用 C: 委 4:， 得 
bet bed + cdat dob 2 9 red -3 


eb ed e+d a+t+b 
1 1 ; (2 + ctd 中 
十 C+ +b+i+c+d. 
= 下 < 一 2 一 / 


2 =( <.23c+d) . 


好 ebe+ bed+ edat dab < athtetd 


再 由 44,<Q.， 有 


a+b+ctd -一 C2+ 轨 +C2 二 0 
4 4 ° 
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三 、 柯 西 不 等 式 及 其 应 用 
柯 西 (Cauchy) 不 等 式 设 biyCa，…Ga 是 任意 实数 ， 则 


(aibi+ asbs 二 十) 
< +Q22+ + Gn) (Bi? + ba t+ ee 十 b.*). 
等 号 当 且 只 当 b= kas(& 为 常数 ,i=1,2,…,%) 暑 成立。 


证 不 妨 设 ai(i=1,2,…54) 不 全 为 0，b; 也 不 全 为 0 (内 为 
4 或 01 全 为 0 时 ， 不 等 式 显然 成 立 ) . 记 


A=Vartast+ tar, 有 =wD2+p2+ +p2 ， 上 且 邻 
bs 


t= 9 有 


则 Xi2 十 Yo22 十 十 


Xr? = 1 Yt "+9 ， 卫 是 原 不 等 式 成 为 
X171 十 X2yz 十 … 十 ey 
即 7 2X1Y1 + Kays t+ «+ Xnyn) 
XI + X22 + 


“+ + yey 
它 筹 价 于 (Xi 一 yD2+ (Xs 一 ya)?+ + (Xn ya) 20. 


这 个 不 等 式 显然 成 立 ， 其 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 Xs = 


Jr 
一 1 2， 


7M)， 从 而 原 不 等 式 成 立 ， 且 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 


bs = pai(t= 务 ). 
例 8 设 a:€ER'(i= 1,29°%° 3%) ,Qt Ga + on + Gn = 1， 求 证 


六 Ci 十 1) CTI 
1=1 . us 3 
证 首先 证 明 对 任何 ar€ R* (i= 1,29… 1) 有 
1 1 ] _ 
(Qi+ Qas+ +ad( 2 十 了 十 十 1-)>:. 


事实 上 ， 由 柯 西 不 等 式 ， 得 


上 式 左边 = (VaD* (2 
#4=1 Va 
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>(SVa -加 
下 面 证 明 原 不 等 式 ， 仍 利用 柯 西 不 等 式 ， 得 
[SB: (a + 过) a 十 二 ) 


因为 Pa,= 


Wa [ae , 订 a 
[D> 
从 而 之 Ut 1) > + 。 


例 9 设 aysbiscisdi€R'(t=1,2,." 7), 求证 
(Zaibicsd, ) <Za.: p33 ct Das, 
;21 i=1 1=1 iL 1=1 


例 ”两 次 应 用 柯 西 不 等 式 ， 得 
左边 三 [Sas (cds ) 


， 2 ， 
<[Bees):] cao 
3 2 % 2 
= [Be ] [Beeae ] 
< a bt: ci 
31 1=1 1=1 re 
例 10 设 忆 是 A4BC 内 一 点 ,7197297s 是 P 到 三 边 41,4;， 
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as 的 距离 ,及 是 A4BC 外 接 圆 半径 ， 求 证 ， 


Vri+Vrs +wys 二 -过 (Ci2+da2 上 Gas2)112 ， 
分 析 等 号 何 时 成 立 . | 
证 由 柯 西 不 等 式 ， 有 


ri + rs + rs . 


I Yate Vaan Ye 
+ 1 72 


让 + 去 


(qari 十 CC28Y 2 十 Csys) 1 (i+ 工 + 


记 S 为 A4BC 的 面积 ， 则 


a Qsa 
Qfit drst Aasrs=2S= 2. 000 = Ga ， 


~ 4R 2R 


_ _ yy) 1/2 /- 1 /3 
所 以 vv 六 sw 去 <(C2oes ) ( dals + gd tags) 
2R . Ud20s 


QsQs + dsQi1 + Qa) ? 
= SR (a 3w1 1C2) 


= 一-[(《C22 十 人 2 gata 十 Ca22)172]172 
SR ast a) ast tar + Gr)! 1 


= 了 这 (Ci2 十 022 十 Ca2)172 (3) 


在 上 述 推导 中 用 了 两 次 柯 西 不 等 式 ，(3) 中 第 一 个 不 等 式 的 
等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 


arr=h/l, Varr=hfl, var =k/l 
Va -hi aars pfl, Vlasrs hf. 


即 Ci271 = Ca21s = srg. (4) 


《3) 中 第 二 个 不 等 式 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 
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0 > 
这 样 ， 由 (4) 及 (5)， 原 不 等 式 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 ; 
和信 4BC 是 等 边 三 角形 ， 且 己 为 内 心 ( 即 71=7;=7s) 
习 题 15 
1. 设 g,5,cE R'+， 利 用 排序 不 等 式 证 明 ， 


(1) a°b?<aba(asb). 
(2) a?°b2c3 >> ab+ cheracard, 


a b C 
(4) De te Pe 


2. 设 C5 02，…， Cn R', 求证 ; 
人 


5. 设 NWE N，4>>1， 求 证 ， C2 上 +C2 十 二 Gong 
4. 设 0， d>0, Qn=Artd(k=1, 2， …)， 求证 


2 < 二 < 二 + 寻 上 -Ve ). 


5。 求证 ， (1-=)(:- -65 本 565 < 
6。 用 柯 西 不 等 式 证 明 例 2 中 的 不 等 式 . 


7. 设 nEN， 求证 ,三 VC Sv i). 
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第 16 讲 ”几何 不 等 式 的 证 法 (一 ) 


严 镇 军 


几何 问题 让 出 现 的 不 等 式 , 称 为 几何 不 等 式 .由 于 这 里 较 多 地 
”讨论 三 角形 中 的 不 等 式 ， 约 定 使 用 以 下 一 些 习惯 记号 ; 在 人 ABC 
中 ，a, 5， C 表示 三 边 长 ， A， 爵 ，C 表示 对 应 角力 表示 半 周 长 


(印记 = 于 (za+ 54 6) J 和 人 表示 面积 ，hs， 有，h。 表示 对 应 边 上 


的 高 ，7。，Ms， Wo 表示 对 应 边 上 的 中 线 ， 尺 及 y 分 别 表示 外 接 
圆 及 内 切 圆 半径 . 

证 明 几 何不 等 式 ， 视 其 在 论证 过 程 中 ， 以 运用 何 种 知识 为 
主 ， 大 致 上 分 为 三 种 方法 几何 方法 ， 三 角 方法 ， 代 数 方 法 不 . 
过 这 三 者 也 很 难 截然 分 开 ， 

一 、 几 何方 法 

下 面 儿 个 例题 主要 是 利用 几何 知识 来 论证 的 ， 

例 1 在 入 4BC 中 ， 求证， 


3 
Ta+b+e) 


<Mmat+m +mo<at+bte, 
证 如 图 16-1， 把 BC 边 上 的 中 
线 AD 延 长 至 41, 使 AD= A1D= mm,. 
于 是 ， 从 A4B4: 得 8+c>2%o。 同 
理 c+a>>2m，at+b>>2m。， 把 这 三 
个 同 向 不 等 式 相 加 后 除 以 2， 即 得 
Mat msti+ Hoatbtie, 
设 O 为 A 人 ABC 的 重心 ; 则 AO+ 


BO>AB, WT3m +3m>e. 
同 再， 之 ms + mo>a ， 凶 WM。 + ns>8. 把 这 三 个 同 向 不 等 


式 相 吉 后 后 除 以 子 , 即 得 ma + No + me > EatDb+e). 


例 2 在 凸 四 边 形 ABCD 中 ， 已 知 4B+BD<4C+ cD, 
求证 ， AB<AC. 

证 法 一 如 图 16-2， 丁 四边形 的 
对 角 线 相交 玫 O, 则 

AC+ BD 

= (AO+OC)+ (BO+ OD) 

= (AO+ 0B) + (CO+ OD) - 

>AB+CD, 图 16~2 
把 此 不 等 式 与 题 设 不 等 式 相 加 ， 得 24B<24C, 有 即 4B<AC . 

证 法 二 反 设 4B>>4C， 则 人 4CB>L4BC. 由 于 对 角 
线 4C 在 形 内 ， 所 以 人 BCD> LA 人.4CPBDPL4BC>ALDPCGC， 从 而 
BD>DC， 于 是 4B+ .BD>4C+ DC， 这 与 题 设 矛盾 . 

例 3 在 A4BC 中 ，P，@， 尺 将 其 周 长 三 等 分 ， 且 忆 ,Q@ 东 


4B 边 上 ,求证 总 :20 > 全 ，(1988 年 全 国 高 中 数学 联赛 试题 ，) 


RK 证 ”如 图 16-3, 在 AB 
上 取 Q 点 ， 使 4Q' = PQ， 
则 4Q'= PQ 
= 了 (4B+ BC+CA) 
4 PP CQ 8 : 


1 ,4 2 
图 16-3 >5(4B+AB)-34B, 
且 4P< 了 于 45， 于 是 


了 22 


AR= (AP+AR)-AP=—~= iAB+BC+CA- 4P 
> apr BC+ Ch 1Ap>1AC 所 以 
1 ap aps 2p 1 
Sargn = Ssa0r 二 志 AR 4 nd 34B 4 2 
Ssanc Saasc 4AB.ACsinA AB.AC 9° 


注 题 中 的 ?是 最 佳 的 .例如 , 取 一 个 周 长 为 1 的 A4BC, 生 
4B=4C， 令 日 与 已 重合 (图 16-4). 当 BC>0 时 ,4B= 4C~ 


卫 ，BP= 才 ，4P~> 二 ，4R> 去 ， 所 以 
1.1_1.1 
Sapgr ~ _I44 9446R 一 人 44P8 >2 6 6 6.2 
Ssasce Saanc 1 9° 
2 2 
e 
R 
4 P B.9 
图 16-4 


例 4 设 两 个 全 等 矩形 的 边 有 8 个 交点 ， 即 它们 的 公共 部 分 
是 一 个 八 边 形 ， 求 证 ， Sb 形 >> 并 有 . 
证 设 全 等 算 形 PQRS 和 PiQuRiS, 有 8 个 交点 4，4， 


，4s( 必 然 是 每 边 与 另 两 边 相交 ， 图 16-5 中 未 标 出 4A,，4,， 
44) 作 AsN LPS, AMI1 PS, (N ,MM 是 垂 足 )， 则 AsM = 


AsN =5(C 声 是 矩形 的 边 长 ) ， 于 是 A4s4,MSA4s4V ， 从 而 
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.4.4M= LAsAN., 即 
A1Ahs 是 PS 与 PiS, 交角 的 
平分 线 . 

同 理 ， 4s4, 是 RS 与 
RS 交角 的 平分 线 ， 由 于 
PSLRS，PIS RS ， 记 
以 ,A.4; LAs4, 或 4.4, 1 
‘Ad. 但 4: A 与 A,4, 必 


相交 ， 从 而 具 能 4 
.44,. 
所 以 ”Ss 边 形 和 442…As 沁 SS4 边 形 A1AsAs A? 


= 于 4i40 A441 之 二 ap = b= Spaas ， 


《图 中 未 作出 四 边 形 4,.4.4.4,) . 

,多 5 在 Rt 人 ABD 中 ，AD 是 斜 边 上 的 高 M,N 分 别 是 
A4BD 与 人 ACD 的 内 心 ， 连 结 jMN 并 
延长 分 别 交 AB 与 4C 于 KK 及 L, 求证 ， 
Sasnc2S4nrr. (IMO29-5. ) 

证 依 题 意 作 图 (图 16-6) ， 连 结 
AM,AN, DM,DN R BM. 
由 于 A 4DBc 人 ACD， 并 注意 
g 到 DM 与 DN 是 这 两 个 相似 三 角形 对 应 
4 ! ”多 的 分 角 线 而 骨 ，N 又 分 别 是 它们 
图 16~6 的 内 心 ， 
器 -区 (= 相似 比 )， 
又 易 知 LMDN = 90*， 从 而 ANMD-A4BD. 所 以 ,ANMD 
与 人 4BD 的 对 应 边 的 交角 相等 ， 例 如 ，NAM 与 4B 的 交角 等 于 
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DM 与 DB 的 交角 ， 即 人 LKA= BDM = 45°. 八 A4KL 为 等 腰 直 
角 三 角形 . 又 由 人 MKA= = AMDA, LMAK = AMAD( 因 MWM 是 
内 心 ),4M 公 用 ， 可 见 和 人 AMK 名 人 A4MD. 故 AK= AD= AL. 

于 是 Shusc = 才 4B. AC, . 

Sag =4AK: AL = AD A A - 
=14B.AC. 4 <1AB: AC. 

所 以 s Suanc>2Ssarz. 

注 . 这 个 证 法 是 我 国 一 名 得 金牌 的 选手 作出 的 ， 比 竞赛 委员 
会 公布 的 解答 简单 得 多 ,其 妙 处 有 两 点 (9) 利用 了 两 个 相似 三 
旬 形 中 对 应 线段 的 比 等 于 相似 比 (2) 利用 了 对 应 边 夹 角 的 关系 ， 

二 、 三 角 方 法 

这 一 小 节 ， 着 重 通 过 三 角形 中 的 不 等 式 ， 曾 述 三 角 知 识 的 应 
用 . 最 党 用 的 角 知识 是 : 

.三 角 恒 等 变形 ”这 主要 是 应 用 和 ( 差 、 倍 、 半 ) 角 公 式 ; 

人 六 和 人 人 和 负重 了 放下 和 区 

2. 边 角 互 换 这 主 要 是 利用 各 三 角 函 数 的 定义 。 正 总 定理 
及 余下 定理 等 ， 把 一 个 关于 有 角 的 不 等 式 转 的 成 关于 边 《或 其 他 元 
. 素 ) 的 不 等 式 ， 或 者 反 过 来 ， 把关 6 
于 边 (或 其 他 元 素 ) 的 不等式 转 
换 成 关于 角 的 不 等 式 . 具体 做 时 ， 
也 可 能 是 只 把 不 等 式 中 关于 角 (或 
边 及 其 他 元 素 ) 的 一 部 分 式 子 转换 
成 关于 边 (或 角 及 其 他 元 素 ) 的 式 
子 ， 从 而 制造 出 便于 处 理 的 形式 . 

例 6 证 明 ， 在 人 4BC 中 ， 
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COP + heb + h,. 
-证 把 hb。 和 hc 都 用 sin4 表 示 ( 图 16-7)， 得 
Ctho- (b+h)=cecthsindA~b-csinA= (c- 6) (1— SinA). 
因为 1~sin4>>0(0 过 4 过 rz)， 所 以 Cc 之 >b<>c+ heb+h,. 
例 7 证 明 ， 在 人 ABC 中 ,有 Qa?+ 了 +c*>4vV 了 人. 
间 等 号 何 时 成 立 (这 个 不 等 式 叫 魏 琴 伯 克 (Weitzenberk) 不 
等 式 ) , 
证 法 一 ”由 余 纺 定理 及 三 角形 的 面积 公式 ， 有 
a+ +e~dvV 3A=a+th+a+t+bh -2a cosC-2v 3absinC 
=2[a: + 0~ 2absin(C + 30°)J>2(0:+b- 200) 之 0. 
易 知 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 C+30°=90° 且 a=b. 即 当 且 仅 当 
和信 4BC 是 正三 角形 时 等 号 成 立 
证 法 二 ”由 正 豆 定理 ， 有 


人 = absinC = 2R’sinAsinBsinC, 


故 otbre _ 4sin’A+4sinB+4sin:C 
| 人 2sinAsinBsir:C 
od sin' Asin’ Bsin’C -6 1 (1) 


sins Asins BsinsC SsinAsinBsin CG 


利用 积 化 和 差 公式 ， 不 难 证 明 sinA sinBsin C< 3 3 3 


» (2) 


等 号 当 且 仅 当 4- 于 站 立 ( 休 汪 入 也 可 参 
看 下 面 例 8 后 的 注 ) ， 再 把 (2) 应 用 于 (1)， 得 
C2 十 82 十 C2 1 一 
一 -一 一 人 6 一 一 一 二 4v” 3 。 
人 $f 3 3 
Vi 
等 号 成 立 条 件 的 讨论 从 略 . 
例 8 在 ABC 中 ， 求 证， sin?4+sinzB+sinC < 了，(3) 
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竺 号 当 且 只 当 .4= 已 =C= 工 子 时 成 立 ， 
证 作 如 下 的 二 负担 等， 得 
sin24 + sin?B + sinm:C' 


= -924 + 1 28 + (1 cos:C) 


=2—Ccos(A+ Bycos(A -B)-cosC 
=2+cosCcos(4- 忆 ) -cos2C 


1 9 9 
一 2 心 = 一 一 
<2+ cosC| - cos2C (leos CI 十 下 窑 可 ， 


等 号 成 立 条 件 的 讨论 留 给 读者 ， 
注 (1) 了 由 不 等 式 (3) 及 习题 13 第 6 题记 证 不 等 式 


3sin + +Y >sina + sing + siny(0<a, B,y<r) (4) 


可 以 得 到 许多 不 等 式 ， 例 如 ， 在 人 4BC 中 ， 有 


sinA+sinB+sinC <3V3, (5) 
sinAsinBsinC<3 3 /3 ， (6) 
cosA+cosB+cosC <3, | | (7) 
cosAcosBcos C<#: 《8) 
sin 分 + sin + in <3 (9) 
gin sing sinG < (10) 
cos44 + cos2 + cos5 <3 | (11) - 
eos 人 cos BcosS < <3VFy (12) 
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cos2A+c082B+ c082C 之 一 了 : (13 
cos*A+cos*B+ cos'C>3s “(14) 


等 等 (5) 一 (14) 都 是 当 且 仅 当 4= B=C= 亏 时 等 号 成 立 ， 


在 不 等 式 (4) 中 ， 令 a+B+y=7， 即 得 (5); (6) 由 (5) 及 Gs 
过 4: 即 得 。(7), (9),，(11) 都 可 由 (4) 得 到 ; (8),，(10),《12) 则 分 
别 由 (7),(9),(11) 得 到 ; (13), (14) 则 与 (3) 等 价 ， 

(2) 利用 正 避 定 理 或 余弦 定理 ， 可 把 (3) 及 (5) 一 (14)? 转 换 成 
关于 边 的 不 等 式 . 例如 由 余 弘 定理 ， 得 


cosA+cosB+cosC 
Pro-al Cta-b | d+-o 
2bc | 2ca 2ab 


= Fe [fal(B+tce—-a))+o(c +t+a—b)+c(a+b:—c)] 


1 
2abc 


即 ar(btc-a)tbh(cta~b)+ce(a+b-c)<3abe, 
最 后 这 个 不 等 式 曾 作为 IMO6 一 2. 

下 面 证 明 一 个 著名 的 不 等 式 ， 

埃 德 斯 - 莫 德 尔 (Erd56s-Mordell) 不 等 式 设 已 为 A4BC 内 
部 或 边 上 一 点 ，P 到 三 边 的 距离 ， 
为 PD，PE 及 PF， 则 

PA+PB+PC 

>2(PD+ PE+ PF,)., 

当 且 仅 当 人 A4BC 是 正三 角形 ， 且 
了 为 中 心 时 等 号 成 立 , 

证 如 图 16-8, 记 PD= zp， 
PE=g,PF=r. 因 LDPE=180° 
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[ar(b+c-a)+b(c+a-b) + er(at+b- 0)]<3, 


~ 人 ACB= LA+ 人 B, 所 以 
DE =vV Pro- optdi By) 
=vV(psinB+ gsinA)’.+( pcosB ~ qc A)’ 
>psinB + qsind, - 
由 于 P,D, C,E 四 点 共 贺 ，CP 是 此 圆 的 直径 ， 从 而 DE= 


CPsinC、 所 以 PC= _DB > Psin Brgsin A 


SinC -SinC 
. ; dinC+ esinB +rsinB rsind+ psinC 
. 同 理 - ”P4D> 兰 -一 mA PB> MiB 。 


所 以 PA+ pB+ PC 
> ) (+ ) 
>2(p+q+7)=2(PD+ PE+ PFE). 

等 号 成 立 的 条 件 请 读者 自己 分 析 . 

埃 德 斯 - -~ 莫 德尔 不 等 式 是 一 一 个 很 强 的 不 等 式 ， 有 许多 推论 

及 应 用 (见习 题 16). | 
例 9 设 和 4BC 及 入 ALB.C, 的 边 长 分 别 为 w， 0 cs 及 a 
bi,c1, 面积 分 别 为 人 及 入 1. 求证 : 候 多 (Pedee) 不 等 式 . 
a (bit+es- Qt) +b(cr+ a b) 十 C2(C12 十 bi?— c1’) 
之 16AA. (15) pa 四 
间 等 号 何 时 成 立 。 ” 六 S、 
证 如 图 16-9， 以 BC 为 一 
边 ， 在 所 点 的 同 侧 作 人 4A’BC。 


AA.BiC,, 则 A'C= -2 2 ,不妨 


设 人 C> -Co 令 x= Zc Zc. 2 
对 AAA'C 用 余弦 定理 ,得 。 .， 图 16-9 
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442= 玉 + (Bi) 一 28. -cosa>>0， 
1 


a+ abr -2abab (cosCoosC, + sinCsinC,) 之 0， 


再 将 。 cosC = 人 + 人 0 六 和 cosC = -和 -2 7 er 
1v1 
absinC = 2 八 ， aibisinC, = 2 人， 


代入 上 式 并 化 简 ， 即 得 (15) 。 
显然 ， 当 且 仅 当 4 与 4/ 两 点 重合 ， 即 人 A4BCeo 信 41BiCi 时 
等 号 成 立 ， 


习 题 16 
1。 在 人 A4BC 中 ，AD,BE,CF 为 角 平 分 线 ， 求 证 ， 
S par<iS A430, 等 号 何 时 成 立 ? 


2。 设 D 是 和 人 ABC 内 一 点 ,4B=AC， LADCS ZADB. 求证 ,DB>DC. 
3 直线 I! 上 有 四 点 ， 依 次 记 为 4,B,C,DD. 求 证 ， 对 ! 外 任意 一 点 E， 有 
AE+ED+|IAB-CDI>BE+CE. 
4。 平面 上 给 定 半径 为 1 的 圆 及 # 个 点 41,4s,…,A。。 求证 ， 必 可 在 图 上 找 
到 点 由, 使 MA1+MAs+…MA, 之 %。 
5。 在 和 人 ABC 中 ， 求 证 := 
(1) psin’?A+gsin:B> pqsin’C(p,g>08p+9=1); 
《2) X3 十 32 十 zz 27z2C084 十 2zXCG98 万 十 243yC08C ， 问 等 号 何 时 成 立 ， 
3abc 3wV3 abc 


OO 

() AS HBT thte! 
sin 刀 sia C 1 A 

(WsinA <2°t82: 

(5) sin4 sih 生 +sinBsinB +sinC sin5<- 和 大 


Ya’ 
6. (1) 在 人 ABC 中 ，AB=AC, D 是 BC 上 一 点 ,DD 到 两 腰 的 距离 为 
DE 及 DF. 求证 , (AD+BC)> DE+DF. 
(2) 设 I 是 人 ABC 的 内 心 ， 求证, AI-+ BICI> er. 
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第 17 讲 “几何 不 等 式 的 证 法 〈 二 ) 
严 和 镇 军 


一 、 民 数 方法 
许多 妃 何 不 等 式 的 论证 过 程 中 ， 以 代数 运算 为 主 ， 并 常 要 应 
用 前 面 讲 过 的 一 些 重要 不 等 式 ， 这 称 为 代数 方法 . 特别 是 证 明 三 
角形 中 的 不 等 式 时 ， 要 注意 应 用 以 下 手段 . . 
1。 三 边 长 的 固有 关系 4a<b+tc,b<c+a,c<atb, 
2.。 用 面积 转换 要 证 的 不 等 式 ， 对 于 涉及 到 面积 的 不 等 式 ， 
常用 海伦 (Heron) 公式 ， i 
A=vVIP-OWB-DD-). 2 
3, 边 长 的 大 小 顺序 关系 与 对 应 角 的 大 小 顺序 关系 . 相 同 ， 而 、 
与 对 应 高 、 中 线 及 分 角 线 长 ( 记 为 上 如， 加 ，te) 的 大 小 顺序 关系 相 
反 . 即 车 ZP5Pe， 则 
A>B>C; he<h,<ho 
Ma mo fa 大 如 入 大. 
例 1 在 A4BC 中 ，c，,p,c 都 是 有 理 数 ， 求 证 :; 


(+ ye 


证 因 2， b, Cc 是正 有 理 数 ， 故 存在 MEA， 使 ma， mb, 
UCEN. 又 4a,b,c 是 三 边 ， 有 


1+ 2- 


>0, 1+ 54>0, 1+-40 >0. 
再 由 Gs 志 A，， 得 


[G+ be -2 (+ 2 -42) (+ 


c 
六 上 而 5 起 四 5 
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=>) + mpl(! 十 -2 十 me(1 + + ) 


mc 人 (1 + 
di 
= ma + mb+ mc 


故 原 不 等 式 成 立 . 
例 2 EAABC, 求证 : 
1 11 


(< 于, 二 < 二 
ZR <3 T+ < t+ 


证 首先 第 二 个 不 等 号 由 4,<<Qs 即 得 . 
易 证 xy+ Yat ty+ 2 


1 1 -220 111 
从 而 2R 2. 人 人 ,abc ab bet ta 
pp 4A : 
171 1 1 
到 (二 + 证 + 二 ) 
又 由 加 = (atbte), 得 
1 _$» 
472 4A? 4(p~-a)(p-b)(p-o) 
(Pp-D+ P+(Pp- oe) =1|. 1 
4(p-a)(p- Dp-oe) 4L(p-b) (po) 
TBOB-a Ba DD) 
而 4p-DAD~-OSED-0) + Pp- b= C2， 
1 1 . . i 
厂 到 SO-DGCD 一 
_ 1 1 1 .1 
同 理 天 入 1 大 人 CT， por py 
所 以 -+ 工 + 工 <- -1L 


例 3 在 人 ABC 中 ,人 C 是 直角 ， 求 证 。 
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C 
7 和 -TV 本) ， 
证 由 于 CO=2A 人 =y(C+p+Cc)， 故 


CD 
C++D+C“ 


又 at+ b>2 Vab ，c2= 02 二 >2ab, c>v2ab ， 
、 乡 2 ab? _ ab? 
所 以 -= (a+b+ eS (2V ab+v 2ab)’2ab 


1 

TA) 
c 

即 7=3GTV 了 7， 


例 4 设 有 五 条 线段 ， 其 中 任意 三 条 都 可 组 成 一 个 三 角形 ， 
求证 至 少 有 一 个 三 角形 是 锐角 三 角形 ， 
证 设 五 条 线段 长 依次 为 41r<4;<as<as<4s， 反 设 其 中 任 
三 条 组 成 的 三 角形 都 不 是 锐角 三 角形 ， 则 有 as 之 41? + G2:， 44 之 
22 + Qs 及 Qs’ 之 as*+ 02， 所 以 
Qs:> (a1 + G2) + (G2 + G3:) | 
“(d+ 202") + (Ci 上 G2) = 241 + 3022 
>ar + 022 二 《02 十 Ca P01 + ads: + 2414 
= (Qi+ 2)?, 
即 4s 二 Qi+ 4;， 这 样 ，. 线 段 41,4:,4s 就 不 能 组 成 一 -个 三 角形 与 
题 设 矛 盾 ， 命 是 得 证 . 1 
例 5 设 A4BC,A 人 4BIC 及 A4:B:C。 的 面积 分 别 为 人 ， 
人 Al 及 A 人 3s, Ba=aitas b=bi+b, c=c+ C2(Q1,D19C1 及 A, bs 
Cs 分 别 是 信 A1B， C :及 人 4:.P:C: 的 边 长 ) 求证 ; 
Ad4wAIA， 
证 ， 记 力 ， 思 是 人 4: 忆 1C1 及 人 人 AsBiC: 的 半 周 长 ， 则 _ 
P=DPi+t psp~A= (p14) + (pm 0:) ,以 
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D>4p1ps, (PD— a) AD -a1) (加 -Ca) 。 
王 理 (bp-D:>4(p- Db) (ps 6,), 
(Pp-c)>4(p1~ C1) (ps ~ C2). 
青 由 海伦 公式 ， 得 
从 4= 大 ( 旋 -CD2( 力 一 六 2 办 一 C): 
之 从 加 (加 ~ a) (pi1~ bi1) (p,—ce) 
‘ps (Ds as) (ps ~ Db:) (Pp, —c:) 
= 44 人 .人 2， 
即 A>4AiA: . 
例 6 在 A4BC 中 ， 求证 : 
a(mutme 一 Mo) tb metma — 5) + CMat ts ~ He) DS 6A 
证 由 对 称 性 ， 不 妨 设 《 疡 bcC， 则 
Mo< Ms<jjio， 
由 排序 不 等 式 ， 得 
S=ama+ bm + cmeemo + ams + bmo( 记 作 S1)， 
S<bmo + Cm + Qme( 记 作 Ss)， 和 
故 2S<S1+5,. 
所 以 ， 原 式 左 边 = Si+ S; ~ SZS= ams + bms + cme, 
而 ma>ha ,Mm 之 hh,, mc he 。 ， 
所 以 ， 原 式 左 边 之 ah。 + bh, + che= 6A 人 ， 
注 显然 ， 把 本 题 不 等 式 中 的 Msyoas，7We 换 成 t。， 加 ， 或 
于 ,ho,he ,结论 仍 成 立 . 
例 7 在 人 ABC 中 ， 求证， 
alb-c)*+b(c-a)’+e(a~ b+ dabc>a th tes, 
证 因 c(C- 信 2+4Cpc=c(C+5)2， 所 以 
原 式 左边 -- 兰 式 右边 
=aL(B~c) aI+B(c- a2): -bj+cL (a +6) ce] 
=a(b~c~a(b-ec+a +be-a-D(e-a+b) 
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+cl(a+b-c)(at+b+c) 
=(4+b-c)(ab-ac-e -bet+ab— 记 -+act+bhe+t+e’) 
= (g++0-c)Le’- (a~ Db") 
=(gtb-c(c+a-b)(c-a+Db)>0. 
最 后 一 个 不 等 号 之 所 以 成 立 ， 是 由 于 三 角形 两 边 之 和 和 太 于 第 
注 ”本题 的 证 法 ， 表 现 了 较 高 的 代数 变形 技巧 ， 因 式 分 解 是 
证 明 不 等 式 的 常用 手段 .从 上 述 证 明 的 最 后 一 个 不 等 式 可 见 ,本 题 
的 不 等 式 还 是 三 个 正 数 a,5,c 能 组 成 一 个 三 角形 的 充 要 条 件 ， 而 
且 还 可 以 看 出 这 个 复杂 的 不 等 式 是 怎样 得 到 的 . 
例 8 设 Qi,Bb4,c; 及 Ri=1,2) 是 和信 4,BsC 的 三 边 及 外 接 贺 
半径 ,求证 ， 当 区,% 守 1 时 ， 有 
a1” Qs" + bb" te cs." <90.2"+""2R."R,", 
证 ”由 柯 西 不 等 式 ; 得 
da + bb +c Cs 
a” +Bi2™+ Cl 2")1/2(a2" + Da"*+t C2 25)1/2 
而 Qar2*+b"+c"= (2R) "(Sine"A, + Sin:"B, + sin2™C,) 
(2RI)™ Sim A + sinB, + sin:C,) 


<(2R)'".. 
这 里 最 后 一 个 不 等 式 利用 了 第 16 讲 例 8 的 结果 ， 


同 理 。 (as*" +D232 +c") (2R,)"" "3 . 


所 以 
eR "a," + b."ba" 十 Ci <9 2 
二 、 变 量 代 换 法 | 
设 入 4BC 的 内 切 贺 分 别 雪 BC， CA, ABFD, E, F. 记 
AE= AF=x, BD= BF=y,CD=CE=z( 如 图 17-1)， 则 


了 JS 


a= y+, (1) 

‘b=z+X, (2) 

\ X+Yy, (3) 
且 4%>0，y>>0，z>0. 反 过 来 ， 
车 三 个 正 数 4，b,，c 可 以 表示 为 
《1) 一 (3) 的 形式 ， 则 

atb=xXt+ty+22>Xty=C, 图 17-1 
同 理 ， 有 b+c>a, c+a>b. 因而 4, b,c 是 一 个 三 角形 的 三 
边 长 ; 换 名 话说 ，(1) 一 (3) 是 三 个 正 数 a， b,c(%，y52>0) 是 一 个 
三 角形 的 三 边 长 的 充 要 条 件 ， 
” ”从 上 面 的 讨论 可 见 ， 为 了 证 明 一 个 关于 三 角形 的 三 : 边 不 入 
式 ， 可 通过 变换 (1) 一 (3) 转 换 成 三 个 正 数 Y,yyz 的 代数 不 等 式 ， 
由 于 三 边 4,bs¢ 完全 确定 三 角形 ， 从 而 三 角形 的 各 元 素 都 可 通过 
变换 (1) 一 (3) 用 x*，y,z 表示 . 下 面 是 三 角形 中 部 分 元 素 ， 经 
变换 (1) 一 (3) 后 ， 用 X*，y， z? 的 表达 式 ， 


_ 力 = 于 (CC+8+O)= 二 二 

人 = Na a)(p-D)(p— DD -VID 
-全 XY 

全 PV a 


R= Ae - (XA+y) y+2) (2+X) 
4 人 4V xXy2(X+ y+2) 
A_r B_r c _r 
tgF 7 tsF 7 tT 
通过 变换 (1 一 (3)， 原 则 上 可 以 把 一 切 三 角形 中 的 不 等 式 化 


成 关于 三 个 证 数 入 = 的 代数 不 等 式 ， 具体 应 用 时 上述 变换 
方法 ， 对 某 此 关于 长 度 元 素 、 面 积 及 tg 抑 ,ctg 分 ，*… 的 不 等 式 比 


较 简单 ， 从 CD 一 (3) 可 解 得 站 
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%= b+te a) y= 1 era-b, z= (atb-e). 
所 以 ， 在 证 明 三 角形 中 的 不 等 式 时 ， 有 时 也 用 这 三 个 式 子 ,或 


X=b+ec-a,y=c+a-ba=atb-e, 
作 变 量 代 换 . 
例 9 在 ABC 中 ,求证 
tte4V TA+(b- oO)*+ Ce-a*+ (a= b)?. 
等 号 何 时 成 立 ? 
证 作 赤 量 代 的 (0) 一 (9), 得 原 不 等 式 的 等 仿 不 等 (X,Yy» 
2ER') 
(y+2)2+ (z+ %):+ (x+2):>> AV INIT) | 
+ (2— ?+ (X—2) + (~ x): | 
Er | 
> (xy+ y+27) ITY2(X+ y+ 2) 办 
PN + y+ 00 X22 十 JP2X 十 六 
< J2)2 二 (JJz 一 2X)2T (eX X20, 


最 后 这 个 不 等 式 显然 成 立 ， 且 等 号 当 且 只 当 x=y=z 时 成 立 ,; 
所 以 ， 原 不 等 式 当 且 只 当 4 = 8 = c 时 等 号 成 立 . 
注 本 题 不等式 是 第 16 讲 例 7 中 束 琴 伯 克 不 等 式 的 推广 。 ， 
例 10 求证 ， R>27. 一 
证 作 变换 (1) 一 (3)， 原 不 等 式 等 价 于 


K+)(y+2) (z+%) 7 . 
TAA yta) <. Ft . 
>X+ID) YI+2) (2 + XIXY2. 


最 后 百 这 个 不 等 式 由 ， As> Gs 即 得 . 


例 11 求证 : car etaB + erg >av 了 ， 


证 作 变 换 (1) 一 (3)， 原 不 等 式 等 价 于 - 
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和 2 (YXY+J+Z)SA2 一 
t+ i 之 3V 3 


<>(X+ yt+2) 27792. 
最 后 这 个 不 等 式 由 4, 宇 Gs 即 得 . 
例 12 设 C+0<3c， 求 证 ， te 分 te 全 < 了 


证 作 变换 (1) 一 (3)， 则 所 设 条 件 成 为 y+2+2+%>3x+ 
y)， 即 z<x+ y. 而 原 不 等 式 等 价 于 


rr_ 1l1, xz _ zz 1l 
X YY Xy XI Xiytz2 ~ 
<>z<rt+y, : 
故 原 不 等 式 得 证 . 
例 13 求证 ，b?c (bc) + ca(e- -D+ ba 信之 0. 
(IMO24-6.) ; . 


证 作 代 换 (1) 一 (3)， 得 等 价 不 等 式 
(2+X)2(X+ I amy) + K+ IY + 2) CX 2) 
+ (y+2)2(2+% AY 
展开 并 化 简 得 : | 
XY yz Fa ye 4- > 
即 . ze (+ + -- -4 ye)0, 
因 X,y,z 和 AR ,这 个 不 等 式 等 价 于 


和 2 9 
一 一 一 一 十 一 2 + ty+2 (4) 


最 后 这 个 不 等 式 已 在 第 13 讲 例 4 中 证 过 (2 = 3)， 也 可 用 柯 西 不 等 
式 直接 证 明 如 下 ， 


(Xx+yIt2) = 。 > 2 YY 
y+2) -( y》。，. -于 V2 了 VX -一 
(yt2+ + 

(y+2 2)( z 
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了 。 


er 


。 有 大 沙钢 人 人形 片 4ABCD 和 各 


.Ss re 0 


区 (4) 成 立 。 


习 癫 17 
设 4b,c 是 一 个 三 角形 的 三 边 . 求证 ,ar= V 现 下 到， b= Vt, 
C'=VB+ 耻 也 是 一 个 三 角形 的 三 边 ， 


.在 和 人 ABC 中 ， 求 证 、 


CD 着 pe 2 则 1 一 30， 
(3) 训 + 训 + 在 >- 各 (4,B,C 用 强度 单位 )，， 


《9) 名 + 人 1+ ‘(人 ABC 是 锐角 三 = 角形 ); 


(4) tattytte Sv 3p; 
《5) at+btet>16As+T(a— bt (oct+(c—0), 
(6) _Aa+BbtCce 、 工 、 AcosA+BcosF+CcosC 


E24 


atbic “3 CosAT+cosB+cosC 
(7) 落 如 ， 如 ，f# 都 小 于 1， 则 A< :六 


(8) ctgs 全 十 ctg? 到 二 ctgsG > 9 3， 


yl 
(9) pay + pt pop ， 


， 这 四 边 形 4BCD 的 面积 为 S,O 为 形 内 一 点 ,求证 ;2S==OA4? 填 QB: 十 


0C?TOD? 人 > 4BCDD 是 正方 形 ， 且 O 是 中 心 . 


“光斑 和 2 人 交大 形 ， 玫 ， 所 有 这 些 矩 形 的 外 接 因 面积 之 和 不 小 


原 正 方形 外 搂 圆 的 面积 . D AC 


4BICGIDI 固 定 如 图 17-2， 设 4 刀 =w, 4 
~=b,AB'=ia, AD'=4b, P，Q 是 小 逢 了 
形 兴 任 意 两 点 , 怀 是 大 矩形 内 任 一 点 .求证 ， 


第 18 讲 ”最 值 问题 的 解法 (一 ) 


严 镇 军 


人 们 常 遇 到 各 种 (几何 的 、 物 理 的 及 工程 的 等 ) 求 最 大 值 和 最 
小 值 问题 ， 这 类 问题 在 许多 情况 下 归结 为 求 函数 的 最 值 ， 寻 求 函 
数 的 最 值 ， 是 研究 天 数 性 质 。 作 图 及 不 等 式 的 重要 手段 ， 因 而 最 
值 问题 是 中 学 数学 的 重要 课题 ， 解决 函数 的 最 值 问题 涉及 的 知识 
面 较 广 ， 解 法 多 种 多 样 * 这 里 讲 一 些 求 最 值 的 初等 方法 ， 不 涉及 
微 积分 . 

为 了 方便 ， 用 /msx 及 f ats 分别 表示 函数 的 最 大 值 和 最 小 值 . 

一 、 配 方法 

对 于 涉及 到 二 次 函数 的 最 值 问题 ， 常用 配方 法 求解. 

例 1 《选择 题 ) 已 知 X1,x 是 方程 4 (kh 一 2)x+ (如 + 3k+ 
5) = 0(&E 尺 ) 的 两 个 实数 根 ， 贝 则 22+ 2 的 最 大 值 是 

(4) 19; (B) 18; (©C) 533 (D) 不 存在 ， 

(1982 年 全 国 高 中 数学 联赛 试题 ，) 
和解 ”由 于 所 给 二 次 方程 和 实数 根 ， 故 判别 式 
4=[—(k-2)1 -4xX1. Ck+3k+5)>>0, 

妈 ” 3k24+16k+16<0. 


解 得 -4<k<-3. 

由 韦 达 定理 ，X1+ Xs= 尼 -2,X1Xs= 民 十 3h+5; 记 以 

FR) = Kt Ka (Ki Xa)? 2K 
=~hk2~10k-6=— (kt5)?+19, . (1) 

由 于 /Ch) 在 [~4, - 村] 上 是 减 函数 ， 可 见 当 肛 = -4 时 ， 
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《Xi2 二 Ma 2)msx=18. 故 应 选 (B)， 

注 求 函数 的 最 值 时 必须 充分 地 注意 到 函数 的 定义 域 . 例 
和 如， 本 是 如 不 先 断 定 刀 E | -4，- 号]， 而 只 由 书 达 定 再 求 得 (1) 
式 ， 就 可 能 误 选 (4)， 即 认为 (X17 + Xs) max= 19, : 

有 了 时， 一 个 复杂 的 函数 式 ， 能 改写 成 二 次 西数 型 的 复合 下 
数 ， 即 

f(x) =ag’(x) + bg(x) +e 

《4,5,c 是 常数 )， 也 可 以 用 配方 法 求 其 最 值 . 

例 2 求 1(X) =2*+2-3.4" 在 区 间 [ -1，0] 内 的 最 大 值 和 最 
小 值 . 

解 ”配方 得 

fx) =22*42-3.4== 一 3(2z)2 十 和 -27 
-和 

因 - 1<x<s0， 故去 <2 1 从 而 ， 当 2”= 各 ( 妈 X*=10gs 竺 ) 时 ，- 
(4%) 取 最 大 值 fmox= 委 . 易 知 在 [~1,1ogs 毕 ] 及 [logs 和 ,0] 内 - 
了 (Xx) 是 单调 减少 的 ， 从 而 faia 只 可 能 在 端点 * = - 1 或 0 处 取得 . 
由 于 了/(- 1D = 号 > = ly 放 fmin=f/(0)=1. 

例 3_ 求 函 数 y= 5Sin% + cos2Y 的 最 值 . 

解 令 I=Siny， 则 -Ti<1. 把 原 式 配方 得 
y(t) =5t+ (1- 2 如 ) = -2 人 - 号 ) + 六 33 


由 于 ! 不 可 能 为 号 ， 由 此 汤 定 yaix= -33- 是 错误 的 ， 


:因为 ?( 轨 在 [- 1,1 了 上 是 增 函 数 ， 故 当 !=1， 即 X= 2727z+ 
(EZ)N, ymax = -2(1- 5) + + 要 = 外 =-l, = 2 一 于 
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《NEZ) 时 ，ymin = -2(-1-£) +33 - 


二 .判别 式 法 

对 于 某 些 特殊 形式 的 函数 的 最 值 问题 ， 如 果 经 适当 的 代数 变 
形 ， 使 目标 函数 y( 即 要 求 最 值 的 函数 ) 出 现在 一 个 有 实 根 的 一 元 
二 次 方程 中 的 系数 之 中 ， 这 时 此 方程 的 判别 式 不 能 为 负 ， 从 而 可 
通过 解 不 筹 式 4>0 来 求 得 ?的 最 值 . 


例 4 求 机 数 ?= -5 的 最 值 。 


解 ”将 原 式 变形 为 
JX2T(Yy 一 2)X+37=0. 《2) … 
镁 * 是 实数 ， 故 判别 式 
4= (y— 2)7- 420, 
解 得 ~2<<y 志 香 . 
将 ?= -2 代入 (2), 解 得 +*= - 1, 代入 原 式 得 ymin = y(~1) 
二 23 将 y= 于 代入 (2)， 解 得 +*=1， 代 入 原 式 得 ymsx = ?(1) = 
要， i 1 
注 “用 判别 式 法 求 函数 的 最 值 时 ， 应 注意 4>0 是 表示 4> 
4 或 4= 0， 并 非 丐 求 两 者 同时 成 立 ， 因 此 在 利用 判别 式 4 记 ?9 求 
出 y 的 范围 后 ， 如 求 得 <y<Sb 后 ,不 能 随意 断定 ymin = 4 Ynsx 
= 厂 。 还 必须 求 出 与 ,对 应 的 Y 值 ， 并 将 其 代入 原来 的 函数 式 进 
行 检验 ， 只 有 当 x,y 的 对 应 值 存在 ， 而 且 满 足 原来 的 函数 式 时 ， 
和 和 和 有 下， 下 各 了 全 


鲍 5 求 函 数 》= -二 x + 六 VIT47 的 最 值 . 
解 原 式 移 项 、 现 边 平 方 并 里 地 后 得 
87X2— 16yX+3— 16y=0., (3) 


备 x 是 实数 ， 故 判别 式 
4= (167)2-4x8(3- 16y’)>0, 
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即 8y? 一 1 之 0, 解 得 
y > 和 或 y< 委 - v3 。 


因 y= - 工 + Vir4W>- 了 + 一 < 和 “21x| 


2 


将 =、 v7 2 代入 (3)， 解 得 = - 妆 


， 代 入 原 式 得 ymin= 


J (2 ) = 和， 显然 yawx 不 存在 ， 

注 丰 于 在 鲜 根 式 的 过 程 中 ， 所 使 用 的 代数 运算 (两 边 平方 ) 
不 是 可 道 的 ， 这 才 导 致 下 可 能 的 结果 ，? < -2 .也 就 是 说 ， 
由 2 解 得 的 J 扩大 了 及 来 数 的 值 域 ， 各 随和 地 由 y<< 
二 2 ， 断 定 yosz= ~ 了 -， 就 出 现 了 前 面 指出 过 的 错误 .， 


例 6 求 函数 7= SX 二 tgx_ 的 最 值 ， 


Sec2X + tgX 
解 ” 将 原 式 变 形 为 
(y— Dtgx+ (y+ 1)tgx + (y— 1)=0. (4) 
当 y=1 时 ， 由 (4) 得 tgx=0，X=Nr(xE2)s 当 y+1 了 时 , (4) 是 一 
个 关于 tgx 的 二 次 方程 ， 由 于 tgx 是 实数 ， 故 
4= (y+1)*~4(y- 1)>0, 

即 (3y-1)(y~3)<0, 解 得 二 <y<3 (注意 y= 1 满足 这 个 不 等 
式 )， 


将 y=3 代 入 (4)， 解 得 tgx= -1 x=77- 于 (2E2Z)， 即 
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ymax= (MXNT 一 4)= 3 将 ?地 代入 (4) 解 得 各 x 1 X = Nx 二 
了 CE2)， 好 ym = or+ 下 -和 


三 、 消去 法 

在 一 定 的 条 件 等 式 (例如 g(x，y) =0) 下 ， 求 多 元 函数 (例如 
二 元 函数 (x,y)) 的 最 值 时 ， 较 常用 的 办 法 是 利用 条 件 式 消去 一 
些 自 变 量 ， 使 问题 转化 为 求 在 给 定 区 间 上 的 一 元 函数 的 最 值 问 
题 . 

例 7 车 JyER, 且 3X242y2 _67x = 0， 求 (2+) ma 

解 ” 由 条 件 式 得 2 xD 因 入 >>0, 故 24 -和 之 0， 


解 得 0Sx<2， += 和 二 也 (27 -~ -区 = 县- 本 Ge- 3)2， 


于 是 当 x= .2 时 (相应 地 y= 0)， co 
， 例 8 设 zz 是 非 负 实数 ， 且 满 足 方 各 


AVIZTITTH ~ 68 X 9V5TTIIT + 256= 0， (5) | 


求 &+y+z 的 最 大 值 和 最 小 值 的 乘积 ， (1986 年 全 国 高 中 数学 联 
赛 试 题 . ) 
解 令 2zx =w57+97+42, 则 (5) 成 为 
(2")2— 68 x 2" + 256=0, | 
即 (2"~ 64)(2"— 4)=0, 所 以 w= 6, 或 WW=2.- 


车 w=6, 即 5X%+9y+4z= 36,z- 下 (36- 5X~ 9»), 从 而 - 


X+y+2= 9 一 于 (x+5y)<9， 


且 当 YY=0，y= 0，z= 9 时 取 等 号 ， 到 (K+y+2) nr =9, 
若 x&=2, 即 5Y+97y+4z=4， 从 而 


人 二 小 十 之 二 条 十 (dx + 5z)> 季 ， 
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他 


且 当 YX=z= 0, y= 生 时 取 等 号 ， 即 (YX 十 了 士 Z)min 关 人 可。 
所 以 . (XI+2) mex’ ee =4, 


“ 例 9 过 点 B(0， -b) 作 补 加 -6 


弦 ， 求 这 些 弦 的 最 大 长 度 ， 
i 解 设 人 (x, 力 是 椭圆 上 任 一 因 B 点 在 椭圆 上 ， 故 连 
B,M 所 得 藤 长 为 BA ， 且 
OO . (6) 


由 -+ -六 =1, 得 如 =4:- -和 yr， 代 入 (6) 得 


a? by 和 
BM: = ( 多 2by+ (ar+ br)= - 生气 +， 
式 中 oa- .由 于 在 梢 圆 上 7 的 取 值 范 围 是 - 23y 入 2， 这 
六 可 能 二 情况 ， 


(GD 车 如 < 即 P<er= 4b, 或 seon， 


当 y = -局 时 ，(BM9) oa 从 而 (BIO mx = EE 下 


(2) 闭关 <b， 即 V 了 人 > 时 ， 当 y= 时， :、 


(CBA max 一 - 0- D 中 6 : 过 -4 . 

所 以 。 (BMDasz= 2 
四、 三 角 函 数 法 和 
如 果 目 标 函 数 经 变形 后 能 化 成 ”i 


y= Asin(x+ 0) + B( 或 y= Acés(x + 0) + B) 
的 形式 ， 式 中 有 4,B 为 常数 ， 则 由 |sinx| 志 1 或 |cos%| <1) 


可 知 ， 当 %= 2n7+ 训 -04nEZ) 时 ; yux = 4 为 ( 设 4 六 0); 当 
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和 = 205 -本 -9 时 ， ymin= - A+B. 


例 10 在 已 知 贺 内 作 内 接 等 荐 三 角 
形 ， 使 这 三 角形 的 底 与 其 底 上 的 高 之 和 最 
大 . 

解 ” 如 图 18-1， 设 已 知 @0 的 半径 
为 A4BC 是 @O 的 内 接 等 腰 三 角形 ， 
4 万 是 底 边 BC 上 的 高 , 则 O4=OB=y 
令 LOBH=x， 则 

AH+ BC=7 +7YSinx + 27cosX 
=r+vV 57rsin(x+0) (8=arctg2) . 


当 # = 也 ~O 时 ，(AH+ BC)mx=r(lt+V5), 由 于 tg( 开 -0) 
=Ctg0= 去 ,所 以 此 时 
_ 4 ,A4V5 
BC = 27rcosb = 7 a 人 


这 样 ， 就 得 到 如 下 的 作 图 法 

() 以 长 为 + 及 27 的 线 眉 为 直角 边 作 直角 三 角形 ; 

《2) 取 此 直角 三 角形 的 斜 边 长 的 各 即 得 BC， 

(3) 在 OO 上 任 取 弱 BC， 再 以 BC 为 底 作 @O 的 内 接 等 腰 
三 角形 ， 即 为 所 求 . 

注 对 于 求 最 值 的 应 用 题 ， 由 于 用 不 同 的 方式 选 定 自 变量 ， 
得 到 的 目标 函数 不 同 ， 从 而 求 最 值 的 方法 也 不 同 . 有 时 ， 自 变量 
选择 得 比较 恰当 ， 能 较 容易 求 得 最 值 ， 如 本 题 令 BC = 2x， 册 得 
到 的 目标 函数 是 

.AH+ BC = 2 4 4 VI 

对 此 可 用 判别 式 法 求 由 最 们 。 位 站 如 己 大 条 认 ， 


_ 4sinx%—1 
例 11 求 函数 7 = Bcosx+10 的 最 大 值 及 最 小 值 . 
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解 ”将 原 式 变形 为 
107y+1= 4sinxy -5ycosXY= vv16+25 和 2 Sin(%— 0)， 


式 中 0= arctg- 叶 ， 所 以 |10y+1| 之 V16T25y ,两 边 平方 ,得 


100y*+ 20y+ 1<16+ 25372， 
解 得 ~- 子女》< 李 . 


于 是 ， 当 x= 207+ 忆 +arctg- (2EZ) 时 ， ynax= 可 当 


3 . 
X= 2N7 -本 -arctg 闻 时 ， Jimin = -号 . 


例 12 函数 F(X)= [cos:x + 2sSinxcosx ~ Sin2yY + AxX+ B| 
在 0<x 忆 "上 的 最 大 值 MM 与 参数 4A， 忆 有 关 ， 问 4， 互 取 什 
么 值 时 MM 最 小 . (1983 年 全 国 高 中 数学 联赛 试题 . ) 

解 ” 作 三 角 恒 等 变形 ， 有 

F(X) =|Vz sin(2x 十 T)+Ar+B | 

从 这 个 式 子 ， 凭 直觉 可 猜测 到 4= B=0 时 A 必 最 小 ， 下 面 证 
加 这 个 结论 

当 A4=B=0 时 ,F(X) 成 为 


f(A)=V lsin(2% + 4). 


在 区 间 [0; 吝 *] 上 有 三 个 点 ;4= 于 ,加 = -= -中 使 /x) 


8 
达到 最 小 值 V ZF. 下面 证 明 ， 当 4，B 不 全 为 零 时 ， 有 
0 F(X)>v 2., 
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TY 1 7/ 方 7 一 
F(£)=V i+ AS+ BVY, 
可 得 A+B<0. (1 


同样 ， 由 FI(-5E )<v 五，F(- 到 <v 瑟 可 得 


-4+ B>0, (2) 
A+ B<0. (3) 


分 别 将 (2) 式 减 (1) 式 ，(3) 式 减 (2) 式 ， 得 于 4>>0 及 村 4 过 
0， 从 而 4=0. 把 4=0 代入 (1),(2), 又 可 得 =0， 这 与 所 设 


矛盾 
综 上 证 得 ， 当 4 = 万 = 0 时 MM 最小， 这 个 最 小 值 是 V 也 . 


习 十 18 


1。 求 函数 xz， 人 一 4z3 二 4x3 十 452 一 4 一 143 干 18 的 最 小 值 ， 
2, 求 浮 数 y= 二 loga?_a_2(3 十 X 一 2x2) 的 最 值 。 : 
3。 设 X,YE 民 , 且 X? 一 2X9 十 六 一 V2x% 一 WV23 十 6 一 0, 求 函数 4 一 X 十 了 
的 最 小 值 . | 
_ 4++4Sin 20+sin? 20 Xx 
4。 求 J ng 一 (0<0< 2 ) 的 最 小 值 。 
1+2siny 
5。 求 ?一 一 5-SiGX 的 最 大 什 及 最 小 值 . 
6， 设 x;9E RR， 县 1 才 X? 十 六 4， 求 4 二 2 十 x9 寺 访 的 最 值 ， . 
7. 设 O 为 复 平面 的 原点 ，Zi 和 2Z4 为 复 平面 内 的 两 个 动 点 ， 且 满足 ; 
(1) Za 和 2 所 对 应 的 复数 二 和 2 的 畅 角 分 别 为 定 值 4 和 -9( 9<0< 芝 ): 
(2) 入 OZ12: 的 面积 为 定 值 s。 -~ 
求人 O23Zs 的 重心 所 对 应 的 复数 模 的 最 小 值 、《1985 年 全 国 高 考 数学 斌 
题 . ) 1 和 
I48 


”第 19 讲 “最 值 问题 的 解法 〈 二 ) 
严 镇 军 


一 、 换 元 法 

换 元 的 目 菌 是 把 复杂 的 目标 函数 化 为 简单 的 目标 函数 ， 从 而 
较 容易 求 得 最 值 . 这 种 方法 在 前 而 的 一 些 例题 中 已 用 过 ， 下 面 吾 
举 些 例子 ， 

例 1 求 函数 y=Y-2+ 4- 从 一 5 的 最 值 

解 ”由 于 4- 妇 >0, 故 函数 y 的 定义 域 是 C- 2,2]. 于 是 可 


令 x=2sin0(9€|[- 子 ， 2) 则 
y=2Sing -2+V4— TO = 28ing + 2c080 — 2 


一 2 了 sin(o+ 4)-2. 
因 - <0+ 革 < 所 以 ， 当 9= 可 ( 即 X=V 2) 时 ， JJmax = 
2vV 2 -2; 当 0= -五 ( 即 *= ~2) 时 ，ymin = 一 4， 


注 本 题 可 用 判别 法 解 ， 但 不 如 用 代 换 简单 .利用 三 角 代 换 
可 以 消去 一 些 特殊 形式 的 根 式 ， 如 为 消去 v a? 一 Xx?*(4 之 0) 可 令 * 
=asin9( 或 +=4 cos 0)， 为 消去 V2-Q2 可 令 X= asec 0 (或 
= dcscb); 为 消去 VT 可 令 X = dtgb( 或 4= dctgb) 等 . 

例 2 设 如 +xXy+2=19, 求 如 + 尖 的 最 值 ; 

解 设 Y=ycosg，?7= ysinb(b 为 参数 )， 则 

Xe2 十 %y 十 包 =92(COS20 + cosbsinbg + sinz0) 
=y*(1+ 寺 sin20) = 19. i 
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19 
2 2 一 
从 而 < 了 六 “I+ [+ 名 Sin20 “ 


因 - 1<sin24<1， 故 当 sin 20= 1(Wx= y= -VY 下 ) 时 ， 
《 保 二 办)min = -sin20= -1( 即 X= V19, y= -~-w19， 或 


%=—-V19 y=V19)N, (xX+y)max = 38. 

注 本 题 实 际 上 是 在 极 坐 标 系 下 ， 求 原点 到 椭圆 %?+ Xxy+ 欠 
二 19 上 各 点 的 最 大 及 最 小 距离 .一 般 说 来 ， 对 于 一 个 条 件 最 值 问 
题 ， 若 条 件 式 ( 等 式 或 不 等 式 ) 及 目标 函数 都 是 二 元 二 次 的 ， 在 极 
学 标 系 下 求解 比较 简单 .如果 条 件 为 |x|<<1，|3y1<1， 则 可 昨 
代 换 x =cosa，y= sinp. 


例 3 求 》 = 一 和 二 2 的 最 值 . 


1 + 2X*+ X 
ni 
解 令 x=tg0(- 节 <0< 开 ), 则 


XxX(1-%) _ 2tg0 ,| 1-tg’0 
(1 + x2)? 2(1+tg20) 1+tg20 


= 考 sin29 cos20= 了 sin40. 
因 一 二 <b0< 卫 ， 故 -~ 2r<40<4r。， 所 以 ， 当 sin 40 = 1( 如 


= tg 总 ) 时 ， ymax = 3 当 sin40= - 1( 如 X=— te 总 ) 时 ， 
ymin= 一 1 

二 、 不 等 式 方法 

不 等 式 与 函数 的 最 值 问 题 是 密切 联系 着 的 . 由 一 个 最 值 问题 
的 解 ， 可 以 得 到 一 个 不 等 式 . 例如 ， 车 A(X) 在 [a, 5] 上 的 最 大 值 
及 最 小 值 是 4，B，' 则 有 BE</(WEA (a<r<b). 
反 过 来 ， 不 等 式 古 求 最 值 的 重要 工具 之 一 . 许多 不 等 式 可 以 解释 
为 最 值 问题 的 解 . 例如， 算术 平均 -几何 平均 不 等 式 4, 之 G,。 车 
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+Q2+ +a 一 一 一 一 
1s 29 9 an ER', 则 02 9 


等 号 当 且 仅 当 lj = la= … = do 时 成 立 , 可 以 解释 为 两 个 对 偶 的 报 
值 问题 ， 也 称 最 值 定理 ， 

1. 设 双 个 正 数 Ci， G2, *'*» Un 的 和 是 常数 4， 则 当 且 仅 当 
= 四 = … = wo 时， 这 % 个 数 的 乘积 取 最 大 值 (所 ) . 

2. 设 % 个 正 数 a1， 029 5 Cr 的 乘积 为 常数 B， 则 当 且 仅 
当 q1=4s=…=4s= 万 时 ,这 个 数 的 和 取 最 小 值 . 

特别 地 , 当 %= 3 时 ,又 可 进一步 解释 为 两 个 对 侦 的 几何 问题 
长 方 体 的 三 条 互相 垂直 的 楼 长 的 和 a+5+c 与 它 的 体积 abe 的 最 
大 值 及 最 小 值 问题 ， 又 如 关于 三 角形 的 魏 潍 伯 克 不 等 式 妈 + 久 + 
c+>4V 了 和 人 (等 号 当 且 仅 当 4=5=c 时 成 立 )， 可 以 解释 为 两 个 对 
偶 的 几何 最 值 问题 ， 三 边 长 的 平方 和 为 定 值 P 的 三 角形 中 ， 以 正 
三 角形 面积 最 大 ， 这 个 最 大 信 为 2- 面 积 为 定 值 4 的 三 角形 


中 ， 以 正三 角形 三 边 长 的 平方 和 最 小 ， 这 个 景 小 值 是 4V 3 4， 
例 4 求 函 数 y= 刀 (1- 3%) 在 [0, 坪 3] 内 的 最 大 值 。 
解 ”将 原 函 数 式 变形 ， 有 


y= X21 ~ 3%) = 3[zx ， x(3 一 24)|. (1) 
因 x E50, 专 ]， 攻 XY 之 0, 备 2X 之 0。 由 4s 之 得 
7?< 站 于 生生-3'( 引 -二 


.等 号 当 且 仅 当 X = 竺 2% 时 成 立 ， 即 函数 在 += 各 (E50， 专 了 处 
取得 最 大 值 ymax = -43- 

注 本 题 之 所 以 把 原 函 数 式 变形 为 (1)， 是 为 了 使 3 个 因 式 
:的 和 X+XY+ (3 一 2%) = 旬 ( 定 值 ) . 使 各 因 式 之 和 (或 积 ) 为 定 


2 


值 ， 是 利用 平均 不 等 式 求 最 值 的 首要 点 .其 次 ， 还 要 各 因 式 相等 
能 实现 ， 生生 从 i 


例 5 求 y= 一 a + cos sa(a war t 也 :EZ) 的 最 小 人 
.误解 因 ci "ee>0, ;Cosr*q>>0， 于 是 由 A.>6,, 得 
2》 >2 ‘Cosa 2 cosxu =2VT » | (2) 
所 以 pea 


在 上 述 误解 中 ，(2) 并 未 错 ， 但 (2) 中 等 号 成 立 的 条 件 是 
=Cos*a， 因 0<cos*a<<1， 上 述 等 式 对 任何 a 都 不 成 立 ， 


COSzw 
这 样 ，(2) 中 等 号 不 可 能 成 立 ， 因 而 不 能 断定 ys = 2 到 
解 因 xz2z+ 也 ， 故 0<cosro<1， 之 l, 于 是 ， 由 


+ Cos? a)>1 + (st + COS* a) 


全 之 Gs 有 y= SET om +( 5 


>1+2V -cosre 


和 一 人 和 
中 和 号 成 立 的 充 要 条 件 是 -= cost a， 也 就 是 说 ， 当 且 仅 当 
cos2a = 1( 即 wx = NT) 时 ， y 取 最 小 值 ym4n = 3， 


例 6 制造 一 个 容积 为 V( 定 值 ) 的 圆柱 形容 器， 试 分 别 就 容器 
善 及 无 盖 两 种 情形 ， 求 怎样 选取 底 半径 及 高 之 比 ， 使 用 料 最 省 ， 


解 ， 设 底 尝 径 及 高 分 别 为 7 及 妈 则 = ar2p,j=- 芭 - 
(1) 当 容 器 有 盖 时 ， 所 需 用 料 的 面积 是 、 
S(r) = 2712 + 277h = 2772 十 2 (7>0). 


_1 
COS2w 


“Cos2a = 3, 
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于 是 问题 归结 为 求 函 数 S(Y) 的 最 小 值 ， 由 4s>>Cs, 得 
S07) =2n7++ +>33/2r 12:— La =/2rV, 


A 


小 值 38/2xVi ， 而 且 有 


a 


《2) 当 容 器 无 盖 时 ， 所 需 用 料 的 面积 
2V 
r 


S(7)=77?+ 2r7h= TI2 十 


= + + 3 /rr ， = 38x 


即 


等 号 当 且 仅 当 zy* = 区 ( 即 7 = V7) 
7 = 有 时 用 料 最 少 . “ 
例 7 设 X1t+ Xt+… 十 Xs = 1, 求 X12 + het -+ 的 最 小 人 
解 ” 由 平均 不 等 式 Qu>4w 
人 


Yi 十 和 22 十 


等 号 当 且 仅 当 X1= Xs=…= x = 地 时 成 立 ， 即 
(X12 + X22 + et Ns) min = 十 . 


例 8 已 知 p，5,c， 4 是 满足 4+btctdt+e=8, @+B++ 
c++d?*+er=16 的 实数 ， 试 确定 e 的 最 大 值 . 

解 由 题 设 有 &+ b+c+t+d=8-e,Q+b+tc+d*=16- es 
于 是 由 不 等 式 9,> 4 人 ( 即 人 二 全 全 > (4 人) ) 有 


4(@+ b+ce:t+d’)>(a+ b+e+td)’, 
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即 4(16— e2) 之 (8 一 e)2， 
所 以 ”0<e< 让 


或 el(5e ~ 16) 志 0., (3) 


以 上 不 等 式 当 且 仅 当 4a=b=c=d 时 等 号 成 立 ， 由 此 可 知 
emx= -车 此 时 a=b=c=d= 二 


注 (3) 也 可 由 柯 西 不等式 得 到 . 
例 9 书 为 A4BC 内 一 点 ,万 ， 
> CX 忆 ， 下 分 别 为 己 到 BC,C4,4B 各 边 


所 引 垂 线 的 垂 足 ， 求 所 有 使 
BC | CA , AB 


6 > PD pE :PF 


图 19-! 为 最 小 的 已 点 。(IMO22-1.) 
解 ” 如 图 19-1, 设 入 4BC 的 三 边 BC=a,CA=4b,AB=ce， 
面积 为 A， 记 PD=x,PE=y,PF=z, 则 @x+by+cz=2A 信 , 
由 柯 西 不 等 式 ， 得 


[ww 为 3W3] 
[(w&x )2+ (Vby )*+ (Ve2)?] 
>(V2:Ve + YbvD +Vevez) 


= (CC+DAC)2. 


a b,ce 
(各 + 全 + Harthytend>(arbto), 


、 LC (at+b+c)? 
所 以 x + + 了 > 


即 BC + CA + 从 > (a+b+c) 


PD PE PF 2 人 ? 


, Vax Vy _ Voz 
上 式 当 且 仅 当 J 


1 
[ 
| 


( 即 x=y= zy 亦 即 PD= PE= PF) 时 等 号 成 立 .因而 使 -号 5 + 


CA 4B > 
+ 为 最 小 的 己 点 是 A4BC 的 内 心 ， 


三 、 解 析 几 何 的 应 用 | | 

灵活 地 运用 解析 几何 知识 ， 可 以 方便 地 解决 一 些 特殊 的 最 值 
问题 ， 首 先是 这 样 一 类 最 值 问题 ， 当 点 (%,y) 在 二 次 曲线 (x,y) 
= 0 上 变动 时 ， 要 求 函数 g(Y， 纺 的 最 值 ， 常 可 用 f(x，y) = 0 的 
参数 方程 求解 ， 

例 10 设 X,yER,3x?+2y*= 67x, 求 X**+ yy 的 最 值 . 


解 ” 把 所 给 方程 改写 为 (x 一 1)* + =1. 
这 是 一 个 椭圆， 其 参数 方程 为 


X=1+co, 
{ v6. 
2 


于 是 SD =H+y= (1+cost)+( VS sin#) 
= -地 (Cost 2): 十 号 . 
因 |cost| 入 1 且 S(i) 随 cost 的 增加 而 增加 ， 所 以 ， 当 cost = 
~1, 姑 X=y=0 时 ， (xX? + y)min=0; 当 cost=1， 即 Y=2， 
.y= 0 时 ,，(X+Yy)max= 4. | 
利用 两 点 的 距离 公式 及 点 到 直线 的 距离 公式 ， 有 了 时 也 能 顺利 
地 解决 某 些 最 值 问题 . 
例 11 求 函 数 9= wx2- 2x+5 +w 妇 -4Y%+13 的 最 小 值 . 
解 ”用 配方 法 把 原 式 改写 为 


(¢t 为 参数 ， 0<li<2r) . 
f 


y= sin 
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y=V XI tO 2 ww tO I. 

,、 于 是 ,从 几何 上 看 ， 问 题 是 要 求 一 点 
P(x,0)， 使 P 分 别 到 点 4(1,2) 与 B(2,3) 
的 距离 之 和 最 小 ， 由 熟知 的 平面 几何 方 
法 ， 取 点 4(1,2) 关 于 %* 轴 的 对 称 点 A 
(1, 一 2)， 则 线段 4'B 的 长 (图 19-2) 就 是 
所 要 求 的 最 小 值 ， 即 
mias= AB=V(I-2) +t(- a 3) 
=V26. 

图 19-2 在 直线 A'B 的 方程 y+2= 5(X 一 1 中， 


令 7= 0， 解 得 z= 了， 这 就 是 使 y 取 最 小 人 的 x 
利用 直线 的 斜率 ， 也 能 解 一 些 最 什 问 是 
例 12 本 ?= -os 的 最 介 


2 +COSY 


1+Sinx 
2+COSX 


解 令 k= 


2 


Alcosx, sinx ) 


则 可 以 看 成 坐标 平面 
o-2U0O 内 过 点 4 (cosX， 
ginxX) 及 点 B(-2，-~-1) 
的 直线 的 斜率 (图 19-3) ，. 
由 于 4 在 圆 妈 + 经 = 1 上 
运动 ， 可 见 ， 当 直线 B4 2 
是 此 圆 的 切线 时 ， 和 斜率 妈 图 19-3 
取得 最 值 ， 设 过 忆 点 的 切线 方程 为 0+1=h(u+2)， 则 


|2k-1| 
vi = 即 (28- D2= 1+ 及 . 


解 得 ,=0， 如 = 和 所 yis =0， yo 
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取得 最 小 值 和 最 大 值 的 x 值 ， 读 者 不 难 自己 算出 . 
下 面 诬 一 种 在 实际 应 用 中 非常 重要 的 最 值 问题 一 一 线性 最 值 
问题 ， 这 种 问题 是 在 一 些 约束 条 件 下 ， 求 多 元 一 次 函数 的 最 值 ， | 
是 中 的 约束 条 件 通常 是 一 组 等 式 或 不 等 式 . 
例 13 〈 选 择 题 ) 边 长 为 5 的 葵 形 ， 它 的 一 条 对 角 线 长 不 大 
于 6， 另 一 条 不 小 于 6., 则 这 个 菱形 两 条 对 角 线 长 之 和 的 最 大 值 是 
(4) 10v35 (BU (C5v6s (D12. 
《1987 年 全 国 高 中 数学 联赛 试题 . ) 和 
解 ” 设 莱 形 的 两 条 对 角 级 长 分 别 为 x*，y, 因 平 行 四 边 形 的 
两 对 角 线 长 的 平方 和 等 于 四 边 长 的 乎 方 和 ， 于 是 ， 问 题 归结 为 在 
约束 条 件 组 
N+ y=4x5=100, 
YXZ6，0<y<6 
下 ， 求 二 元 函数 z=XY+Jy 的 
最 大 值 . 这 是 一 个 简单 的 规 
划 问 题 ， 满 足 约束 条 件 组 的 
坐标 平面 上 的 点 P(x; 》) 的 
~ 
全 体 是 一 段 圆 4B( 图 19~ 
4 中 的 实 线 弧 ， 不 包括 端点 
A(10,0), 但 包括 端点 BC8> 
6)) .考虑 与 4B 相交 于 点 
已 (x， 乡 的 一 族 平行 直线 % 
图 19-4 +J= CC 为 参数 )w 5 是 此 直 ， 
线 在 7 轴 上 的 截 距 ， 在 每 条 直线 上 的 点 ， * 目标 函 数 取 相 同 的 荐 ( 因 
而 称 它 为 目标 函数 x+y 的 “等 值 线 "), 当 交点 P 沿 4B 从 4 运动 
到 BB 的 过 程 中 ， 直 线 *+y=c 沿 其 垂直 方向 向 上 平移 , 因而 截 距 
c 增 大 ， 由 此 可 见 ， 当 直线 ++y=c 过 B(8， 6 点 时 ， “有 最 大 
值 8+t6=14， 凤 (xX+y)max = 14; 


例 14 设 X,y,z 满 足 约束 条 件 组 
{ XxX+y+2=1, (4) 
0 和 yx 委 1, 0 过 7 去 2 37 + 2>2. | 
求 三 元 一 次 函数 已 = 2x+ 6y+4z 的 最 值 。 
- 解 由 x+y+z=1， 有 z 
=1-xX 一 ,从 而 
F=2y-2X+4. 
而 不 等 式 组 (4) 成 为 
0<x 扩 1， 
0 过 7 乏 2， 
\2y ~ XD>1, 
由 这 三 个 不 等 式 所 确定 的 平面 
区 域 ( 即 满足 这 三 个 不 等 式 的 图 19 5 
点 (2 J) 的 全 体 ) 是 由 4 条 直线 Y= 0,X=1l 27-4=1 及 y=2 所 国 
成 的 矩形 区 域 K( 图 19-5 中 的 阴影 部 分 ， 包括 边界 及 其 内 部 )， 
此 梯形 的 顶点 为 4(0,3)，B(1,1)，C(1,2) 及 D(0,2), 考 虑 与 区 
域 K 相交 的 平行 直线 族 27- 24+4=C， 即 了 =X+2+ 万 ， 在 每 
条 直线 上 的 每 点 ， 目 标 函 数 取 相 同 的 值 。 当 直线 沿 其 垂直 方向 向 
上 平移 时 ， 它 在 轴 上 的 截 距 2+ 了 增加， 因而 5 增加 ， 易 知 当 
直线 2y 一 2xX+4=c 过 点 D(0,2) 时 ,6 值 最 大 ， 这 时 c=2x2- 
2x0+4=8， 即 Fmox = 8 当 直线 过 点 B(1,1) 时 ,c 值 最 小 ， 这 
时 c=2x1~2x1+4=4, 即 Fmia =4. : 

注 ” 上 面 两 例 所 用 的 方法 称 为 等 值 线 方法 ， 对 于 一 个 线性 最 
值 问 题 ， 如 果 经 消 元 后 ， 能 归结 为 在 由 x,y 的 不等式 组 构成 的 
约束 条 件 下 ， 求 二 元 一 次 函数 下 = ax + 5by+4d (CD 为 常数 》 
的 最 值 , 而且 由 约束 条 件 所 确定 的 点 P(x,y) 的 全 体 是 一 个 平面 
区 域 久 ， 则 怀 的 最 值 一 定 在 区 域 玫 的 边界 上 取 到 ， 特 别 当 下 是 
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一 个 多 边 形 所 围 成 的 区 域 (包括 边界 多 边 形 ) 时 ,大 的 最 值 必 在 多 
边 形 的 某 顶 点 上 取 到 ， 这 个 顶点 可 利用 平行 直线 族 ay+ by+d = 
(5 为 参数 ) 找 到 ， 另 一 个 办 法 是 ， 算 出 五 在 各 顶点 的 值 ， 再 通 
过 比较 找到 最 大 值 和 最 小 值 ， 


四 中 必 团 虎 


习 题 19 


. 求 y=4V BX 二 6 十 -一 一 的 最 小 值 。 


(5X 十 6J5 


， 求 函数 ?一 sin2b cos 0(0<0<< 亏 ) 的 最 大 值 ， 
。 设 Xx,y》,? 守 0,X 十 yy 十 2 二 4。 : 


(1) 求 (X93 十 32 十 2X)maxs 
(2) 求 C(X7"y"zP)mar(MyM 力 EX)。 


。 设 正信 ABC 的 边 长 为 6， 边 BC,C4,4 甩 上 的 点 己 ,Q, 尺 在 满足 刀 疡 十 


CQT+4R=4 的 条 件 下 移动 ， 求 已 ,@, 尺 位 于 条 处 时 ， 和 APG 尽 的 面积 最 


-Te 


。 证 明 ， 周 长 为 定 值 的 四 边 形 中 , 以 正方 形 面积 最 大 。 
.车 x, ER，X? 十 <1, 求 |2X%3? 一 3X9 一 2Y?|max。 
. 老 [pi<1i,， lg|<1, 求 (pqt VCP (tg )) mnx， 


. 设 X,YE R,X? 一 6X 十 2 一 6) 二 18， 求 ( 了 ) oz， 
。 某 工厂 每 天 要 生产 围 、 乙 两 种 产品。 技工 艺 规定 ， 每 件 甲 产品 需 分 别 在 


A,B,C,D 四 人 台 不 同 的 设备 上 加 工 2,1,4,0 小 时 ; 每 件 乙 产品 需 分 别 


， 在 4,B,C,D 上 加 工 2,2,0,4 小 时 。 已 知 A4,B,C，D 每 天 最 多 能 转 


动 的 时 数 分 别 是 12,8,16,12 小 时 。 生产 一 件 甲 产品 该 三 得 利润 200 元 ， 
生产 一 件 乙 产品 得 简 润 300 元 。 问 每 天 如 何 安排 生产 才能 得 到 利润 最 
多 ? 
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“第 20 讲 凸 包 概念 在 平面 儿 何 
“和 解 题 中 的 应 用 


福 锡 录 


前 面 讨论 的 主要 是 经 典 的 平面 几何 .现代 数学 的 发 展 又 给 平 
面 几何 注入 了 新 的 内 容 ， 这 就 是 将 组 合 数学 的 思想 和 方法 与 传统 
的 平面 几何 结合 在 一 起 ， 称 之 为 组 合 几 何 的 一 个 分 支 ， 其 中 一 个 
主要 问题 是 讨论 以 几何 元 素 为 元 素 的 集合 的 结构 及 其 人 性质 ， 其 中 
一 个 重要 的 工具 就 是 凸 包 . 下 面 就 先 从 西 包 谈 起 ， 

定义 1 ”如果 对 于 点 集 帮 中 的 任意 两 点 4，B. 线段 A4B 上 
的 每 一 点 都 属于 点 集 M， 那 么 M 就 称 为 凸 集 ， 

显然 线段 、 直 线 、 射 线 、 带 形 以 及 整个 平面 都 是 凸 集 ， 空 集 
9%， 一 个 点 的 集 也 定义 为 凸 集 . 

例 1 证 明 网 是 凸 集 . 

证 如 图 20-1, 设 圆心 为 O， 半径 为 7， 如 果 A, 如 两 点 属 
于 图 0， 那 么 OA<r,0B<r. 

” 设 C 是 线段 4B 上 的 任 一 点 , 显然 
LOC4 和 LOCB 中 必 有 一 个 不 小 于 直 
角 ， 不 妨 设 LOCB>90°. 则 在 AOCE 
中 ,OC<OB<y, 即 CEG@O, 所 以 圆 是 凸 

一 条 直线 ! 将 平面 分 为 两 个 部 分 ， 在 
直线 ! 的 同一 侧 的 点 组 成 的 集合 称 为 开 半 图 20-1 
平面 ， 分 别 记 为 a 与 p, aU1 称 为 闭 半 平 面 ， 开 半 平 面 与 闭 半 平 
面 显然 也 都 是 凸 集 . 

注意 到 aU8 不 是 凸 集 ，. 即 两 个 凸 集 的 并 不 一 定 是 凸 集 ， 对 
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两 个 凸 集 的 交 有 下 面 的 结论 . 
命题 1 两 个 凸 集 的 交 一 定 是 凸 集 ， - 
证 设 MM, MM; 是 西 集 ， 如果 MnM:=9, 由 于 少 是 凸 梨 ， 
即 交 是 凸 集 ， i 上 
设 4,PEHMInM:=M， 则 4，DBEM， 所 以 必 有 线段 4B 
MM!， 同 理 线段 4BE M,, 即 4BEM .所 以 MM = Mi 站 Ms 是 由 


显然 有 下 面 的 命题 ， 

-命题 2 任意 多 个 凸 集 的 交 仍 是 凸 集 ， 

对 于 每 一 个 平面 点 集 M， 都 有 包含 它 的 扣 集 (例如 全 平面) 

定义 2 ”所 有 包含 点 集 凡 的 凸 集 的 交 仍 然 是 凸 集 ， 并 且 是 包 
合 M 的 最 小 凸 集 ， 我 们 称 它 为 点 集 内 的 凸 包 ， 记 为 好 . 

通常 一 个 有 限 点 集 的 凸 包 为 一 个 凸 多 边 形 或 一 条 线段 , 

例如 M 是 由 四 个 点 .4 .A4。4,，A4, 组 成 的 集合 ， 这 时 有 
如 图 20-2 的 三 种 情况 。 

(1) 六 是 凸 四 边 形 4,4,4,4, 

(2) 让 是 一 个 三 角形 ， 比如 是 A4,4:4s _ 

(3) 及 是 一 条 线段 ， 比如 是 线段 A144; 


4 A 


4, 4 4, 
图 29~2 
无 穷 点 集 的 凸 包 比较 复杂 ， 如 两 个 半 平 面 的 凸 包 可 能 是 一 个 
半 平 面 ， 也 可 能 是 整个 平面 ， 再 如 两 个 相 离 的 圆 组 成 的 集合 M4， 
则 凸 包 衣 为 图 20-3 所 示 的 阴影 部 分 ， 其 中 4B, CD 是 两 个 贺 
的 外 公 切 线 ， 
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西 包 的 应 用 十 分 广 4 
泛 ， 我 们 先 看 下 面 的 几 个 4 
例题 . 

例 2 平面 上 任意 给 AN 
定 5 个 点 ， 其 中 任 三 点 不 
共 线 ， 则 可 选 出 四 个 点 ， D 
这 四 点 能 构成 一 个 凸 四 边 C 
形 的 顶点 。 图 20-3 

证 设 这 5 点 为 4，4:，4:，4，4. 考虑 这 5 点 的 凸 

《1》 凸 包 为 凸 五 边 形 ， 则 其 中 任意 4 点 可 构成 唔 四 边 形 . 

(2》 同 包 为 凸 四 边 形 ; 比如 是 凸 四 边 形 4,4,4s44, 则 此 4 点 
即 为 所 求 ， 

《3) 凸 包 为 三 角形 , 设 A,， A 在 人 人 AiAsAs 之 中 (如 图 20- 4), 
网 直 线 4A44, 只 能 与 三 角形 的 两 条 边 相 交 
(注意 , 三 角形 的 边 是 指 线段 4.4 4,A,， 
hs41)， 比 如 与 边 414,, 414, 相交 ， 则 
4:4.4.4. 为 凸 四 边 形 . 

此 题 看 似 简单 ， 但 不 用 凸 包 是 很 难 描 

4 4， 述 清楚 的 . 

图 20 4 例 3 平面 上 任意 给 定 5 点 ， 其 中 任 
三 点 不 共 线 ， 则 在 以 它们 为 顶点 的 三 角形 中 ， 至 多 有 7 个 锐角 三 
角形 

证 我 们 证 明 其 等 价 命题 ， 至 少 有 3 个 非 锐角 三 角形 . 

设 这 5 点 为 4 4, 4 44， 考虑 其 凸 包 . 

《1》 同 包 为 年 边 形 41,4,4,4A44,， 则 至 少 有 两 个 内 角 为 非 锐 
角 . 不 妨 设 ， 

@@A1, 4 为 两 不 相 镶 的 内 角 ， 均 为 非 锐角 (如 图 20-5-(1)). 
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连 4,44， 则 在 四 边 ~ 
形 4,4,4s4, 中 至 少 有 一 


个 非 锐角 的 内 角 ， 可 组 成 4 

一 个 非 锐角 三 角形 ， 加 上 

人 44:4 与 A4.4.4。， 4A. 4 
所 以 至 少 有 3 个 非 锐角 三 (1) 

角形 . | 20-5 


@A1,4, 为 两 相 邻 的 内 角 ， 均 为 非 锐角 (如 图 20-5-(2)). 

连 A,4,， 在 四 边 形 4.4,4,4。, 中 ， 至 少 有 一 个 内 角 为 非 锐 
角 ， 即 至 少 有 一 个 非 锐角 三 角形 ， 连 同 非 锐角 三 角形 4i4s4 与 
三 角形 4,4,4,， 所 以 至 少 有 三 个 非 锐角 三 角形 . 

(2) 凸 包 为 四 边 形 , 设 4 在 四 边 形 414,4,44 之 中 ， 并 不 
妨 设 A。 在 A4.4:4. 之 中 (如 图 20-6) . 

4, 在 四 边 形 4,4,4s,4, 中 ， 至 少 有 一 个 


人 内 角 为 非 锐 角 ， 即 至 少 有 一 个 非 锐 角 三 角 
~ 形 ,而 人 A14i4s, 人 As4,4os A4,4 4 中 

至 少 有 两 个 是 非 锐角 三 角形 ， 所 以 至 少 有 

4 4。 三 个 非 锐角 三 角形 ， 
图 20-6 (3) 凸 包 为 三 角形 , 设 44，A4, 在 


和 人 414s4, 之 中 , 则 在 人 414:4,, 八 44,4,, 信 As414, 中 至 少 
有 两 个 非 锐角 三 角形 ,而 在 人 4A14;4。, 入 4,4,4。, 人 4sA14。 中 
也 至 少 有 两 个 非 锐 角 三 角形 ,所 以 在 这 种 情况 下 ,至少 有 四 个 非 锐 
角 三 角形 . 

综合 以 上 三 种 情况 ， 命 题 得 证 ， 

下 面 的 一 类 问题 是 近来 的 热门 问题 ,属于 Heilbron 型 问题 ， 
曾 多 次 出 现在 数学 竞赛 之 中 ， 

例 4 设 平面 上 任 给 个 点 ,每 两 点 之 间 有 一 个 距离 ， 最 大 
距离 与 最 小 距离 的 比 记 为 1,， 求 4 的 最 小 值 ( 下 确 界 )， 
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对 这 个 问题 的 研究 还 不 太 深 入 ， 现 在 已 经 知道 的 2。 的 ` 下 界 
有 :PPw 了 ,sz2 sin 1 至 于 访 尚 属 未 知 ， 人 们 有 


一 个 猜想 ,2 之 2 sin 4 二 2 7， 但 还 没有 证 明 . 下 面 我 们 仅 考虑 


1s， 此 题 是 1985 年 全国 联赛 证， | 

命题 平面 上 任 给 5 个 相 异 的 点 ， 它 们 之 间 的 最 大 距离 与 最 
小 距离 之 比 记 为 .求证 ，N6 之 28in 54*， 并 讨论 等 号 成 立 的 充 雪 
条 件 . 

证 设 所 给 5 点 为 4,B,C,D,E, 讨 论 其 凸 包 . 

(1》 其 中 有 三 点 要 线 ， 设 此 三 点 为 4,，B, C, 且 B 在 4， 


C 之 间 ， 则 之 >2>2sin54°., 二 


14C| 
min (024 ， [BCTJ 


(2》 四 包 为 三 角形 . 设 刀 已 在 A4BC 的 内 部 ， 则 4DB，， 
DBDC，~CD4 中 至 少 有 一 个 不 小 于 120"， 不 妨 设 人 .4 万 门 > 
120°*， 则 4B?= AD?:+BD:-24AD.BDcos/ ADB 

之 AD’:+ BD’:+2AD.BDcos60°. 
设 AD<BD， 人 AD P20 +Cos 60°) = 44AD?cos 230° 


44Dsin54°"， 所 以 > 人 PB- >2sins4®. ° 


(3) 凸 包 为 四 边 形 ， 二 全 在 本 四 过 天 4ABCD 的 内 部 ， 则 羽 
点 必 在 人 ABC 或 人 A4CDD 之 中 ,可 依 以 上 的 证 明 得 46>>2sin54°, 
《4) 廿 包 为 五 边 形 4BCDE，5 个 内 角 中 至 少 有 一 个 不 小 于 
108*, 设 为 B， 则 有 AC*= AB:+ BC:-24B.BCcosB 
>AB:+ BC:-24B. BCces108°. (1) 
设 4B<BC， 则 
| AC’>2AB’(1-co8108°)=4ABsin’54°, (I) 


于 是 有 . >- 和 4 >2sin54*， 
下 面 我 们 讨论 等 式 和 = 2sin54* 的 充分 必要 条 件 .。 由 于 在 精 况 
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《1)，(2)，(3) 中 等 式 不 可 能 成 立 ， 所 以 只 讨论 情况 (4).。 在 不 等 
式 ( 了) 中 ， 若 等 式 成 立 ， 当 且 仅 当 B = 108"， 故 任 一 内 角 都 不 能 
大 于 108°, 这 样 必 有 A4=B=C=D=E=108°. 在 不 等 式 (了 ) 中 ， 
车 等 式 成 立 ， 当 且 仅 当 4B= BC, 故 凸 五 边 形 的 5 条 边 必 相等 ,所 
以 得 到 js= 2sin54° 的 充分 必要 条 件 是 所 给 点 构成 一 个 正 5 边 形 . 

对 于 给 定 的 点 组 ， 如 果 每 三 点 都 可 构成 一 个 三 角形 ， 即 任 
三 点 不 共 线 ， 对 这 些 三 角形 的 面积 进行 相应 的 讨论 ， 可 以 得 到 类 
似 于 例 4 的 问题 . 

例 5 平面 上 任意 给 定 % 个 点 ， 其 中 任 三 点 可 组 成 一 个 三 角 
形 ,每 个 三 角形 都 有 一 个 面积 , 令 最 大 面积 与 最 小 面积 的 比 为 As， 
求 如 的 最 小 值 (下 确 界 ). 

”整个 问题 还 没有 深入 地 研究 ， 中 国 科学 技术 大 学 学 生 李 文 志 


得 到 以 下 的 结果 : A>1l; AP -+ 工 过 pi 至 于 7 点 以 
上 ， 这 个 问题 还 没有 任何 结 

Fm 

设 其 5 点 为 4A,,4;,4,,A4,,4,. 

《1》 其 凸 包 如 果 不 是 西 五 边 形 ， 必 有 一 点 医 在 某 一 三 角形 之 


中 ， 不 妨 设 4 在 八 4,4,4, 之 中 ， 则 有 
> 人 A.4;,4, 
min(NAd,hs AAsAsAds, AAsAiA) 
>3> +l 
2 
(2) 设 其 凹 包 为 本 五 边 形 4,4:4.4.4。. 


” 作 直 线 MNY As4is 交 A4s 与 4144 为 MM 和 NN, 且 
AM _ AN V5-1 


MA, NA, 2 | - 
也 如 图 20-7， 如 果 两 点 42，4s 中 有 一 个 点 与 4s，44 
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在 困 六 的 同 侧 ， 则 有 
和 人 4 4.4. 44s 


fA AA > NA 


AM 5-1 5+1 
1 MA, 1 2 2 “ 
A 
-1 一 一 7 ~、、 
! AD TPA 
1 A \ 
t Pd Ee 1 pt 
i pp 
if vv7 
1 
A, 及 
图 20-7 . . 图 20=8 


@ 如 图 20-8， 如 果 4:，.4 与 41 均 在 直线 MN 的 同一 侧 ， 
设 Ashs 交 Aids 于 0, 则 A10<AM 于 是 
~ AAsdsAs _ AAshs0 04， 


fe AA A A AAAUV AU 
~, MA _._ 1 = W535+1l 
” AN Vy-1 2 
2. 
习题 20 


1. 设 4， 瑟 为 平面 上 的 两 个 有 限 点 集 ， 无 公共 元 素 ， 并 且 4 局 刀 中 任意 三 
个 不 同 的 点 不 共 线 。 如 果 4, 刀 中 至 少 有 一 个 集 的 点 数 不 小 于 5， 证 明 存 
在 一 个 三 角形 , 它 的 顶点 全 在 4 中 或 全 在 B 中 , 它 的 内 部 不 合 男 一 个 集中 
的 点 . 

2. 证 明 1o> ww3. 

点 。 
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第 21 讲 解析 几 河 中 的 平面 几何 
杜 锡 录 


解析 几何 是 中 学 课程 中 的 一 项 重要 内 容 ， 它 的 优点 在 于 使 数 
形 结合 ， 把 几何 问题 化 作 代 数 式 子 来 演算 ， 或 者 反 过 来 ， 用 几何 
的 方法 去 处 理 数 、 式 . 本 文 将 简要 地 谈 谈 这 两 个 方面 的 问题 . 

一 、 用 解析 法 证 平面 几何 题 

读者 应 当 有 这 样 的 体会 ， 即 很 多 平面 几何 题 的 纯 儿 何 证 法 往 
. 往 是 非常 困难 的 , 甚至 于 无 从 下 手 . 然 而 解析 几何 却 是 处 理 某 些 这 
类 问题 的 有 力 工具 。 这 就 是 所 谓 的 “解析 法 "或 许 在 一 些 人 的 心 
目 中 ， 解 析 法 和 繁琐 杂乱 是 同义词 ， 这 种 看 法 是 不 公正 的 ， 实 际 
上 ， 用 解析 法 来 处 理 平面 几何 问题 ， 是 别 只 特色 与 技巧 的 ， 并 且 
有 一 定 的 章程 可 以 遵循 ， 因 此 是 值得 重视 的 . 下面， 我 们 通过 例 
题 简 要 地 介绍 解析 法 中 应 当 注 意 到 的 几 个 观念 和 技巧 . 

例 1 证 明 ， 任 意 四 边 形 四 条 边 的 平方 和 ， 等 于 两 条 对 角 线 
的 平方 和 ， 再 加 上 对 角 线 中 点 连 线 的 平方 的 4 倍 ， 

证 在 直角 上 华 标 系 中 ， 设 四 边 形 四 个 顶点 的 举 标 为 41(x1， 
Ji AslX2s y2), ASCXs, ys)， A,(Xss ys)， 这 样 由 中 点 公式 得 出 对 


oY XI 十 Ms JJ 了 1 十 Ys. YX2 十 和 4 y+ A 
角 线 中 点 的 华 标 为 (全 汪 ， 攻 )，C( 开 并， 汪 鸭 ) .我 
们 有 等 式 
4 (NK1— X3) + (Xe — XK) 


= (Xt Xa Xs— XC) + (Xi— KX) + (Xs — Xo)? 
=2(X12 + X22 + Xs + Ka XINs — XXs — XeXs — XX1) 
= (KX Xa) + (Xa XK) + Xa— Xa) + CmN), 
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由 对 称 仁 ， 关 于 纳 华 标 也 有 类 似 的 等 式 ， 记 以 和 用 两 点 问 的 
距离 公式 就 推出 。 
-|4, A AA Ns AA 1 AA 

=4|BCI:+|A,.4sl:+ [4,41’, 

注 (1) 本 题 的 纯 几 何 证 法 并 不 容易 ， 而 采用 解析 法 ， 只 需 
要 简单 的 计算 便 达 到 目的 . 

” (2) 解析 法 的 第 一 步 就 是 建立 坐标 系 ， 举 标 系 选 择 得 是 否 恰 
当 ， 直 接 关系 到 以 后 的 论证 是 否 简单 ， 有 一 个 原则 是 说 应 当选 择 
提 标 生得 问题 了 光 及 的 华 村 中 屋 可 能 乡 籽 册 秽 稚 ， 这 自 扒 没 有 

， 尤 其 在 处 理 计算 题 时 应 当 遵循 这 一 原则。 但 在 考虑 证 明 古 
时 :公明 这 一 大 则 可 能 会 “ 占 小 便宜 而 吃 大 乞 ", 因 为 “对称 性 ” 
一 一 一 个 更 有 利于 论证 的 特点 常常 会 因此 而 失去 . 用 解析 法 论证 
的 一 大 特色 就 是 已 知 结果 ， 设 法 去 “ 凑 "， 这 样 ， 对 称 性 便 有 重要 
的 作用 .如 果 破 坏 了 对 称 性 ， 反 反而 会 使 计算 复杂 化 ， 甚 至 更 精 的 
是 ， 面 对 一 堆 不 对 称 无 规律 的 式 子 茫然 无 绪 ， 进 退 两 难 . 在 例 1 
中 我们 选择 的 是 最 一 般 的 坐标 ， 其 目的 就 是 保持 算式 的 对 . 称 
性 ， 这 样 (由 于 我 们 知道 结果 ); 解 答 中 代数 式 的 变形 几乎 是 "自然 
而 然 "的 ， 并且 由 模 : 纵 坐 标 之 间 的 对 称 性 ， 我 们 只 需 算出 横 举 
标的 关系 式 ，“ 同 理 " 便 得 到 关于 纵 坐 标的 等 式 . 这 时 ， 对 称 性 起 
了 事半功倍 的 作用 . 

例 2 给 定 任 一 锐角 三 角形 4BC 及 
高 4H, 在 AH 上 任 取 一 点 瑟 ， 连 BD 
并 延长 交 AC 于 五 ， 又 连 CD 且 延 长 交 
AB 于 F, 证 明 人 人 4HE= 人 AHK. 

证 如 图 21-1， 建 立 直角 坐标 系 ， 
取 BC 与 4 已 为 誉 标 轴 . 设 4,， B,C, 
刀 的 坐标 分 别 为 4(0，C) B(b，90)， 
(C(c 0), D(0,a). : : 
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不 难 写 出 BD 及 4C 所 在 直线 的 方程 为 


区 一 
到 + 可 = 1 及 六 + 二 =1， 


雪人 们 的 上 忆 交 村 ,和 出 E 的 和 为 -人 
注意 B,C 两 点 关于 万 点 的 位 置 是 “平等 "的 ,在 上 式 中 交换 5 与 
cs 可 得 及 的 射 率 ， 它 各 E 的 斜 率 互 为 相反 数 ， 这 就 意 际 着 
LAHE= /LAHK. 

注 “如果 我 们 设 孔 (2 0)，C(-e 0)，5 ce 都 有 正 数 ， 则 破 
坏 也 和 C 的 “对 称 性 ”. 

有 些 涉 及 三 角形 面积 的 问题 也 可 以 用 解析 法 来 做 ， 

我 们 先 介绍 解析 几何 中 的 面积 公式 〈 它 用 行列 式 来 表达 最 为 
简单 ， 读 者 应 热 悉 三 阶 行列 式 的 某 些 性 质 )， 

设 三 角形 4BC 的 顶点 坐标 为 4(X4，y4)， 忆 (xs，7?p)， 
(xc, yc)， 则 其 面积 为 


i . 


7 1 YXc yc 

当 有 4,， B,C 是 逆 时 针 顺 序 时 ， 行 列 式 的 值 为 正 ， 我 们 说 三 角形 
ABC 的 面积 为 正 ， 当 4， 甩 ，C 是 项 时 针 顺 序 时 ， 行列 式 的 值 为 
负 ， 我 们 说 三 角形 A4BC 的 面积 为 负 . 

下 面 的 问题 是 这 个 公式 的 一 个 应 用 .… : 

例 3 设 人 4BC 与 AL4/BIC1/ 是 在 同一 个 平面 内 的 两 个 三 久 
形 ，44'1/ .BB'] CC 证明 -: 

3(Saxsc+ Sadyarcr) 

='Sa4ac/ + Sapcras + Sacasss + Sse t SAp/c4 + SacraBe 

这 里 的 面积 都 是 有 向 面积 ，: 即 当 4, B, C 旦 道 时 针 顺 序 

和 峙 ， 面 积 为 正 ， 否 则 面积 为 负 ， 
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证 如 图 21-2， 以 平行 于 44' 的 
直线 为 * 轴 ， 则 有 4 与 4',B 与 B'， 
C 与 C' 的 纵 誉 标 相同 ， 这 样 欲 证 等 
式 右 端的 两 倍 为 2(SA4arcr + Saaacr 


+ SA4/B7C 十 Sewoc +SaA4srctSaAuac/)》 


Xat- Ya 1 Xa 4 | 

Xa Vaitl1 YXar Ya | 

Xe Sc 1 1 xe Jc | 

Xa ya|l |1 xa Ya | 

+|1. Xs Ya itil Xp yaji+il x ya | 
| 

\ 


[1 xc ycl |1 Xe Je ll Xe Ye 

1 3X4+3X4 4 | 
| 1 3Xst3Xp Ys 
| 1 3Xct+3Xe, Se 


1 Xa Ya 1! Xa ya 
=3 1 Xs ys: 站 1 Nat . Ya 
1 Xe ye | | | 1 Xe Jc 
=2(3SAyscTSa4/arcr)。 
这 就 证 得 了 结论 . 


注 我 们 在 开始 时 ， 利 用 了 Sascrar = Sadracy 等 关系 式 ， 以 
使 得 诸 行列 式 中 有 一 列 都 相同 ， 便 于 相 加 . 同时， 把 坐标 取 成 最 
一 般 的 形式 ， 才 使 得 算式 成 为 对 称 的 ， 

二 、 平 面 几 何 知识 在 解析 几何 解 题 中 的 应 用 

下 面 我 们 简要 地 谈 谈 解 析 几 何 中 的 一 个 有 效 技 巧 ， 即 适当 地 
应 用 几何 知识 来 帮助 解 题 ， 这 大 致 包括 两 方面 的 内 容 ， 一 方面 是 
应 用 平面 几何 中 的 有 关 定 理 〈 通 常 在 涉及 直线 和 圆 的 问题 中 用 得 
上 )， 再 省 是 考虑 抛物 线 、 椭 圆 、. 双 曲线 的 某 些 问题 时 ， 应 注意 
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它们 的 几何 定义 . 

例 4 求 出 直线 QY+8y+C=0(0 5 不 全 为 0) 和 国税 + 入 
=72( 之 0) 相交 的 充分 必要 条 件 . 并 计算 在 相交 时 直线 被 回 截 得 
葛 纺 长 

解 ” 用 几何 的 想法 来 考 忠 ， 注 意 直线 和 贺 相 交 的 充分 必要 条 
件 是 回 心 到 直线 的 距离 小 于 加 的 半径， 用 代数 的 式 子 表示 这 一 
点 ， 就 是 


lc| - 
语序， 哄 C2<<12(02 十 b?) 。 


当 这 一 条 件 满足 对， 我 们 来 求 直 组 被 圆 截 得 的 嘴 长 ， 设 直线 
交 贺 于 4， 刀 两 点 ， 回 心 C 到 直线 所 作 牌 线 的 重 足 居 P, 别 P 了 平 
分 线段 4B. 所 以 (出 勾 股 定理 ) 


#14BI =|1A4Pl?*=10Al?- |1OPl: 


I 
var Wt 
a vil + be) 一 -0 
孝 14B|= 2 ? ai+tb 


例 5 长 为 定 值 /(>>1) 的 瑟 段 4B 的 端点 4， 已 在 抛物 线 》 
=X* 上 移动 ， 求 它 的 中 点 MM 到 * 轴 的 最 小 距离 . 
解 ” 设 抛物 线 的 焦点 为 
47 到 准 线 的 距离 


= 到 (4 到 准 线 的 距离 + .B 到 准 线 的 距离 》 


1 (IAF| +1BF|) 
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44 到 7 轴 的 距离 > 全- 


是 仅 当 4 过 严 时 等 号 成立 

注 解答 中 我 们 除了 应 用 抛物 线 的 定义 性 质 外 ， 还 用 到 了 梯 
形 中 位 线 定理 以 及 折线 4FB 之 长 不 小 于 线段 4B 的 长 . 
- ， 此 题 用 参数 的 方法 或 者 完全 的 代数 方法 也 能 达到 目的 ， 但 看 
来 用 几何 观念 来 解 比较 简便 . 

例 6 已 知 抛物 线 y:=2px(p>0) ,其 焦点 为 ， 一 条 过 下 且 
倾斜 角 为 0 的 直线 交 抛物 线 于 4， 妃 两 点 ， 连 结 4 及 抛物 线 顶 
点 0 的 直线 交 准 线 于 .B'， 半 结 忆 及 0 的 直线 交 准 线 于 从， 计 
竺 四边形 4BB'4/ 的 面积 . 


解 ” 先 考虑 9= 子 的 情形 ， 此 时 所 求 面积 显然 等 于 2p*( 利 用 
抛物 线 的 定义 性 质 ) . 

当 0 尖 也 时 ， 设 直线 的 斜率 为 R=tg0. 又 设 4Cx， yi)， 
Blx,, 0 则 y=2pxX1, y= 20Xa. 关键 的 一 步 是 要 注意 到 
BB' 平 行 于 * 轴 . 

和 45 所 的，- As) 
% 得 到 一 -p=0., 


证 枯 
J1°y2= — PRY + -22. (1) 
7 


而 BB/ 平 行 于 x 轴 . 
由 于 4，B 的 位 置 是 平等 的 ， 所 以 44’ 也 平行 于 * 轴 .这 
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样 44'B'B 便 是 直角 梯形 .从 而 其 面积 等 于 (注意 抛物 线 的 定义 
性 质 ) 


去 14'BI| (44/1+1BB:1) = 于 14/B'.14Bl . 


显然 141B1 = 191 一 |，- 关 二 关 -= 记 ,这 样 利用 (1)， 有 


7 A’B’|:14B| = 也 |- “V(X Xa) + (yl ~— 3 


-ya) Vit 直 = 二 二 y+ ye) yi 


例 7 已 知 定 圆 O, 与 定 圆 O:， 其 中 圆 0， 内 售 于 国 ( CO: 内 ， 
一 个 动 圆 与 圆 O 外 切 且 与 圆 D， 内 切 , 求 这 动 圆 圆心 的 轨迹 ， 

解 本 题 涉 及 三 个 贺 ， 用 解析 法 求 轨迹 并 不 方便 ， 我 们 的 
处 理 完全 是 基于 几何 的 考虑 ， 区 分 两 种 情况 ， 

(1) 如 果 圆 0 和 贺 0; 同心 ( 即 O,，O; 重合 )， 则 所 求 的 


轨迹 是 以 01 为 圆心 ， 一 和 -为 半径 的 图 ， 这 里 ,7 分 别 是 圆 
Oi 及 圆 O, 的 半径 ， 都 是 定 长 (r;>71)， ， 


B 
(2) 如 果 加 0, 和 加 0; 不 同心 , 设 动 Ch ) 
圆 和 圆 0O,， 圆 O: 的 切 点 分 别 是 4,B( 如 CI 
图 21-3), 则 有 

PO = PA+ AO,, PO, = BO;,- PDB， 

所 以 PO + PO; = zi 十 yz 是 定 值 . 

由 椭圆 的 定义 可 知 ， 一 在 以 O，O， 图 21-3 
为 焦点 ， 长 轴 为 +1+7; 的 椭圆 上 

又 因为 贺 O, 上 任意 一 点 到 0O1,0; 距离 之 和 小 于 71+7s， 圆 
Os, 上 任 一 点 到 O,，0O， 的 距离 之 和 大 于 5 + 所 以 椭圆 和 圆 O: 
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不 相交 且 包 含 图 O, 这 样 易 见 椭圆 土 任意 一 点 都 是 轨迹 中 的 点 。 


习 题 21 . 

1。P 为 等 边 三 角形 4BC 的 内 切 加 上 任意 一 点 ， 证 明 PA? 二 PB? PC 为 
一 常数 ， 

7 一 直线 过 点 (1,2)， 且 被 两 平行 直线 4X% 十 39 十 1 二 0 和 4X 十 3y 十 6 二 0 截 
得 的 线段 长 为 V 2， 求 这 条 直线 的 方程 . 

了 3。 已 知 抛物 线 y= 2PxX 及 一 定 点 4， 试 在 抛物 线 上 找 一 点 也， 使 |4B| 
+|BF| 最 小 关中 克扣 入。 

4. 已 知 精 图- 生 -十 -站 -=1(4>8> 0),PiFP; 分 别 是 其 左 、 右 焦点 ， 设 忆 


是 精 圆 上 任 -一 点 。 试 证 明 。 以 PF; 为 直径 的 融和 以 长 轴 为 直径 的 圆 相 
切 ， 
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第 22 讲 利用 直线 束 和 圆 束 解 是 
杜 锡 录 


在 解析 几何 中 ， 直 线束 和 二 次 曲线 束 是 很 重要 的 内 容 “在 本 
讲 中 ， 将 简要 地 介绍 它们 ， 以 提供 一 个 用 解析 法 处 理 平面 几何 问 
题 的 工具 . 


一 、 直 线束 
车 直线 1 a1Xx+by+ci=0 (1) 
与 直线 人 2: 4sX+by+cs=0 (2) 
相交 于 S 点 ， 则 刀 和 到 的 线性 组 合 ， 
a(aix+Dytc) +h(Uar+ by +c) =0 ~ 《3) 


(其 中 ,8 是 不 全 为 0 的 实数 ) 表 示 过 S 点 的 所 有 直线， 称 为 过 
S 点 的 直线 东 。 注意 这 包含 了 两 层 意思 ， 其 一 是 说 ， 对 任意 不 全 
为 0 的 实数 a,6，(3) 式 表示 过 S 点 的 直线 方程 (要 给 出 证 明 的 
话 ， 即 要 证 *,y 的 系数 不 全 为 0， 且 S 点 的 坐标 适合 这 方程 )， 
其 二 是 说 ， 对 任何 过 S 的 直线 方程 ， 一 定 有 适当 的 实数 we，p( 不 
全 为 9) 使 其 能 够 写成 (3) 的 形式 . 

特别 地 ， 当 a=0 时 ，(3) 减 为 (2)， 当 B=0 了 时 ，(3) 成 为 
(1) . 直线 束 (3) 中 ， 我 们 除去 二 的 方程 ， 则 a0。 令 2= 分， 

YY 
则 (3) 成 为 
Qixt+Dytcrtiladxt+ by+c)=0. (4) 

直线 束 (4) 则 表示 了 过 S 的 全 体 直 线 ( 除 了 1,)， 这 种 形式 在 实用 
中 更 方便 . 

例 1 已 知 两 直线 2%+3y-5=0,7X%*+15y+1=0 相交 于 点 
S. 求 出 过 点 S 且 垂直 于 直线 12* -5y1=0 的 直线 方程 ， 
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解 已 知 两 条 直线 确实 相交 ( 因为 地 二 -我 们 作出 过 S 
药 直 线束 的 方程 ; 
2X%+3y~ 5+4(7X+15y+1)=0, (5) 
《5) 可 变形 为 
(2+7ANX+(3+15A2)y+ (—-5+24)=0, 


人 时 亦 = 2+72 
它 的 斜率 k= -i 


直线 12x 一 5y 一 1= 0 的 斜率 为 = 二 


根据 两 条 直线 垂直 的 条 件 ， 知 尼 . hl 即 | 


__ 2+71 ,12_ 一 工 
3+152 5. ” 


得 出 = -1. 代入 (5) 式 可 知 所 求 的 直线 为 5X%+ 127 十 6= 0. 
. 用 解析 法 处 理 平面 几何 问题 时 ， 站 线束 经 常用 得 上 ,， 

- 例 2 在 矩形 4BCD 中 ， 点 朵 是 边 AD 的 中 点 ,NN 是 边 BC 
的 中 点 .在 线段 CD 的 延长 线 上 取 点 也 8 为 直线 PM 和 AC 的 
交点 ,证 明 人 LQNM = 人 MNP. 

“证 “建立 如 仆 22-1 记 示 的 直角 举 标 系 ，NN 为 原点 ，C，JM 的 
坐标 分 别 是 (40),(0, 5)， 又 设 所 在 
本 直线 的 他 率 为 名 则 PQ 所 在 直线 的 方 

程 是 ， 


RX 一 0 (6) 
CD 所 在 直线 的 方程 是 
‘ X-a=0. (7) 
以 & 乘 (6) 式 ,，5 乘 (7) 式 并 相 加 得 
万 N C (a,0) (ak+D)X-ay=0. (8) 
”图 221 (8) 经 过 PQ@ 及 C 万 的 交点 已 ,又 经 


过 原点 N(0, 0)， 因 此 这 就 是 PN 所 在 直线 的 方程 ， 
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4C 所 在 直线 的 方程 是 


bx+2ay-ab=0., : . (9) 
《6) xa+ (9)， 得 | 上 站 
(ax+Dbx+ay=0. (10) 


同 理 ， 这 样 GN 所 在 直线 的 方程 ， 从 (8), (10) 可 看 出 这 两 直线 的 
斜率 互 为 相反 数 ， 因 此 LQNM = 人 MNP. 

注 取信 点 为 坐标 原点 的 好 处 在 便于 比较 贾 条 直线 的 斜率 . 
在 求 PN,QN 所 在 直线 的 方程 时 ， 我 们 是 应 用 直线 束 的 知识 “ 痰 ” 
出 来 的 ， 避 免 了 求 P， 人 @@ 的 坐标 . 

例 8 CH 是 人 ABC 中 边 4B 上 的 高 ， 态 为 垂 足 ， 点 K,P 分 
别 是 如 关于 边 4C 和 BC 的 对 称 点 . 证 明 ， 线段 KP 与 AC,BC 
(或 它们 的 延长 线 ) 的 交点 是 A4BC 高 线 的 垂 足 . 

略 证 建立 如 图 22-2 所 示 的 直角 坐标 系 ， 设 4，B,C 三 点 
的 举 标 依次 为 4(a,0)，B(5,0),C(0,c)， 则 
PP (2-6) 将 P 的 化 标 表达 式 中 4,5 互 换 ， 就 得 到 


2+c2”. Ditrc? 


(a 3240， 一 2 55-)， 寺 是 KP 所 在 直线 的 方程 是 


‘tc ” Qa+c’ 
ca+Dx+ (ab=- cy-2abc=0., .~ (11) 
一 方面 ，BC 所 在 直线 的 方程 是 
:Cx+oy- bec=0. 
-BC .上 的 高 线 方程 是 
bx-cy-ab=0. (13) 
(12) 乘 以 a,《13) 乘 以 c， 两 
者 相 加 ,就 得 出 (11) 式 , 于 是 KP 
经 过 BC 上 高 线 的 垂 足 ， 同 理 ,，， 8. 
KP 也 经 过 AC 上 高 线 的 垂 足 . 图 22~2 : 
下 面 的 问题 的 纯 几 何 解法 颇 不 容易 ， 但 用 解析 法 却 并 无 特别 
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的 困难 ， 注 意 我 们 的 处 理 充分 利用 了 对 称 性 . 

例 4 如 图 22-3， 在 三 = 角形 4BC 的 外 便 作 正方 形 4C4,4, 和 
BCB:D:， 证 明 直 线 4 有 ,4:B: 和 4P: 相交 于 一 点 。 

证 建立 直角 坐标 系 ， 
设 A4，B,C 的 坐标 分 别 是 


A(xXss Ya) sB(xs, Ya), 
ClXxce, yc) ,注意 BCB.B，， 
CA4,4, 按 硕 时 针 排 列 . 设 
4 B ， Bil(Xs1 y81), BalXa ys)， 
图 22~3 ALCXa Ya)» AslX4 3794)， 
可 以 得 到 . 和 
Xai=Xo— Jat+ yes Vas= Yc— Xet Xp, . (14) 
Xa2= Xp— Yat ycy Ia, = Ys— Xect+ Xp, (15) 
Xai= Xect ya Yc ya = Yet Xec— Nas . (16) 
MX42 二 MX4 十 4 一 ycyJy4 =Yat+ Xec™ Na, (17) 
此 外 ，4B,, BA,, 4,B; 所 在 直线 的 方程 依次 是 
(4 一 Jai)X+T(Xal 一 X4)y 十 YX4Ypi 一 4XBi = 0. (18) 
(ya— YI Xt Ka — Ka V+Aay4 — Yara =0. (19) 


(yas— Ya Xt Xs— Xa IT Xa yp, — yaXps=0. (20) 
4B1,BA1,4A:B: 所 在 的 直线 两 两 相交 .为 了 证 明 方 程 (18) ,《19)， 
(20) 所 表示 的 直线 过 同一 点 ， 只 要 证 明 其 中 一 个 能 写成 另外 两 个 
的 线性 组 合 ( 这 里 用 到 直线 束 的 知识 )。 考 虚 到 (14), (15), (16)， 
(17) 用 -1 乘 (18) 后 再 和 (19)，(20) 相 加 ， 得 到 恒等式 0='0， 
这 就 意味 着 直线 B4,4.B: 的 交点 在 直线 4B, 上 ， 从 而 所 说 的 
三 线 共 点 。 

注 选择 最 一 般 的 坐标 的 目的 在 于 不 破坏 对 称 性 ， 这 样 得 出 
的 算式 整齐 且 对 称 , 反 而 简化 了 计算 过 程 并 便于 观察 (最 后 一 步 )， 
由 于 解 (18)，(19) 两 式 的 联 立 方程 将 非常 复杂 ， 因 而 直线 束 
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鹊 好 处 在 这 里 明显 地 体现 出 来 了 ， 


二 、 圆 束 
假设 园 Ci 
f(x) = 和 2 十 认 +OIYA+Cay+C=0 (1) 
与 加 C2 
flXsy) =XT TAX+ by+cs=0 (2) 
相交 于 两 点 ， 则 - 
万 ( Ta =0 (3) 


表示 过 Ci,C; 两 个 交点 的 所 有 圆 (除了 C), 称 为 过 这 两 交点 的 
圆 束 . (3) 中 的 a 是 任意 实数 ， 特 别 地 , 取 a=0, 则 (3) 成 为 (1)， 
当 a = -1 时 ，(3) 成 为 一 条 直线 的 方程 ， 它 就 是 CC: 的 公共 弦 
鹊 方程 (可 以 看 作为 圆 的 极限 情形 )。 这 一 点 是 特别 有 用 的 ， 我 们 
也 能 直接 导出 来 ， 因 为 (1) 和 (2) 之 差 是 多》 的 一 次 式 ， 故 表示 
一 直线 ， 它 显然 经 过 两 图 的 交点 ， 所 以 就 是 公共 玫 所 在 直线 的 方 
程 . 
例 5 已 知 一 贺 ， 经 过 图 K+ 一 2X+3y~7=0, 及 各 十 六 十 
3y -4=0 的 交点 ， 又 经 过 点 (一 2,1) , 求 它 的 方程. 
”人 解 因 两 圆心 之 距 小 于 两 圆 半径 之 和 ， 故 两 圆 是 相交 的 .又 
贺 %+ 欠 +37-4= 0 不 经 过 ( ~2,1), 可 设 所 求 的 圆 是 
Xt+y ~ 2X+3y- 7 ta(x+ y+ 3y—4)=0, 
此 即 (1+a)x2+ (1+a)y -2X+ (30+3)y-7- 4a=0. 
它 经 过 点 (- 2 D)， 故 以 X= -2, y=1 代 入 上 式 得 a= -号 . 
于 是 所 求 图 的 方程 是 汉 + y+8%+3y+8=0. 
注 本 题 与 例 1 类似， 用 立 束 来 解 ， 和 避免 了 求 两 圆 的 交点 坐 
标 及 其 他 运算 ， 简 便 了 许多 ， | 
下 面 两 个 问题 都 和 两 相交 图 的 公共 总 有 关 ， 我 们 提供 的 解法 
和 各 了 许多 繁杂 的 计算 
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例 6 过 圆 妇 +?2+CX+5y+Cc=0 外 一 点 Pla, 5), 作 圆 
的 两 条 切线 ， 求 两 个 切 点 所 确定 的 直线 的 方程 ， 

解 ” 设 圆心 为 @， 两 个 切 点 为 4 和 B， 连 @4，QB 可 知 ， 
P,4,Q@,B 四 点 共 圆 ， 于 是 所 求 的 直线 经 过 PQ 为 直径 的 圆 与 
已 知 圆 的 交点 ， 


不 难 求 出 以 PQ 为 直径 的 图 的 方程 是 


将 它 与 所 给 圆 的 方程 相 减 ， 得 
和 


此 即 所 求 直 缚 的 方程 . | 
例 7 已 知 三 个 贺 两 两 相交 ， 证 明 ; 所 得 到 的 三 条 公共 总 所 
在 直线 或 者 相交 于 一 点 ， 或 者 两 两 平行 上 
证 设 三 个 圆 的 方程 是 
X2 十 372 taxt Oy+c= 0Ci=1,2,3), 


两 两 相 减 得 到 公共 芝 所 在 直线 的 方程 为 
(Ci 一 Ga)xX+ (bb)y+ Cc- cs) =0， (4) 
(gas— as)X+ (b,— Db)yt+ (cs— 6c)=0, (5) 
(as~adxt(h-b)yt(lc-c)=0, (6) 


如 果 直 线 (4) 和 (5) 有 交点 ， 把 (4)，(5) ，(6) 三 式 相 加 ， 得 
一 恒等式 ， 可 见 直线 (6) 经 过 (4) 和 (5) 的 交点 ， 于 是 三 线 共 点 . 
如 果 直 线 (4) 和 (5) 平 行 ， 则 有 实数 使 得 
U1 as=k(as— as), bi- be=k(b— Db), ci—c,=k(c,— cs), 
:这样 ds-a = 一 (一 aa)- (Qs-as) = — (hk+1)(d, -as), 
同 理 bb-B= 一 (k+1) (bs -Bb),cs -c= — Ch+ 1) (cs— cs). 
所 以 直线 (5) 和 (6) 也 平行 ， 从 而 三 直线 两 两 平行 
注 ”由 于 问题 中 的 三 个 圆 的 位 置 是 “平等” 的， 所 以 把 三 个 加 
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的 方程 写成 一 般 式 比较 适宜 (这 样 保持 了 对 称 性 ) . 我们 的 技巧 在 
于 用 圆 束 直接 写 出 了 三 个 公共 发 所 在 直线 的 方程 ,而 证 明 三 线 共 
点 时 则 应 用 了 直线 束 的 知识 .读者 当 能 看 出 用 解析 法 处 理 平面 几 
何 问 题 ， 虽 然 计算 是 无 法 避免 的 ， 但 决 非 是 “ 死 算 ”， 它 实际 上 是 
用 代数 的 技巧 取代 了 几何 技巧 ， 

| 习题 22 . | 7 

1. 不 求 交点 坐标 ， 证 明 三 条 直线 
， 1:5X 十 127 十 9 一 0， 

1a:2X 十 117y 十 4 一 0， 
1s:13Y 才 263 十 23 一 0.。 
相交 于 一 点 

之 .在 锐角 三 角形 4BC 中 引 高 线 BB， 和 CC,,O 是 外 搂 因 的 加 必 证 明 ， 直 
线 AO 和 BC, 垂直 ，。 

3. 求 经 过 两 加 ?十 》? 一 4% 一 3 二 0 和 %? 十 9? 一 一 3 一 0 的 交点 ， 并 且 圆 心 
在 直线 * 一 9 一 4 二 0 上 的 六 的 方程 。 

4。 设 在 直线 4B 上 有 点 4，B 以 及 两 点 间 的 一 点 M ， 又 在 4 召 的 同 二 侧 以 
AM,MB 为 一 边 作 正方 形 A4BCD 和 MBEF. 这 两 个 正方 形 的 外 搂 加 
除 点 及 外 还 交 于 一 点 入 。 证明， 

(1) 直线 A4F 和 BC 都 经 过 NN. 
(2) 与 的 位 置 无 关 ，MN 总 通过 一 个 定点 。 


第 23 讲 复数 与 几何 (一 ) 
常 庚 折 


在 中 学 数学 里 ， 同 学 们 都 学 习 过 复数 ， 但 是 ， 那 是 从 代数 的 
观点 来 学 复数 的 ， 特 别 注重 复数 的 代数 性 质 ， 虚 单位 i 正 是 作为 
在 实数 范围 内 没有 解 的 方程 好 +1= 0 的 一 个 根 而 引入 的， 在 中 
学 的 教科 书 中 ,复数 的 几何 性 质 没 有 被 充分 地 强调 ， 至 于 复数 的 
几何 应 用 ， 更 是 很 少 涉及 . 

事实 上 ， 有 很 多 的 平面 几何 问题 ， 是 可 以 利用 复数 来 解决 
的 ， 这 并 没有 什么 奇怪 ， 因 为 复数 既 可 以 看 成 平面 上 的 点 ， 又 可 
以 看 成 平面 向 量 . 用 模 长 为 1 的 复数 作 习 法 ， 代 表 着 平面 上 的 旋 
转 . 所 有 这 些 ， 都 使 复数 成 为 一 种 解 几何 是 的 有 力 工具 ， 

以 下 的 两 讲 中 ， 我 们 介绍 复数 的 几何 应 用 . 

一 、 复 数 的 三 种 袁 示 法 

. 这 里 的 内 容 是 中 学 代数 课本 中 有 过 的 。 为 了 完备 起 见 ， 我 们 
在 此 作 一 个 祝 述 . . 

形 如 z=%+iy 的 数 ， 这 里 x,y 为 实数 ，; 适合 i?= -1, 称 为 
一 个 复数 .x 称 为 z 的 实 部 ， 记 作 x= Re(z)s y 称 为 z 的 虚 部 ， 
记 作 y=Im(z). 如 果 平 面 上 已 有 一 个 直角 坐 标 系 ， 我 们 用 点 
《2 JJ) 来 代表 复 注 4+ 纱 ,这 样 就 把 复数 同 平面 上 的 点 之 间 一 对 一 
地 对 应 起 来 ， 坐 标 系 的 原点 O 就 代沟 复数 0， 横 轴 上 的 点 与 所 
有 的 实数 相对 应 ， 所 以 也 叫 实 轴 ， 纵 输 则 称 为 虚 轴 。 这 个 坐标 系 
称 为 复 坐标 系 . 

如 果 z=X+iy， 则 复数 2 =%-iy 称 为 z 的 共 轿 复数 .很 明 
间 ， 在 复 坐 标 系 中 ， 代 表 z 的 点 与 代表 Zz 的 点 是 关于 实 轴 对 称 的 
顶点 (图 23-~1) 。 
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注意 ，2zz= 妇 + 从 = |z|:. (1) 


,2 ”这 里 |?| =V 玉 + 六， 它 代表 点 Z 到 原点 
内 的 距离 ， 由 此 可 知 |z|:=2z， 复 数 的 表达 
of- 式 ， 
~ 2Z=X+iy (2) 
“2 称 为 复数 的 代数 形式 ， 
图 23~1 设 21 =%i+iyiy 22=%s+iys 为 两 个 复 


数 ， 则 zi:+za= (Yi+Yyz)+Ezi7+y3y)， 由 此 式 可 知 ， 复 数 的 加 法 
满足 平行 四 边 形 规则 (图 23-2) .这 表明 ， 复 数 = 又 可 以 被 看 成 是 
由 原点 出 发 ， 终 点 为 点 的 
向 量 ， 向 最 的 加 法 运算 正 是 
适合 平行 四 边 形 规律 的 . 
如 果 把 由 正 实 轴 按 反 时 

针 方 向 转动 到 疝 量 02 扫 过 
的 角 记 为 9, 则 0 称 为 = 的 辐 
角 ， 记 为 argz, 具有 对 复数 0 图 23-2 
无 法 定义 辐 角 。 由 图 23-1 可 见 Y= |zlcosg,y= |z|sin9， 
由 此 得 出 z= |1z|(cosb +isin0) ， (3) 
这 种 表示 法 称 为 复数 的 极 形式 ， 若 令 6 = cos0 + isin0， 
则 (3) 可 直 为 z= |zle'®, . (4) 
这 电 做 复数 表示 的 指数 形式 ， 指 数 形 式 是 极 形式 的 简写 .所 以 
实质 上 重要 的 表示 形式 只 有 两 种 ; 代数 形式 与 指数 形式 ,它们 各 有 
各 的 优点 ,利用 代数 形式 作 加 法 ,体现 了 复数 的 向 量 性 质 ， 表示 式 
(4) 中 ，1z| 表 示 了 向 量 02 的 长 ， 模 为 1 的 复数 er 则 指明 了 这 
个 疝 量 的 方向 指数 形式 对 于 乘法 有 特别 的 意义 : 若 z= 1z|efy 

= |uw|ee? ,那么 zw= |z| lwle'®*o)., (5) 
这 才 明 |zw| = 1z||w|， 而 乘积 zw 的 辐 角 等 于 2 与 w 这 二 者 的 
辐 角 相 加 。 特 别 地 , 若 (5) 中 |w1=1， 则 ze = |]z|e't1?) (6) ， 
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这 个 式 子 表明 ， 用 e” 去 乘 一 个 复数 >， 不 会 改变 它 的 模 长 ， 只 


会 使 向 量 DZ 线 原点 旋转 角度 ?. 这 一 认识 ,对 用 复数 解 几何 题 是 
至 关 重 要 的 . 
二 、 两 点 间 的 距离 
设 21=X1t+iy1 22= Ya 十 172y 那么 22 一 2 二 22 二 (一 21) 代 家. 
湖 向 量 Z2( 图 23-3) 因此 ， 点 2， Za 之 间 的 距离 由 |z4 zi| 来 
表示 ， 若 用 它们 的 实 部 与 虚 部 来 找 
， 述 ， 则 是 . 
vv 丁克 5， 
这 正 是 解析 几何 中 点 (zi，J) 与 
(Ya 思 ) 之 间 的 距离 公式 . 
图 23 3 | 满足 lz| =1 的 点 的 全体 就 
mn 0 为 中 心 ， 以 1 为 半径 的 圆周 上 点 的 全 体 .这 个 圆 叫做 单位 
，|z| =1 也 可 写 为 |z|*= 1 即 2z=1, 通 过 实 部 与 虚 部 来 农 示 万 
是 =1， 这 与 解析 几何 中 的 结论 是 一 致 的 .以 复数 za 为 中 
心 ，Y 为 半径 的 圆 的 方程 是 |z 一 z| =+。.. (7) 
例 1 三 个 复数 za ，z，zs 满 足 21+22+2zs=0， zl = lzl 
= |zs| .在 复 坐 标 系 中 ， 02,, OZ, O02 分 别 表示 zi Za 23 
求证 ， 人 入 2Z12Z22s 是 一 个 正三 角形 . 1 
证 无 妨 设 |zl| = |z:| = 1zs|=1, 要 证 的 是 | zz| = la 
zsj = 12 一 2 . 由 于 
|z1— 22|?= (21— 22) (zl ~ Z2) = zl21 十 Za22 一 《〈Zz122 十 Z122) 
= |zi|2+ |22|*— (2122 +21 22) = 2 (2182 + 2122) 
并 且 zs= 一 (zi1+z2), 故 
1= |2s)?= (21+22) (21+ 22) 
=1+1+ (2122+ 2122), 
| 由 此 得 . 212s+ ZiZs= 一 1 
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所以, lz-aal2=2- (-1) =3. 从 而 证 得 了 lai- al = 了 
同 理 可 证 |z~zsl=|zs-zl=vV3. 

例 2 复 平 面 上 动 点 Qi 的 轨迹 方程 为 |za 一 zl] = 1zi|，Zo 为 
定点 QZ。#0, 另 一 动 点 2 满足 ziz= -1, 求 点 乙 的 轨迹 ， 指 明 它 
在 复 平面 上 的 形状 和 位 置 . (1988 年 全 图 高 中 数学 联赛 试题 . ) 

解 由 ziz= -1 可 知 zz#, 由 此 得 zi=~1/z， 将 此 式 代入 
lz 一 zl= [zl 得 etm N/a 即 1zzo+1il=1. 由 此 又 得 


| :-( -二 )| -; Er 所 以 Z 是 -1/z。 为 中 心 ，1/1z6| 为 半 
径 的 图 周 ， 本 
三 、 中 点 公式 


设 2Z1 与 2 是 平面 上 的 两 点 ， 那 么 连结 2 与 ,的 直线 段 上 的 
中 点 许可 用 复数 1m= 《zi+ za)12 来 表示 ， 即 
7 = | i (8) 
这 就 是 所 谓 的 中 点 公式 这 个 公式 虽然 十 分 简单 ， 但 可 以 帮助 和 
们 做 一 些 元 何 题 目 . 
例 3 求证 平行 四 边 形 的 对 角 线 互相 平分 . | 
- 证 设 四 边 形 的 四 个 顶点 4,B,C,D 可 依次 表示 复数 CD 
c,d ( 见 图 23-4) .如 果 这 个 四 边 形 是 一 个 平行 四 边 形 ， 必须 且 只 顷 
AD 与 BC 平行 且 有 相等 的 长 度 ， 即 d-a=c-p 
由 此 得 出 a+c=b+d, - (9) 
它 表 明 ， 对 角 顶 点 的 复数 类 示 之 和 
是 相等 的 ， 式 (9) 是 4BCD 成 为 
平行 四 边 形 的 必要 充分 条 件 ， 依 
中 点 公式 (8)， 对 前 线 4C 的 中 点 
C “为 (4+c)/2, 对 角 线 BD 的 中 点 是 
图 23-4 (8+4d)/2, 由 式 (9) 可 见 ， 它们 是 要 
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等 的 ， 这 也 就 是 说 ， 两 条 对 角 线 互相 平分 ， 显然 ， 一 个 四 边 形 车 
有 此 性 质 ， 它 一 定 是 平行 四 边 形 . 
例 4 .在 任意 给 定 的 四 边 形 的 每 一 条 边 上 取 中 点 ， 求 证 这 四 
点 组 成 一 个 平行 四 边 形 。 .. 
证 流 原 四 这 形 的 四 个 大 上 可 人 次 表示 复 表 a. 必 c,d ,关公 ， 
每 条 边 上 的 中 点 依次 是 和 
-+D b+e ctd d+a_ 
2 ” 2 2 ， 27， 
册 于 有 等 式 


a+b +_C+d ,b+e +.d+6, | 
2 2 2 2 


按 (9) 式 的 解释 可 知 ， 这 四 个 点 是 一 一 平和 四边 形 的 顶点. 

四 、 旋 转 - 

在 本 讲 的 最 前 面 已 经 谈 到 ， 复 数 ze'? 所 代表 的 点 ， 是 点 2 与 
原点 所 连 线 段 反 时 针 方 向 旋转 6 角 之 后 所 得 线段 的 终点 . 

如 果 取 0 = 也 那么 e*=i， 这 表明 向 量 z 与 记 之 间 所 夹 的 
角 为 一 直角 . 

例 5 如 图 23-5,A4BC 和 入 ADE 是 两 个 不 全 等 的 等 腰 直 
角 三 角形 。 现 固定 人 ABC, 而 将 人 ADE 绕 4 点 在 平面 上 旋转 ， 
试 证 ， 不论 人 ADE 旋 转 到 什么 位 置 ,线段 EC 上 必 存 在 一 点 1 
使 人 BMD 为 等 腰 直 角 三 角形 ，(1987 年 B 
全 国 高 中 数学 联赛 试题 ，) 

证 不 妨 把 复 平 面 的 原点 放 在 4 
上 ，C 放 在 正 实 轴 上 ， 因 此 4=0, 又 4 让 


不 护 设 C= v 事 , 互 = 2 全 -2 0 + 人， 


五 =? 这 里 0<1<v 了 ,于 是 图 23 5 
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在 施 转 任 一 角度 9 之后， 变 为 Xe*， 而 DD 变 为 ec"”*)'， 


仍 记 为 D. 取 he 与 C=vV5 的 连 线 的 中 点 并 记 为 下， 于 是 
M=3 de ?tv 3). 


考察 = 点 Be 了,，M, D= 4 人 1。 
易 见 M+ = MV Fe 


= 4 万 ee = CDi+B, 

出 此 得 出 (B-M)i=D-M, 

此 式 表 明 ， 由 向 量 好 方 绕 点 M 沿 反 时 针 方 向 旋转 90° 之 后 得 到 

向 量 训 力 ,可见 人 BMD 为 一 等 腰 直 角 三 角形 ,直角 顶 点 在 M. 

例 6 设 4BCDEF 为 内 接 于 一 个 半径 为 7 的 圆 的 六 边 形 ， 

如 果 4B= CD= EF=r， 求证， 线段 BC，DE 和 玉 4 的 中 点 PP， 

Q, 尺 组 成 一 个 正三 角形 ， 

证 取 此 圆 的 圆心 为 复 平面 的 原点 .。 设 4, B,C,D,E, 矿 在 

加 向 上 依 反 时 针 方向 排列 ， 由 题 设 ， 我 们 有 AO4B，AOCD， 

人 OEF 为 正三 角形 ， 因 此 ， 令 = et*/a， 则 有 

B=ud, D=uC, F=uBE. 

于 是 2P=B+C=uA+tC, 
2Q=D+E=uC+E, 
2R=F+A=uE+A, 

由 此 ， 2(P-Rwu=[t(-1)ArC-uEBly 
= (~U A+tCy -wsE, 

但 是 由 于 w=e'"= -1， 即 xls+1=0， 分解 因 式 得 
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《z+1) (ww 一 w+1)=0， 由 此 得 
Ut+1=0, (10) 
从 而 2(P- Ru= -A+Cu- (uy-2)E 
=uC+E-(uE+tA) 
=2Q0 -2R=2(Q -RR), 


亦 即 (PR)u= -RR. 此 式 表 明 ， 向 量 R 户 绕 点 尺 旋 转 60° 之 
后 得 出 向 量 有 ， 这 就 证 明了 入 PQR 为 一 个 正三 角形 ， 


习 题 23 


41。 设 A1A2… 有 A, 是 内 接 于 中 心 在 O， 半 径 为 y 的 一 个 圆 的 正 4 边 形 。 
忆 是 延长 线 OA, 之 外 的 一 个 点 ， 求 证 ， 
PAi:PAs…- PAs=OP"—y". 
2。 设 4:4s…4，。 为 内 接 于 单位 圆 的 一 个 正 % 边 形 。 书 为 单位 圆 上 的 任 一 
点 ， 求 证 ， 
PA3+ PAS++ PAS 


为 一 常数 ( 即 与 已 点 的 位 置 无 关 )。 
3。P,，Ps,… ,PP 是 平面 上 任意 给 定 的 个 点 ， 试 求 出 一 点 4， 使 得 


AP?+ 4P3 十 … 十 4P2 


为 最 小 . 

4. 设 4 ,B,C 为 平面 上 任意 给 定 的 三 点 ， 设 Ps 为 同一 平面 上 的 任 一 点 ， 
连 Po4 并 延长 Poh4A 到 PP,， 使 Psp4=AP,;， 连 P,B 并 廷 长 P,B 到 Pa， 
使 P,B=BP。， 连 PoC 并 延长 PsC 到 Ps, 使 PC=CP3， 由 Ps 再 对 A4 
重复 同一 过 程 得 P,，…;， 如 此 等 等 ， 求 证， 经 6 次 这 种 操作 之 后 必 回 
到 了 原 地 ， 邑 Pe=P. . 

5. 设 4ABCD 为 任意 给 定 的 四 边 形 。 以 它 的 每 一 边 为 斜 边 ， 向 外 作 一 个 
等 腰 直 角 三 角形 ， 那 四 个 直角 顶点 依次 记 为 4',B',C',D'、 在 位 边 形 
及 1B'C1D'! 的 各 边 上 再 取 中 点 47 ,B* ,Cr ,D*， 求证 ，A'B"C*D* 为 
一 正方 形 。 - 1 : - 、 
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第 24 讲 复数 与 几何 (二 ) 
常 广 兰 


一 、 等 边 三 角形 1 S| 本 
如 果 A 人 AZ,Z.Z。 为 一 等 边 三 角形 (也 下 下 三光 隐 ， 必须 而 且 
只 须 1 
| [zal= 1a al =|-al. 
这 里 实际 上 是 两 个 等 式 ， 有 时 使 用 起 来 不 大 方便 . 利用 旋转 ， 可 
以 得 到 等 边 三 角形 的 另外 一 些 必要 充分 条 件 ， 这 些 条 件 使 用 起 来 
是 方便 的 ; 

观察 图 24-1 中 有 的 两 个 正三 角形 ， 以 在 沟 那个 开 来 将 


A -人 
Z, Lo 2; Z Z, 
， 图 24-1 


向 量 如 到 沿 反 时 针 方 向 旋转 60*， 便 会 与 2, 之, 重合 .因此 ,车 令 ， 
WU=e'"/3, 则 有 (2 一 2)U=2s~ 2 经 欧 项 、 合 并 之 后 ， 得 到 (1 一 
WU)z1+Uzs 一 Za = 0， 但 由 于 


uut+l1=0, 《1) 
所 以 有 U21— Uzs+ Za=0. | (2) 
对 于 右边 那个 正三 角形 ， 由 (zs 一 2:)2 = 23 一 z! 能 够 得 出 

U21 ~ Uzs t+ 22 = 0. (3) 


满足 (2) 与 (3) 中 间 的 任何 一 个 等 式 时 ， 便 可 断言 AZ1iZ:2s 为 正 
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三 角形 .。 这些 条 件 更 优势 之 处 是 ， 它 们 还 告诉 我 们 这 些 正 三 角形 : 
的 定 疝 ， 如 果 z1，z2，zs 适合 (2)， 那 么 Z1>2Zs>2Zs>Z1 的 线 

行 方 向 是 反 时 针 的 ， 这 时 称 - AZ1Z:2 为 正 向 三 角 形 ， 如 果 (3). 
式 成 立 ， 那 么 Zi Ze Ze 是 大 时 针 方 向 红 行 的 ， 这 时 称 
和信 Z1Z22Z 为 负 向 正三 人 ZZs2: 便 是 正 向 正三 角 
形 了 . 

例 1 设 和 ZiZ:2, 为 任意 给 定 的 正 向 三 角形 (不 必 为 正三 角 

形 ) . 在 边 ZiQa 上 ， 以 它 为 底 ， 向 处 作 一 个 顶 角 为 120° 的 等 腰 
三 角形 ， 顶 角 点 记 为 WW,， 称 为 自由 顶点 ， 在 边 Z,2 与 ZsZ1 上 
也 作 同 样 的 处 理 ， 得 到 的 自由 顶点 分 别 记 为 WW, 与 W,， 求 证 ， 
人 WWsW 是 一 个 正 向 正三 角形 (这 个 汤 育 在 几何 中 岂 做 拿破仑 - 
定理 ) 。 . 
证 首先 看 看 如 何 通过 Z 1 Z: 来 玫 示 身 | 由 顶点 和 W,. 由 图 


| Ws 24-2 可 见 玉 ;2; 绕 W， s 沿 反 时 针 
方向 转 120° 便 到 达 WZ 所 以 
(22 — Wa)U* = 21 — ws, 
2 如 这 里 4=e”"/s。 类 似 地 ， 还 有 于 
图 24-? . 个 等 式 


《zs ~ WI)WH’ = Zs — Wy 
(21 — WU = Zs ~ WwW; 
由 以 上 三 个 等 式 得 到 
: (1 ~ WH?)wi = 2 — :2s 
(1 — WU) ws = zs — U21, 
(1 ~ UW’)ws = 21— Uz. 
用 了 2， 一 zby 1 依次 乘 上 式 双 边 后 相 加 ， 得 
(1 — 2) (2001 — ws + 1w3) 
= (1 +U)21 + 2 (WM — WU) i za — 1) 
= (1 + 3) (2 — U28), | 
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外 于 1+sw=0 而 1-z2 关 0， 由 上 式 可 知 
Uwi— Uws+ ws = 0， 
依 (2) 式 ， 可 以 断言 人 A 例 , 厂 : 本 ,为 正 向 的 等 边 三 角形 ， 

这 里 的 人 厂 , 卫 :机 , 称 为 AZ,Z:Z 的 外 拿破仑 三 角形 ， 如 果 
把 题 中 的 向 外 改 为 向 内 ， 得 出 的 三 角形 叫 21,242, 的 内 个 破 仑 
三 角形 。 它 也 是 一 个 等 边 三 角形 . 

例 2 设 A,B， C 是 平面 上 的 三 点 ， 有 一 个 人 从 平面 上 另 
一 点 已 出 发 ， 朝 4 直线 前 进 ， 到 达 4 后 ， 偏 离 原 前 进 方向 左 转 
60° 再 继续 直线 前 进 到 达 已 ， 并 且 .P,4 = 4P,， 接着 ， 从 Pi 出 
发 往 B 直 线 前 进 ， 到 达 如 后 ， 左 转 60° 后 继续 直线 前 进 到 达 已 ， 
这 里 P.B=BP;， 同样 的 动作 对 C 再 作 一 次 到 达 Ps， 这 时 ; 此 人 
发 现 已 经 回 到 了 原 出 发 点 已 ,. 求 证，A4BC 必 为 一 等 边 三 角形 ， 

(请 将 本 例 与 习题 23 中 的 第 4 题 对 归 ， 也 请 与 第 27 届 国际 数 
学 奥林匹克 的 第 2 题 对 照 ) 

证 考察 图 24-3。 由 题 设 可 知 

ARP! SPAAP,= LPBP,= LPCP,=180° ~ 

60° =120*。 并 且 

PA= AP,, P.B= BP;,, P;C =CP,, 

由 此 可 知人 4BC 是 和信 PoPiP; 的 外 拿破仑 
图 24-3 三 角形 , 由 例 1 的 结论 知 A4BC 是 等 边 的 。 

二 、 两 三 角形 的 直接 相似 

设 人 ZiZs2Zs， 人 入 WWs,W, 为 复 平 画 上 的 两 个 三 角形 ， 于 是 
等 式 


za 一 2 2 Ws— wy (4) 
R2— 1 W2™ wi 

与 以 下 两 个 等 式 等 价 : 
jzs 一 2i| wa ~ wi] 


1z:— zi| 
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are (28) =are w=w) .. (6) 
Ws— WI * . 


等 式 (6) 表示 的 几何 事实 为 ， 2 Zs 绕 Z Zi 这 一 点 转 到 ZZ1Z， 所 打 
过 的 角度 等 于 克 1 玉 ; 绕 点 斑 : 转 到 W， 厂 : 所 扫 过 的 角度 ; 而 等 式 . 
(5) 的 几何 意义 是 ， 两 个 三 角形 中 ， 顶 点 QI: 与 Wi 处 的 夹 角 的 两 
边 成 比例 .由 此 (4) 表 明和 212s2 与 人 人 WWW 相似 ， 不 仅 如 
此 ，(4) 还 蕴涵 着 这 两 个 三 角形 的 定向 相同 。 这 种 相似 称 为 直接 
相似 。 等 式 (4) 为 人 212s2s 与 AW1WsW， 直接 相似 的 必要 充分 
条 件 . 直接 相似 仍 记 为 AZ1Z:2Zs 呈 人 W, WW,. 

例 3 设 A 为 任意 给 定 的 三 角形 . BC， C4, AAB 的 中 


点 分 别 为 A 。 求证; 
入 4/C'B- Cg co AB AC AC’A’B’ -ANAC4B 
证 ” 设 点 4，DB，C，4， ，C’ 分 别 表示 复数 a, b, c» 


4'/，5'，c'， 在 复 平面 上 ， 区 


/8+C jp_ Cta ,a+b 
tb 
a+t+b 7 
c-D__ 2 ~” ,a-b 
村 是 有 07 二 万” -1 _p cc-b” 
2 . 
出 此 式 知 人 A'C'B2ACAB. 


同 理 可 证 和 人 CB’A’c ?ACAB, A 人 AB’AC’'~ACAB. 


a+tb bte 


ea _ 2 - 2 _a-c _c-a 
最 后 -gr cta bt+ce a-b 0-c 
2 2 


这 也 就 是 AC'4/B'2AC4B. 
当然 ， 上 述 例子 用 综合 儿 何 的 方法 也 是 很 容易 证 明 的 .但 
是 ， 下 述 的 例子 更 能 栖 现 用 复数 解 几 何 题 的 优越 性 ， 
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例 4 平面 上 有 5 个 点 4， B, C， U, V， 分 别 表 示 复 数 a> 
5,， Cc， Us Vv. 如 果 作 4AUV， 人 VBU，A 人 UVC 彼此 直接 相似 、 
求证 ， 和信 A4BC 也 与 它们 直接 相似 ， 
”证 在 复 平面 上 考虑 问题 ， 由 题 设 可 以 写 出 以 下 的 等 式 


-QQ _ NU- _ C-u 


一 一 多 


2 一 G b-v 了 一 下 


使 用 加 比 定理 ， 得 出 
0-Q _ (v-O)+(u-V) + (CW) 


Ua (u-a)+((b-v)+(v— 0 


v-a _c-a 
即 Uu-a b-a’” 


这 正 是 说 和 AUV~ 人 4BC.， 
， 注意， 在 证 明 这 一 问题 的 时 候 ， 我 们 没有 作 任何 的 几何 图 
形 。 但 是 ， 如 果 用 综合 几何 的 方法 来 证 题 的 时 候 ， 为 了 得 出 正确 
的 几何 关系 ， 比 较 准 确 的 几何 图 形 是 必 不 可 少 的 .试想 ， 若 要 你 
安排 乎 面 上 5 个 点 ， 使 得 其 中 有 4 个 三 角形 彼此 直接 相似 ， 本 身 
已 是 一 件 费 事 的 工作 ， 更 不 用 说 我 们 还 须 从 正确 的 图 形 中 找 出 一 
条 可 行 的 证 明 路 线 了 ， 

三 、 点 到 直线 的 垂 足 

设 点 Z,,Z。 代表 复 平面 上 的 两 个 相 异 的 点 ; 设 Z 是 复 平 面 上 
的 另 一 点 . 点 Zi 与 Z 决定 一 条 直线 ， 我 们 来 求 由 点 十 到 Qu， 
:决定 的 直线 的 牌 足 M， 点 4:，2a，2Z，44 分 别 表示 复数 z， 
Z2， 2 2., 

如 果 Z 不 在 所 说 的 直线 上 ， 那么 不 同 的 两 点 M，2 也 可 决定 
一 直线 ， 它 与 直线 Ca 垂直 . 延长 344 到 MZ'， 使 这 两 线段 长 
度 相 等 。 这 就 是 说 : 人 吧 为 4 与 4 的 中 点 。 因 此 ， 只 要 算出 了 
Z'， 也 就 容易 得 到 MM . 

上 由 图 24-4 可 见 ， 人 212Zs2 与 人 Z12Zs2' 并 不 直接 相似 ， 因 为 
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它们 的 定向 正好 相反 。 也 就 是 说 ， 以 下 两 个 复数 二 = 人 ,和 和 


有 相等 的 模 ， 但 有 符号 相反 、 绝对 值 相 
等 的 辐 角 ， 因 此 这 两 个 复数 互 为 共 辊 ， 


即 
. 2/ —21 =(222 ) 
Zs2— 21 22~— 21 ” 


移 项 化 简 之 后 z=z4+ (人 = 全 ) 3-2). 


1 


图 24-4 由 于 jp = (z+ 2/)/2， 得 到 公式 
mi= 了 | za+a+ (2 4 ) 5- 2 |， (7) 


Z2 ~— Zi 
这 就 是 点 到 直线 的 重 足 公式 ， 

有 了 这 一 些 预 备 知识 ， 我 们 可 以 来 讨论 几何 中 有 名 的 西 摩 松 
定理 ， | 
” 例 5 (两 摩 松 定理 ) 从 A4BC 的 外 接 圆 上 的 任 一 点 了， 向 三 
边 BC,CA,AB 或 其 延长 线 上 引 垂 线 ， 设 垂 足 分 别 为 D, EE，F， 
则 这 三 点 在 同一 直线 上 . 

证 (复数 证 法 ) 设 入 4ABC 的 外 接 圆 是 复 平 而 上 的 单位 圆 ， 
又 设 4， 妃 ，C， 忆 四 点 分 别 表示 复数 zly za，za，z。 于 是 |z:| = 
1z:| = |zs| = 1z| =1， 也 就 是 

zl21 = Z222 = ZaZs =22= 1, 
由 己 向 42B 所 作 牌 线 的 垂 足 书 用 复数 表示 ， 那么 ， Mi 由 公式 
〈7) 表 示 ， 用 2 = 1/z /2 2= 1/z 代入 (7) 的 右边 ， 经 化 
简 后 ， 得 出 


mm = 于 ( 2 + 
2 Z 
在 此 ， 引 进 记 号 
SI1=ZI 十 Za 十 Za 52 = 222s + Lgl1+ B122s Ss ~ L12289 
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岂可 以 写成 


m=3( S1— Za+2——S3 人 小. 


， | ZZ 
上 式 双 方 取 共 斩 
mm 加 = 雪 (二 + 于 
则 于 一 二 + 艺 Zz 二 喜 = 工 + 上 + -ss 


Zi 2 2 Ss 


页 = 了 =- 1 =.1 
3 一 IC243 一 一 ”一 一 
Z12223 8 


得 W215 ll 
可 得 加 = i (2 4 * ) 


4 Sa . . 
由 此 可 知 zm ss 了 0= -二 (28 二 28 一 est 一 ss) 。 ， 


上 式 右 边 仅 含 s， 3S29 S39 所 以 关于 2z1， Z2» zs 是 对 称 的 . 因此 ， 
东 用 复数 1，% 分 别 代表 垂 足 D，E，, 可 知 z1 ~ ssj= zn -ssn = zm 
~ sa, 
于 是 ， 考 察 行列 式 
11 1 1 
II nn m 
|i Th m ， 
当 我 们 先 用 ( - s，) 去 乘 它 的 第 三 行 ， 再 用 z 乘 第 二 行 加 到 第 三 行 
去 ， 得 到 三 个 相等 的 复数 ， 因 此 与 第 一 行 成 比例 ， 这 就 是 说 
11 1L1|- 


. 回忆 起 用 复数 表示 三 角形 的 面积 的 公式 ， 立 刻 知道 ， 三 点 1!，%， 
m4 所 成 的 三 角形 的 面积 为 零 ， 这 就 是 说 ADEF 是 退化 了 的 三 角 
形 ， 即 D， 太 ,下 三 点 共 线 。 


这 样 就 证 完了 西 摩 松 定理 ， 
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习 24 1 

1。 复 平面 上 的 三 点 4 , 刀 ,C 分 别 表 示 复 数 z;，zo，20， A4BC 是 一 一 等 边 

三 角形 的 顶点 的 必要 充分 条 件 是 
212 十 ze? 十 ze? 一 Zaze 十 282Z1 十 212z9。 

2. 复 平面 上 的 六 点 4，B，C，D，， 下 分 别 表示 复数 z)， za， Zs ,iD1， 

Wa，ws， 证 明 ， 入 ABC 与 人 人 DEF 直接 相似 的 必要 充分 条 件 是 
1 1 1 
221 2 23 
W1 We Ws 

5. 利用 第 2 题 证 明正 向 正三 角形 应 满足 的 等 式 (2). 

4. 复 平面 上 的 六 点 4，B,，C，D, 玉 ,FF 分别 表示 复数 z1，z9，2o， 幼 1， 
ws,Ws， 人 和 人 ABC 及 作 DEF 都 是 正三 角形 . 求证 ,线段 4D.,BE,CF 
的 中 点 构成 一 个 正三 角形 . 

5. 如 果 人 ABC， 和 人 DEF, AGHI 都 是 正三 角形 ， 4AADG, 
信 BEH， 人 CFI 的 重心 作成 一 个 正三 角形 . 

6，。 如 图 24=5， 由/ 沁 四 总 分 员 表 尖 复 数 b,c,d, 如 果 A,B,C,D 


四 点 共 贺 ， 求 证 ， arg Te ) 十 arg -= ) = 


一 0. 


图 24-5 


7。 利 用 上 题 的 结果 证 明 托 勒 密 定理 ， 设 四 边 形 4BCD 内 接 于 赂 ， 则 
AB:CD+AD.BC=AC.BD. 

.8. (推广 的 托 蔓 密 定理 ) 对 一 般 的 四 边 形 4BCD， 求 证 ， 
AB.CD+AD.BC>AC.BD. 


196 


第 25 讲 反 证 法 (一 ) 


苏 .， 济 


反 证 法 是 一 种 间接 的 证 题 方法 ， 在 数学 上 使 用 得 相当 普 
泛 。 当 一 些 全 证 不 易 从 正面 直接 证 明 时 ， 人 们 便 往往 采用 反 证 
法 ， 

所 谓 肥 证 法 ， 就 是 首先 候 定 所 要 证 明 的 结论 不 成 立 ， 然后 再 
在 这 个 假定 下 进行 一 系列 谷 乎 逻辑 的 夏 理 ， 直 到 得 出 一 个 矛盾 的 
结论 来 ， 并 据 此 推翻 原先 的 很 定 ， 及 而 确认 所 要 证 明 的 结论 成 
立 。 这 里 所 说 的 矛 质 ， 具 有 多 重 的 含义 ， 可 以 是 与 题目 中 疡 给 的 
已 知 条 件 相 小 盾 ， 也 可 以 是 与 数学 中 已 知 的 公理 、 定理 或 定义 等 
相 邓 慎 ; 还 可 以 是 与 日 常生 活 中 公认 事实 粗 矛盾 ， 其 至 可 议 是 从 
两 个 不 同 的 角度 进行 推理 所 得 出 的 结论 之 间 相 互 矛盾 ， 总 之 ， 寻 
描 矛 盾 是 运用 反 证 法 证 秆 时 的 核心 目标 之 所 在 ; 币 在 寻找 矛盾 的 
过 程 中 白 作 的 各 种 推理 ， 则 除了 出 发 的 大 前 所 可 能 不 真 之 外 ， 扒 
饪 的 本 身 则 移 论 是 在 史 辑 二 还 是 在 所 依据 的 原 多 上 都 必须 是 正确 
欧 和 无 懈 可 击 的 . 因为 只 有 这 样 ， 我 们 让 有 理由 将 矛盾 的 产生 归 
知 于 假 屋 的 错误 ， 因 而 也 才 有 理由 挫 炙 这 个 假设 ， 从 而 确认 听 要 
证 明 的 结论 . 

下 面 光 来 者 一 些 例题 

例 1 今 有 有 限 个 欠 玛 ， 它 们 的 总 重量 是 1 千克 将 它们 分 别 
编 上 号 码 ，1 号 、2 号 、 3 号 、 证明， 从 中 必 可 找到 一 一 个 号 码 


为 4 号 的 入 友人 它 的 重量 严格 大 于 直 千 克 . 


虽然 ， 要 正面 找 出 这 个 夏 码 是 困难 的 ， 事 实 上 我 们 根本 就 天 
从 下 手 , 所 以 我 们 还 是 来 从 有 反面 考虑 为 宜 。 .类 
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证 生生 不 得 存放 一 个 号 码 4， 能 够 使 得 相应 的 硅 码 重量 
严格 大 于 人 千克。 那么 就 有 ; 1 号 破 码 的 重量 不 超过 才 千克 ，2 


号 夸 码 的 重量 不 超过 35 千克 ， 3 号 破 码 的 重量 不 超过 十 千克 ， 


…. 由 于 这 些 夸 码 共有 有 限 个 ， 因 此 它们 的 重量 之 和 小 于 工 二 
克 ， :但 这 是 与 已 知 条 件 相 矛盾 的 ; 所 以 一 定 存 在 具有 所 述 的 性 质 
欧 号 码 %， 

”在 这 里 ， 我 们 便 得 到 了 一 个 与 已 知 条 件 相 违 背 的 矛盾 。 

例 2 已 知 在 20 个 城市 之 间 共 腑 有 172 条 航线 、 证 明 ， 利 骨 
这 些 航 线 ， 可 以 从 其 中 任何 一个 城市 飞狐 其 余 任 何 一 个 城市 《 包 
括 中 转 后 抵达 ) ，。 . 

同上 例 不 局 同 。 这 里 不 < 是 要 证 胃 存 在 某 个 对 象 具有 基 囊 住友， 
而 是 要 证 明 每 一 个 对 象 都 具有 共同 的 性 质 ， 但 是 却 同上 例 一 样 
无 从 从 正面 考虑 起 ， 于 是 我 们 也 来 采用 反 证 法 ， a 

-和 证. 假设 其 中 存在 某 个 城市 4, 由 它 仅 能 飞 抵 4<19 个 城 
市 _ 我 们 将 所 有 的 城市 分 为 两 个 集合 :， 将 人 4 及 由 4 可 以 飞 抵 的 
x 个 城市 妇 入 集 食 ， 将 丰 所 不 能 飞 抵 的 19. 一 个 城市 归 入 集合 
¥. 于 是 在 分 属 集合 X 与 集合 的 任意 两 个 城市 之 同 六 让 线 
相连 (否则 由 4 即 可 以 经 过 中 转 而 飞 抵 属 于 集合 0 这 样 
一 来 ， 航 线 的 总 妆 日 就 不 应 超过 ， 

和 +1)(19— -0) =190+ 4 19) 041) | 
条 .。 注意 到 0<2<18， 对 这 样 的 整数 xz， 最 然 2 这 
. (4 —19) (4+1)<-19. . 
于 是 就 有 190+ (1 19) (n+1)<171 条 ， 这 是 与 共有 172 条 航线 
的 事实 相 矛 盾 的 可 见 不 存 在 所 述 的 城市 4， 即 是 说 册 其 中 任 一 
城市 都 可 . 飞 抵 其 余 企 何 二 个 城市 。 
在 这 里 ， 我 们 同样 是 得 到 了 "处 与 是 同 再 的 起 知 条 件 相思 表 
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的 矛盾 . 不 过 在 思路 的 发 展 上 略 较 例 1 复杂 通过 了 构造 两 个 集 
合 来 找 出 矛盾 . 

例 3. 证 明 ， 任 何 3 个 实数 都 不 可 能 同时 满足 下列 3 个 不 等 
式 :. . 

jx|<jy-2z), jyl<lz~x|, 1zl<|x-y|., 

同 例 2 一样， 这 里 要 求证 明 记 有 的 对 象 都 具有 某 种 共同 的 性 
质 . 我 们 仍 用 反 证 法 来 证 明 

证 “假设 有 某 3 个 实数 xz，y,.z 可 以 同时 满足 上 述 3 个 不 等 
式 。 我 们 来 将 这 3 个 不 等 式 的 两 端 都 同时 平方 ， 然 后 分 别 移 项 和 
分 解 因 式 ， 即 得 

(YY 一 ?+2)(X+7 一 2)<0， 
(y~2+X)(y+2~7X)<0, 
(2—-X+y) (2+X— <0. 
再 将 所 得 到 的 这 样 3 个 不 等 式 相 乘 ， 就 有 
{(X— y+2 Xt yy- 2 (~X+ y+ 2}:<0, 
而 这 显然 是 不 可 能 的 ， 所 以 任何 3 个 实 部 都 不 能 网 时 注 足 题目 中 
所 列 出 的 3 个 不 等 式 . 

在 这 里 ， 我 们 先 通过 平方 、 荐 项 、 分 解 因 式 ， 得 到 了 3 个 不 
等 式 ， 从 它们 身上 我 们 还 看 不 出 有 什么 毛病 来 ,但 是 一 县 把 它们 
相 乘 ， 流 导 便 暴露 无 远 丁 。 这 种 通过 相 有 来 暴露 矛 慎 的 手法 ， 是 
一 种 常用 的 手法 ， 我 们 还 将 在 后 面 作 详细 介绍 。 本 例 中 。 我 们 
得 到 的 是 一 个 与 人 所 共 知 的 数学 基本 知识 一 一 任何 实数 的 平方 非 
负 一 一 相 违背 的 矛盾 。 对 于 这 类 性 质 的 矛盾 ,我 们 通常 采用 “这 是 
不 可 能 的 ” 之 类 的 说 法 , 以 强调 其 芒 雇 人性， 

例 4 设 有 长 度 分 别 为 a1，a:，4;，a4s 和 as 的 5 条 线 必 ， 
知 其 中 任何 3 条 都 可 以 组 成 一 个 三 角形 有 
角形 . . 
癌 例 1 一样， 这 里 也 是 要 求证 明 存 在 某 个 对 象 具 有 所 述 的 特 
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殊 人 性 质 ， 我 们 当然 也 无 法 具体 地 指出 这 个 对 象 来 ， 因 此 还 是 采用 
反 证 法 为 妥 . . 

证 为 便于 叙述 起 见 ， 不 妨 设 Ci 和 Cs 和 cs 和 cs<scs， “并 设 由 
它们 中 的 任何 3 条 组 成 的 都 不 是 锐角 三 角形 。 于 是 借助 余弦 定理 
立即 可 见 ， 

Qs PA + ds, ds’ 十 02 goa + Qs. 
因而 就 有 i 
dsrAs + G01 + Qs) + (G2 + Qs7) 

: . ar +t242+ (ar + Aas) = 20i2+36s2 
注意 到 4 +Q2* 之 2Q14:， 代 入 上 式 ， 即 得 

Qs:>241 + 342* > + a2 + 24103 = (Ci + G3)’. 
也 就 是 4s>>al+ la， 但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 a1,as 和 is 既然 是 一 
个 三 角形 的 3 边 之 长 ， 就 应 当 满足 as<a1+ dx 这 个 众所周知 的 关 
于 边 长 的 不 等 式 ， 上 ”在 由 这 些 线 展 所 组 成 的 三 角形 中 必 有 锐角 
三 角形 ， 

-在 这 里 ， 我 们 也 同样 是 得 到 了 一 一 个 违背 人 所 共 知 的 数学 基本 
知识 的 矛盾 ， 因而 采用 了 了 这 是 不 可 能 的 - 的 语 休 以 强调 其 幕 课 
性 . 中 

. 通过 上 述 4 个 例题 ， 我 们 共 接触 到 两 种 类 型 的 宜 于 用 反省 法 
来 证 明 的 问题 ,一 类 是 要 证 明 “ 存 在 茶 个 对 象 具有 某 种 性 质 "， 当 
我 们 无 法 从 正面 找 出 它们 时 ，. 便 从 反而 来 考虑 它们 ， 提出 :诸如 
“每 一 个 对 象 都 不 具备 这 种 性 质 "的 假设 ， 例如 上 述 的 例 1 和 例 全 
还 有 一 一 类 则 是 要 证 明 "每 一 个 对 象 都 具备 某 种 共同 的 性 质 "， 当 我 
们 不 易 从 正面 予以 证 明 时 ， 便 从 反面 提出 “存在 某 个 对 象 不 具备 
这 种 性 质 " 的 假设 、 例 如 上 述 的 例 2 和 例 3. 从 所 得 到 的 承 盾 来 
看 ， 我 们 世 已 接触 到 两 种 不 同人 性质 的 矛盾 ; 一 类 是 与 题目 中 的 已 
知 条 件 相 矛 庆 ; 一 类 则 是 与 与 周知 的 数学 基本 知识 相 韦 盾 ， 后面 我 
们 还 将 看 到 一 些 可 用 反 证 法 来 解答 的 其 他 问题 类 型 以 及 一 些 其 他 
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福 抽 的 矛盾 .在 这 里 我 们 需要 提请 读者 考虑 的 是 ， 在 提出 了 与 题 
目的 结论 相反 的 假设 之 后 ， 怎 样 才能 合理 地 发 展 思 路 ， 以 便 尽 快 
地 找 出 矛盾 来 呢 ? 这 里 面 是 否 有 着 某 些 规律 可 循 ? 对 这 些 问题 我 
- 们 将 留 在 下 一 讲 中 来 谈 ， 
现在 我 们 来 看 一 个 例题 ， 它 在 提出 假设 结论 方面 很 具有 些 启 
发 性 . 
例 5 设 后 五 边 形 ABCDE 的 各 边 相等 ， 上 有 A> 人 B> 
LC 之 2ZD 之 人 LE， 证 明 它 是 一 个 正 五 边 形 . 
证 显然 我 们 只 须 证 明 它 的 5 个 内 角 相 等 . 为 了 使 于 证 明 起 
见 , 我 们 将 分 两 步 进行 ， 首先 证 明了 4=s LB= LC = 人 D, 然后 
证 明之 B= LC=ZD= LE, 再 将 这 两 者 结合 得 出 所 欲 证 明之 结 
论 . i 
先 设 4>> 一 D. 我 们 来 观察 等 腰 三 角形 4B 忆 和 DCE， 显 
然 它 们 具有 相间 的 原 长 ， 而 肉 顶 角 人 4> AD 故 知 它们 的 底 边 
和 底 角 不 等 ， 且 应 有 
‘, BE>CE, /EBA</ECD. 
我 们 再 来 观察 人 BC， 由 于 CE 过 BE， 蕉 知 
. : LEBC<ZECB. . 
-综合 上 述 结论 即 得 
. /B= ZEBA+ EBCALECD: LECB: LC, 
这 是 之 OC 的 已 知 杀人 相 光 必 的 ， 肯 名 必 有 ASD， 
合 已 知 条 件 即 得 4= LB= LC= 人 LD. : 
类 似 地 ， 再 设 公 B> 人 E, 于 是 可 和 导出 LC< 人 D 的 矛盾 来 ， 
而 知 必 有 B= C= AD= 人 4h. 
。 纺 各 上 述 册 步 ， 即 知 台 五 边 形 4BCDE 的 内 入 全 都 相 时 又 
. 因 它 的 各 边 全 都 相等 ， 知 其 确 为 正 五 边 形 .。 
“站 这 单 ， 昌 然 我 们 慨 证 的 是 5 个 内 负 全 车 相 等 ， 丽 我 们 在 做 
. 法 上 却 都 不 是 假定 “其 中 有 某 两 个 角 不 等 "， 也 不 是 借助 已 知 条 件 
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“4>LB>LC>LD>LE” 一 上 来 就 假定 “人 4>LE" ,而 是 
从 便 手 处 理 的 角度 出 发 ， 将 论证 分 为 两 步 进 行 。 由 此 可 见 ， 反 证 
法 作为 一 种 实用 的 证 题 方 法 ， 其 本 身 并 没有 规定 出 如 何 使 用 它 的 
固定 程式 ， 而 仍然 是 要 求 我 们 因 题 而 异 ， 对 具体 使 用 步骤 作 灵 活 
的 处 理 的 .下 面 我 们 再 来 看 两 道 例 题 . 

例 6 试问 ， 能 否 在 平面 上 放置 10000 条 线段 ， 使 得 每 一 条 - 
线段 的 端点 都 严格 地 位 于 其 他 线段 的 内 部 ? 

这 是 一 道 以 疑问 的 形式 出 现 的 题 日， 题目 的 本 身 并 没有 就 问 
题 的 答案 给 出 任何 结论 ， 处 理 这 类 辣 题 的 一 种 有 效 办 法 ， 就 是 先 
假定 这 种 放置 是 可 能 的 ， 然 后 再 看 看 能 否 推出 矛 导 来 .如果 推 出 
了 矛盾， 则 说 明 对 结论 应 予 否 定 ， 如 果 推 不 出 矛盾 ， 则 再 从 正面 
看 看 能 否 找 到 放置 规律 ， 并 核实 这 种 结论 是 否 真 的 能 够 肯定 ， 下 
面 我 们 就 来 进行 这 种 处 理 ， 

证 假定 可 以 这 样 在 平面 上 放置 10000 条 线段， 使 它们 的 : 
20000 个 端点 全 都 严格 地 位 于 其 余 线段 的 内 部 .我 们 来 取 定 一 点 
CO， 并 找 出 20000 个 端点 中 离 点 O 最 远 的 点 4 来 (如 果 这 样 的 点 有 
好 儿 个 ， 则 任 取 其 中 一 个 作为 4 点 )， 于 是 平面 上 再 没有 比 点 4 
到 点 0 的 距离 更 远 的 上 述 线段 的 端点 了 。 但是， 由 于 点 和 4 严格 地 、 
位 于 另 一 线段 BC 的 内 部 ， 所 以 点 4 是 AOBC 的 边 BC 上 的 内 
点 ， 根 据 周 知 的 事实 知 有 OA<max{OGB,OC}， 也 就 是 说 点 BB 和 
点 6 中 有 一 点 比 点 4 到 点 @O 的 距离 更 远 ， 这 与 我 们 对 点 4 的 选 . 
取 相 有 矛盾. 可见 不 能 在 平面 上 这 样 放置 10000 条 线段 

就 这 样 ， 我 们 借助 于 反 证 法 为 这 个 问题 寻 得 了 答案 ， 其 中 所 
找到 的 矛盾 ， 是 与 我 们 起 先 对 点 4 的 性 质 的 规定 相 违 背 的 ,， 

例 ?7 和 欲 从 无 限 长 的 纸 带 上 剪 出 任何 形状 的 面积 为 1 的 三 角 - 
形 , 试问 ， 纸 条 的 宽度 至 少 应 是 多 少 ? - 

这 也 是 一 个 以 疑 疝 的 形式 出 现 的 问题 ,不 过 由 于 需 对 纸 宽 给 - 
出 一 个 估计 ， 所 以 我 们 可 以 先 从 一 些 特 殊 形状 的 三 角形 看 起 .而 
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下 是 这 种 考虑 方法 可 以 为 我 们 提供 使 用 反 证 法 的 基础 

玫 们 先 来 看 面积 为 的 正 于 角形， 容易 算出 它 的 边 发 为 6 
.21 以 李 ， 高 为 b= 妙 了 本， 因此 令 人 猜测 纸 宽 至 少 应 为 妙子 。 为 此 ， 
匠 们 先 洒 看 看 纸 究 能 各 小 于? 

候 没 从 纸 沉 本 于 /了 的 无限 攻 的 纸 共 上 可 以 区 出 面积 为 1 的 
正三 角形 4BC， 则 旺 然 A4BC 的 任何 一 边 都 不 能 在 纸 带 的 边 
上 . 我 们 来 将 该 正三 角形 的 3 个 顶点 都 投影 到 纸 带 的 边 上 ， 并 假 
- 定 互 点 的 投影 Bi 位 于 A 点 和 C 点 的 投影 4, 和 Ci 之 间 ， 连 BBi， 
设 BB 与 4C 交 于 朋 点 ， 则 显然 人 ABC 的 高 不 超过 BM, 而 BM 
不 大 于 纸 条 的 宽度 ， 所 以 人 ABC 的 高 小 于 # 也 ， 从 而 人 ABC 的 
面积 小 于 1， 导 致 矛盾 。 所 以 纸 带 宽度 不 得 小 于 4 也， 

那么 纸 带 宽度 为 bp 了 是 否 就 够 了 呢 ? 这 就 相当 于 问 : “面积 
为 1 的 三 角形 中 是 否 都 有 一 条 边 上 的 高 不 超过 /于 ?“" 那 么 当然 
也 就 相当 于 问 : "是否 都 有 一 条 边 不 小 于 2/ 叉 可 人 我 们 下 别 就 来 
回答 这 个 问题 ， 

想 设 存在 茶 个 面积 为 1 的 AABC， 它 的 8 边 之 长 b,c 者 
小 于 2/ 了， 我 们 以 a 记 它 的 最 小 月， 并 设 LC 就 是 它 的 最 小 
角 ， 于 是 有 人 C=a<60° ,这 料 一 来 ， 就 有 


Sac=3 edsina< 汪 ， i ~ a ; 


(请 3 
从 而 与 Suuae= 1 的 事实 天 盾 ， 让 :角形 中 都 至 
少 有 一 边 不 小 于 2/ 以 3 . 

综合 上 述 即 知 纸 带 的 宽度 至 少 可 为 以 及 。 

在 这 个 问题 的 解答 中 3 我 们 两 次 使 用 了 反 证 法 ， 从 这 些 使 用 
中 ， 显 然 可 以 使 我 们 窥见 反 证 法 对 解决 请 如 小 类 问题 所 具有 的 威 
力 . 
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习 题 25 

:刘刚 各 了 有 和 CD 相交 于 -点 证 明 ， 它 们 不 能 互 栓 
平分 。 

。 四 边 形 PQR5 的 四 条 边 P@， QR, RS 和 SP 上 各 有 一 一 点 为 入， 万 ， 
Cc,D. 马 知 4BCD 是 平行 四 边 形 ,、 .而 且 它 的 对 角 线 以 及 PQ@RS 的 对 
角 线 ( 共 四 条 线 朋 ) 竹 相交 于 同一 二 点 0。 证 明 PQRS 也 是 平行 四 边 形 . 

. 已 知 @1,@5, "Cn 和 by ,be ,e. ,Db 是 2w 个 正 散 ， tee ,十 Co5 一 


1, betbet ~ bn 。 证 明 ， 分 数 -名 各 中 至 少 有 
. 7 不 大 于 1. i 加 1 
. 设 CI | 的 为 正 数 ，; 有 四 
， , rt “+as=20, a 4 
证 明 ， LA -aa 中 至少 有 一 一 个 数 小 于 1， 
设 有 1 17 个 由 然 数 ， a mo， Dh an. 现 知 A000 一 光一 : 
ie! =an®! 。 证 明 Q1=4s==…==Qyr. 


。 试 闻 ， 能 否 依 次 写 出 60 个 实数， 人 人 17 个 要 


i 为 正 ， 而 任意 10 个 相连 数字 之 和 为 负 ? 


9 


， 将 一 一 张 8x 8 的 方 格 表 的 每 一 小 格 的 中 心 标 出 ， 共 得 84 个 点 。 试问 ，， 
能 否 作出 13 条 直线 ， 使 它们 都 不 通过 上 述 64 个 点 中 的 任何 一 点 ， 却 
把 这 64 个 点 全 都 彼此 隔 开 ? ji 

.在 平面 上 给 册 了 5 个 点 ， 已 知 站 中 任意 《点 中 才 有 茶 3 个 点 构成 一 个 

“ 宇 角 形 ; 证 明 ， 这 5 个 点 中 必 夺 哥 4 个 点 构成 一 一 个 有 一 个 角 为 60" 的 次 
形 . 
平面 上 的 每 一 一 个 点 都 被 随意 基 深 底 了 红色 起 证 色 。 并 且 其 中 有 所 上 


:区 有 蔓 点 ,证明 ， 对 于 企划 给 出 的 正 数 #， 在 平面 上 都 能 找 出 一 个 红 


点 和 一 个 蓝 点 来 ,它们 它 间 的 距离 从 好 为 7。 
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2 反 证 法 (二 ) 


在 第 25 讲 中 ， 已 经 痰 到 使 用 反 证 法 证 题 时 如 何 提出 假设 的 
一 般 性 原则 ， 并 且 举例 说 明了 需要 作 灵 活 处 理 的 一 些 场合 ; 在 这 
一 讲 中 ， 将 着 重 谈 谈 在 假设 提出 之 后 ， 如 何 发 展 让 路 的 问题 ， 并 
力图 找 出 一 部 规律 性 的 东西 来 . 0 

- 例 1 在 空间 中 给 出 了 8 个 已 知 点 ， 其 中 任何 4 点 都 不 共 面 ， 
今 知 以 它们 为 霄 点 连 有 芒 条 线 自 ， 证 明 ， 这 些 线段 至 少 形成 了 
一 个 三 角形 . 

我 们 无 从 具体 找 出 这 个 三 角形 ， 因明 以 从 反面 来 考 诺 为 家 

证 候 设 这 7 条 线段 没有 形成 任何 一 个 三 角形 . 并 设 4 点 
是 这 8 个 点 中 连 出线 展 的 数目 最 多 的 点 假定 曲 A4 共 连 出 了 x 条 
线段 ， 它 们 分 别 连 向 记 ，B,,…，B。， 于 是 在 Bl，Bi,…,B， 中 
的 任何 两 点 之 间 才 没有 线 肌 相 连 ( 香 则 就 会 形成 三 角形 了 ) 这 样 
一 来 ， 即 使 从 其 余 7~ 2 个 点 中 的 每 个 点 也 都 连 出 了 条 线段， 


那么 线段 的 总 数目 也 仅 有 Mt (7- -2= = (8— -< =16 


条 ， 而 与 已 知 条 件 中 的 17 条 相 矛盾 柯 见 这 些 线段 至 少 形成 了 
一 个 三 角形 。 :9 . 

“在 这 个 例题 的 推理 过 程 中 有 有 两 点 值得 注意 之 处 : 一 是 抓 住 
了 点 有 4 这 个 连 出 线段 最 多 的 点 做 文章 ， 二 是 从 考察 线段 总 数目 
中 找 出 了 韦 慎 。 可 以 说 正 是 这 样 两 个 关键 的 步骤 保证 了 岂 路 的 正 
确 发 展 ;.: 回 帕 第 25 讲 中 所 见 过 的 用 个 例子 , .可 以 发 现 它们 也 多 少 
有 着 类 似 的 步 矣 .上 比如 例 6 中 的 点 4 和 例 7 中 的 正三 角形 /就 是 
我 们 抓 住 来 做 文章 的 特殊 对 象 . 而 例 1、 人 钢 2 则 都 是 通过 考察 总 
和 来 找 出 矛 硅 的 ， 至 于 例 3，- 则 是 通过 考察 总 滋 积 达到 了 暴露 矛 
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是 的 目的 ， 这 些 例题 者 说明， 注意 考察 问题 中 的 特殊 对 象 ， 注 合 
考察 事物 的 菜 种 总 的 数 记 关系 ， 往 往 会 有 助 于 揭露 矛盾 . 

例 2 在 平面 上 分 布 着 若干 个 已 知 点 ， 它 们 中 任何 两 点 之 癌 
的 距离 都 不 相同 . 今 将 其 中 每 一 个 点 都 同 离 它 最 近 的 点 连结 起 
来 . 试问， 由 此 可 以 连 成 一 条 闭 折线 吗 ? 

这 一 题 与 第 25 讲 的 例 6 类 似 , 一 时 沿 无 失 其 诗 “ 能 还 是 不 能 ” 
于 是 便 首先 假定 能 够 连 成 一 条 闭 折 线 ， 再 来 硼 能 否 找 出 矛盾 . 

证 “观察 闭 折线 中 的 最 长 线段 4B， 并 假定 它 的 两 端 分 别 与 
C4 和 3D 相连 ， 由 于 这 些 点 间 的 距离 各 不 相同 ， 扫 以 知 C4< 
AB， 这 表明 互 不 是 离 4 最 近 的 点 ;. 同时 又 有 BD<AB， 因 而 
4 也 不 是 离 互 最 近 的 点 。 这 就 说 明 4，B 之 间 不 可 能 有 线段 相 
连 ， 导 到 矛盾 。 可见 不可 能 连 成 闭 折线 。 ，，. 

在 4 亲 一 个 供 们 人 文章 的 对 和 

.由 旺 多 边 形 内 部 任意 一 点 向 它 的 各 边 引 各 线 .证明 ,至 
pi 的 茶 杀 边 上 三 不 都 是 位 于 各 边 的 经 长线 

我 们 当然 也 无 从 具体 找 出 这 个 和 
足 来， 所 以 仍 宣 采 用 反 证 法 . 

证 . 如 图 26-1， 仿 设 由 凸 多 边 形 0 
的 内 部 一 点 O 情 赂 边 所 作 垂 线 的 垂 中 -4 EF 
均 位 于 边 的 延长 线 上 . 设 4B 是 西 多边  ，， 疯 '26~I 
形 的 距离 O 点 最 近 的 边 ， 作 出 经 过 AB 的 直线 ， 并 由 '0 点 向 该 
直线 作 垂 线 OP， 忆 为 季 足 ， 于 是 . 忆 点 位 子 线 中 .4 万 之 外 ， 当 然 
也 就 位 于 多 边 形 之 外 . 这 样 ， 线 段 OP 必 与 多边形 的 某 条 边 相 
交 ; "该 边 显 编 锌 是 4B， 设 它 为 CD， 并 记 OP 与 CD 的 交点 为 
“Q， 于 是 有 .DOQ<OR. .但 显然 由 O 到 《DB 的 距离 小 于 0Q, :因而 
也 就 小 巴 它 到 4 友 的 拭 离 OP 这 与 我 们 对 A 及 的 光 拓 相对 注 ,、 . 
可 见 熏 时 好 必 位 于 六 B 边 的 肉 部， 于， 去 

.上 潮 是 -: 些 通过 考 闪 特 殊 对 象 来 找 出 矛盾 的 倒 耶 . -下 厅 昌 
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来 看 几 个 通过 考察 事物 中 的 某 种 总 的 数量 来 揭露 矛盾 的 例子 . 

例 4 设 数 字 CI Hrs 9 dsn 是 正 整数 1，2，…， 27 的 任 
意 一 种 排列 。 将 每 个 数字 a 都 与 其 肢 标 6 相 加 ， 得 到 和 数 &+ as . 
证 明 ， 在 所 得 的 2 个 和 数 中 至 少 有 两 个 被 24 除 时 的 余数 相同 . 

由 于 无 法 具体 找 出 这 两 个 和 数 来 ， 所 以 我 们 采用 反 证 法 . 

证 假定 这 2z 个 和 数 被 24 除 的 余数 各 不 相同 ， 则 显然 可 知 
这 2 个 余数 的 集合 重合 于 {0，1，…、2n 一 1}. 又 显然 这 2 个 
余数 之 和 同 这 2 个 和 数 的 自身 之 和 被 24 除 的 余数 相同 .然而 

S=(1+a) + (2+42) tt (2H+ G2n) = (1+ 2+ .+ 27) 

+ (dtdst +d2n) =2(1+2+ +2N) = 2210(2n + 1) 
是 22 的 信和 数 ， 而 这 27 个 余数 的 和 却 为 

Si=0+1+2+…+(218~-1)=71(22 一 1)， 
显然 5; 不 是 27 的 倍数 ， 上 述 两 桩 事实 是 矛盾 的 ， 可 见 这 24 个 - 
余数 中 至 少 有 两 个 是 相同 的 ， 

这 个 例题 同 第 25 讲 的 例 1 和 例 2 不 同 ， 在 导 队 个 例题 的 条 件 
中 明确 地 给 出 了 总 各， 从 总 :和 去 寻找 矛盾 恕 很 自然 的 ， 在 这 个 例 
题 中 , . 却 没 有 这 种 条 件 。 我 们 之 所 以 想到 要 从 总 和 去 导 找 矛盾 ， 
完全 是 凭借 对 于 数 的 整除 性 质 的 了 解 和 有 关 的 解 题 经 验 的 启发 . 

从 这 一 点 上 说 ， 这 道 例题 的 处 理 手法 很 象 上 一 讲 中 的 例 3, 基 主动 
去 考察 事物 中 的 某 种 总 的 数量 关系 ， 以 求 得 对 有 关 矛 盾 的 指 圳 

例 5 能 否 被 正 整 数 1，2，3，…，33 分 成 11 组， 每 组 3 个 
数 ， 且 使 得 每 组 中 都 有 1 个 数 等 于 其 余 两 个 数 的 和 ? 

解 ”假设 能 够 分 得 出 来 ， 于 是 各 组 数字 的 和 都 是 偶数 ， 从 而 
11 组 数字 之 和 应 为 偶数 ， 但 事实 上 1+ 2+3+…+33 却 是 柯 数 ， 
这 是 一 个 矛盾 。 可 见 所 说 的 分 组 是 不 能 实现 的 ， 

例 6 能 否 在 是 多 边 形 内 引出 一 些 对 角 线 ， 使 得 有 一 个 顶点 
处 引出 的 是 奇数 条 ， 而 其 余 顶 点 处 引出 的 都 是 偶数 条 对 角 线 ? 

解 ”假设 能 够 这 样 来 弹出 对 角 线 ， 我 们 来 考察 一 下 自 各 顶点 
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和 2 


所 引出 的 对 角 线 的 数目 之 和 S. 显然 ，S 是 若干 偶数 与 一 个 奇数 
之 和 ， 所 以 是 奇数 . 但 另 一 方面 ， 由 于 每 一 条 对 角 线 都 连 着 两 个 
顶点 ， 所 以 在 求 和 过 程 中 每 一 条 对 角 线 都 在 S 中 被 计算 了 两 次 ， 
可 见 S 是 所 引出 的 对 角 线 的 总 数目 的 两 倍 ， 因 此 又 应 当 是 侦 数 . 
上 述 两 个 结论 是 矛盾 的 ， 可 见 不 能 这 样 来 引 对 角 线 . 

上 述 两 个 例题 的 解 题 思路 很 相似 ， 即 都 是 通过 求 和 来 考察 总 
数量 的 奇偶 性 质 . 奇偶 性 是 整数 的 一 个 重要 性 质 ， 在 解 题 中 经 党 
起 重要 作用 ， 应 当 引 起 注意 .下 面 再 看 一 个 例子 . 

例 7 设 a， b, c 都 是 奇数 . 证 明 ， 一 元 二 次 方程 Cj + bx + 
C=0 没 有 有 理 根 . 


证 假设 方程 有 有 理 根 x。= 如. 不 失 一 般 性 ， 可 认为 台 是 


既 约 分 数 ， 于 是 力 和 地 不 全 是 偶数 
假定 是 偶数 ， 则 因 axo? + bxo+ c=0 去 分 了 后 变 》 为 ap*+ 
.0D4+ cq =0， 而 ar+5pq 是 偶数 ， 故 知 .cq* 也 应 为 偶数 . 但 
因 c 是 奇数 ， Se 4 亦 即 4 应 为 偶数 .这 样 ，p 和 4g 皆 为 偶数 ， 


而 与 关于 x。= 也 是 皮 约 分 数 的 假设 相 矛 盾 . 可 见 思 必 为 奇数 
假定 4 六 则 同样 可 得 出 逢 盾 . 可 见 g 也 必 为 奇数 ， 
-但 如 果 力 和 14 都 是 奇数 ， 则 a 加 ,5829， cq* 都 是 奇 煞 ， 从 而 - 

.4pr+bpg+ cg* 关 0， 亦 即 a(2-) + f+ex0, 这 又 与 类 于 


X= 去 是 方程 的 根 的 假设 相 矛 盾 . 侍 览 上 述 各 条 即 知 方程 不 可 


能 有 有 理 要 
这 里 再 次 用 到 了 对 于 整数 的 奇 侦 性 分 析 。 不 过 由 于 命题 本 身 
即 已 经 是 和 式 的 形式 ， 所 以 用 不 着 再 另行 求 和 了 。 
本题 还 有 一 种 解法 ， 它 不 是 通过 对 奇偶 性 ( 即 对 于 2 的 整除 
-性 )， 而 是 通过 对 于 8 的 整除 性 来 考察 问题 的 。 
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我 们 知道 ， 为 了 方程 ax*+ bx+c=0 具 有 有 理 根 ， 其 充分 必 
要 条 件 其 是 判别 式 A= 妨 -~ 4ac 是 完全 平方 数 . 但 由 于 4;5,c 都 
是 奇数 ， 故 知人 一 定 是 奇数 . 现 假设 人 是 完全 平方 数 ， 于 是 就 有 
-24ac= 2202+ 1)2， 整 理 后 即 为 刀 ~1=478(2 二 1) 二 40C. 
我 们 先 来 观察 上 式 右 端 ， 易 知 刀 与 和 +I 必 为 一 畜 一 偶 ， 故 知 
42(2+1) 是 8 的 倍数 ， 而 4ac 则 只 能 被 4 整除 不 能 被 8 整除 ， 所 : 
以 44(n+ 1) + 4CC 不 是 8 的 倍数 . 注意 到 5 为 奇数 * 记 5=:28+T1，- 
就 有 下 -~1= 462+ 4k= 4kCk+1)， 可 见 等 式 的 左 端 是 8 的 倍数 . 
上 述 两 个 结论 是 蔬 拓 的 。 可 见 原 方 程 不 可 能 有 有 理 根 . : 
整除 性 也 是 整数 的 一 种 重要 属性 ， 在 各 种 与 整数 有 关 的 问题 
中 经 常会 被 用 到 ， 
例 8 证 时， 不 存在 正 整 数 G， b, c 入， 使 得 t+ 
2"°abc., 
证 假设 存在 这 样 的 整数 QsbsC 和 多 ;5 ,可 使 房 过 的 等 式 成 立 。 
困 2"abce 为 偶数 ， 网 a，5，c 中 或 者 全 为 偶数 ， 或 者 两 奇 一 个.… 
先 看 4a，b，c 为 两 奇 一 侦 的 情形 .不 失 一 般 性 ;可 设 
a+D+c =4(R+h+ m+m+[)+ 2 
于 是 有 a=2kt1, b=2m+1, c=21. 
可 见 等 式 的 左 端 是 偶数 ， 但 不 是 4 的 倍数 ， 但 此 时 2 "abe™= 
2"*1abl(n 为 正 整 数 ) 却 一 定 是 4 的 倍数 ， 由 此 导致 子 导 。 
再 铬 4a, 2 c 都 是 偶数 的 情形 .此 时 有 
= 2%1(271+1), b= 2t2(27s+ 1), C= 2*3C27, + 1), 
其 中 T7197297s 为 非 负 整数 ， kis ksks 为 正 整 数 ， 不 妨 设 ki > > 
>0， 于 是 就 有 a? + 也 + cz= 24sL220ti-tsl(27 ;十 1)2 
| + 22027b) (922 + 1)?+ (27s + 1)?] 
2"abe = 2"thittstha(27) + 1) (2734 1) (27s+ 1)., 
| 比较 上 述 两 式 中 的 指数 ， 即 可 发 现 ， 
H+ Et ht he Nt (kz + ks) 2>2ks + 1, 
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可 见 等 式 C+ 天 +c2= 2"00c 决 不 能 成 立 。 

综合 上 述 ， 即 知 命题 的 断言 成 立 。 

通过 上 述 例题 ， 我 们 已 经 看 到 了 在 运用 反 证 法 证 题 中 的 思路 - 
发 展 上 的 多 样 性 .但 是 ,无 论 是 求 和 、 求 积 , 还 是 考察 奇偶 性 和 整除 
性 ， 都 是 通过 总 的 方面 来 把 握 事 物 中 的 数量 规律 。 由 此 可 见 ， 学 : 
会 从 整体 性 方面 来 看 问题 的 思维 方法 ， 对 于 掌握 反 证 法 是 极为 重 
要 的 。 下面 再 来 看 两 个 例题 。 . 

例 9 将 正 整数 1 至 100 随意 填 入 10 x 16 的 方 格 卖 即 表 共 : 
由 10 行 组 成 ;每 行 10 个 方 格 ), 每 格 1 数 , 证 明 ， 必 有 某 两 个 栓 
邻 方 格 ( 即 具 有 公共 边 的 方 格 ) 中 所 填 数 字 之 差 不 小 于 6， 

证 假设 命题 的 结论 不 成 立 ， 即 可 以 找到 一 种 填 法 使 得 每 两 
个 相 邻 方 格 中 所 填 数 字 之 差 都 不 超过 5。 我 们 来 观察 那个 与 :1 同 : 
在 一 行 、 与 100 同 在 一 列 的 数字 a (次 为 行 竖 为 列 )， 由 于 在 4 与 : 
1 之 间 也 至 多 间隔 8 个 方 格 , 故 知 必 有 Cs 和 1+9x5=46: 而 在 4 与 
100 之 间 也 至 多 间隔 8 个 方 格 ， 所 以 又 有 4100-9x5= 55， 
上 述 两 个 结论 显 线 是 矛盾 的 ， -可见 兽 有 某 两 个 相 邻 方 格 中 斯 天数- 
学 之 差 不 小 于 6. . 

从 这 个 例题 中 ， 我 们 体会 了 既 从 特殊 对 象 入 手 、 又 从 全 面 考 
上 嵌 问 题 的 思想 原则 ， 应 当 说 是 颇 有 启发 性 的 . 

例 10 有 一 个 nx 的 方 格 表 ， 先 免 许 从 中 任意 选择 一 1 个. 
方 格 浴 为 黑色 ， 然 后 再 逐步 地 将 那些 至 少 与 两 个 已 涂 黑 的 方 格 桦 
邻 的 方 格 也 涂 为 黑色 ，, 证明， 不 论 怎样 选择 最 初 的 4% 一 1 个 格 ， 
都 不 能 按 这 样 的 法 则 涂 黑 所 有 的 方 格 . 

证 假设 能 够 涂 黑 所 有 的 方 格 ， 那 么 作为 黑色 区 域 来 说 ， 方 
格 纸 的 边界 就 是 区 域 的 边界 . 如 果 将 每 个 小 方 格 的 边 长 记 作 1， 那 
么 黑色 区 域 的 边界 总 长 就 应 达到 4%w, 但是， 在 一 开始 时 ， 黑色 区 
域 仅 包括 如 =- ! 个 小 方 格 ， 即 更 它们 都 互 不 相 邻 ， 那么 区 域 的 边 
界 长 度 也 仅 为 4 - D 。 而 在 以 后 的 逐步 扩大 昧 色 区 域 的 面积 的 
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过 程 中 ， 由 于 只 能 涂 黑 那些 至 少 已 与 黑色 区 域 有 两 条 公共 边 的 方 
格 ， 因 此 面积 的 扩大 并 不 带 来 边界 总 长 度 的 增加 ， 从 而 边界 总 长 
度 将 始终 不 会 超过 42 -~ 1)， 上述 两 桂 事实 是 相互 黎 慎 和 的， 可 见 
我 们 不 能 按照 法 则 涂 黑 所 有 的 方 格 ， 

这 里 ， 不 是 抓 住 最 初 的 4- 1 个 方 格 的 分 布 ， 而 是 考察 黑色 区 
全 的 边 办 宝座， 站 乱 也 是 一 种 从 整体 性 久米 暴露 刻 盾 的 于 法， 


3 题 26 . 

4. 设 el，co，…，Cin 是 自然 数 !， 2，…，44 的 任意 一 种 排列 ， 记 妃 忆 
人 一 0 Dom bas 0 0 再 记 必 = jx 一 一 1a|， 
Ci 一 103 一 | Cn bn 一 如 果 在 基 一 步 上 仅 剩 了 


奇数 个 数字 出 将 0 补 入 其 中 ， 作为 数组 的 最 后 1 个 数字 ， .再 继续 作 下 
. 去 。 直 到 最 后 仅 剩 下 1 个 数字 为 止 ， 证 明 ， 最 后 这 个 数字 必 为 偶数 ， 
.试问 ， 能 够 把 一 个 凸 多 形 边 分 着 为 有 限 个 非 凸 的 四 边 形 吗 ? 

3 一 空间 中 有 一 个 此 多 面体 ， 现 名 它 的 所 有 项 点 痢 是 音 点 ( 即 3 个 从 人 

信者 是 台数 的 点 ) 此 外 ， 苑 论 是 多 面体 的 内 部 、 而 上 或 榜 上 都 下 没 

- 涤 鞭 他 办 点。 证 明 ， 多 面体 的 顶点 数目 不 超 过 8 个 。， 本 

小 证 拓 : 在 十 进 制 之 下 ， 数 虽 十 19745 的 和 位 雪 与 1974" 的 作 数 相同 

囊 。 吉明 ;对本 任何 区 过 入 ;元 在 着 -条 直 纺 共 径 过 它 的 一 条 边 ;而 对 
了 > 过 形 ， 这 个 基部 不 正 克 ， 2 i 
站 
每 一 机 都 是 在 前 一 项 的 床 尼 再 认 加 一 位 数字 后 得 到 的 。 不 过 际 潍 加 的 
一 位 数字 都 不 是 9. :证 朋 ， 这 全 数列 中 至 少 有 两 项 是 合 数 ， 

7， 自 24% 的 入 一 位 数 和 第 艺 位 教之 同 切 开 ， 招 它 变 为 两 个 数字 (其 中 一 
个 是 二 位 数 ， 另 另 一 个 是 多 位 数 )， 再 将 这 两 个 数字 相 加 。 然 后 再 对 加 
得 的 各 数 按 上 述 办 法 处 进 . 茹 此 下 去 ， 一 直 进行 到 所 得 前 和 数 是 一 个 
十 位 区 为 目 ， 证 明 ， 这 个 二 从 二 中 至 多 有 两 个 站 他 上 的 数 凤 相同 ， 


~ 
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第 27 讲 数学 归纳 法 的 基本 形式 
苏 。 泽 


数学 归纳 法 是 一 种 常用 的 数学 方法 ， 用 途 很 广 ， 一 些 与 正 整 
数 或 非 负 整数 2 有 关 的 命题 ， 徒 往 都 可 以 通过 数学 归纳 法 来 加 以 
证 明 

才学 归纳 法 作为 一 种 归纳 性 方法 ， 在 证 题 中 需要 从 两 个 方面 
入 和 手 , 一 个 方面 就 是 针对 一 些 简单 而 具体 芍 场 合 ， 实 际 地 检验 合 
题 是 和 成 立 。 这 些 检验 一 般 是 容易 完成 的 ， 因 为 这 时 只 需 将 妈 的 
一 些 具 体 值 ， 通 常 是 将 4=1, 代入 所 要 检验 的 命题 ， 简 单 地 算 
一 算 就 可 以 了 . 但 是 这 些 检验 却 是 必 不 可 少 的 ， 央 为 愉 有 尊 过 这 
些 检 验 ， 我 们 才 有 理由 承认 所 要 证 明 的 请 题 是 有 可 能 成 立 的 ， 因 
耐 才 具 备 了 进行 归纳 的 基础 .第 二 个 方面 ， 则 是 要 在 .命题 已 对 
较 小 的 值 成 立 "的 假设 下 ,利用 命题 申 的 条 件 、 数 学 中 的 原理 和 
方法 .并 结 全 生活 中 的 公认 的 事实 。 进 行 严密 而 正确 的 推理 ， 以 
推出 “命题 对 较 大 的 对 值 也 成 立 " 的 结论 ; 这 个 方面 的 检验 》 石 数 
学 上 通常 叫做 归纳 过 渡 , .这 是 归纳 法 应 用 中 的 更 重要 并 且 也 更 具 
难度 的 一 个 方面 ， 在 数学 归纳 法 的 基本 形式 之 下 沾 这 一 步 通常 是 
在 "假设 命题 已 对 = 成 立 * 的 前 提 下 ;推出 “命题 对 w=+ 1 也 
成 立 的， 这 一 步 之 所 以 重要 ， 其 原因 就 在 于 只 有 通过 它 ， 才 能 
确保 这 一 系列 许多 个 甚至 无 限 个 命题 都 是 成 立 的 ， 

下 面 是 一 些 运 用 归纳 法 米 证 题 的 简单 例子 , 

例 1 设 正 数 41,，a:，… 构 成 了 等 差 数 列 ， 证 明 


ll 本 + ol 
Va + wa: V dst Vas V an- + Vn 


> Nl 

ee : 

证 记 该 绊 差 数列 的 公差 为 4， 由 于 数列 的 每 一 项 迪 为 正 
数 ， a0 《 想 一 想 ， 为 什么 ? ) 如 果 d= 0， 则 ai:=cz=…， 
知 等 式 显然 成 立 ， 故 下 面 只 要 对 d>0 的 情形 进行 证 明 


当 4= 2 时 ， 有 ， 左 式 = -一 7 二 = 有 式 ， 知 等 式 成 立 . 
假设 当 4#= >2 时 等 式 已 成 立 ， 即 有 


:1 .1 1 . 
一 + 一 
Vartv a Viast+V as Varitva, 
hk-l 

Vart+ Va 


则 当 %=k 各 +1 时， 我 们 就 有 


和 1 
Vat+vVa; Trva 
.1 1 
+ 一 一 -十 
V ae- +Vas VartVarn 
一 _&-1 + 1 
Va + Mag Vart+Vapr 
= (RB-DVar-Va) | VA ~Vas 
一 Cu-Ci Qr+i— Og 


_ (kp- DvVar-va Va — Vas 


ta+ Rdja, iaihal tar idi 
一 Vas — Va Va -Var_ Vd- Va 
可 a : d 


Qr+i~ Ql = (ai+ hd) -a 
dVatvVanm) dVa + Varri) 
Ek 


VartVarr 


知 此 时 等 式 仍然 成 立 。 故 知 对 一 切 自 然 数 4 之 2， 等 式 都 成 立 ， 

在 这 里 ， 首 先 对 %=2 验证 等 式 是 因为 X=1 时 等 式 没有 总 
义 . 而 后 两 次 强调 ji = 2>2” 及 "一 切 自然 数 wp2" 也 都 是 出 于 同 
一 考虑 ， 在 本 题 的 归纳 过 渡 中 ( 即 由 2 = 有 有 时 已 成 立 的 等 式 去 扒 
证 %= 友 + 时 的 待 证 等 式 的 过 程 中 )， 我 们 除了 运用 归纳 假设 ( 即 


2. = 入 时 已 成 立 的 等 式 ) 外 ， 还 在 分 式 的 变形 上 进行 了 两 次 相反 的 


操作 ， 一 次 是 将 分 母 有 理化 ， 第 二 次 则 是 将 分 母 无 理化 ， 这 两 次 
变形 的 形式 完全 相反 ,但 目的 却 是 同样 的 , : 即 都 是 为 了 利用 等 差 
数列 的 性 质 ， 也 就 是 为 了 可 以 将 等 差 数 列 的 通 项 公式 代入 到 分 式 
由， 以 使 等 差 数 列 的 性 质 能 够 在 证 明 中 发 挥 出 它 们 的 作用 .这 是 
一 个 与 等 差 数 列 有 关 的 等 式 ， 在 证 明 过 程 中 要 用 到 等 差 数 列 的 性 
质 征 理所当然 的 .我 们 之 所 以 要 在 分 式 的 变形 上 二 功夫 ， 正 是 为 
了 将 它们 创造 出 可 以 用 武 的 条 件 。 这 一 点 ， 是 大 家 在 运用 归纳 法 
证 题 时 应 当 注 意 的 . 1 

例 2 设 cv A142，… 是 一 个 正 数 数列 ， 对 一 切 %=0， 1， 
2，…》 都 有 as<c。- Cl. 证 了 明 ， 对 一 切 n = 1， 2, 都 有 Cn 

1 . 

N+ 
证 由 不 等 式 Ci<c。- a 得 知 
Ua — AI Sa (1 -a0), 
由 于 4,>>0，Q1>>0， 知 1~4o>0， 故 由 上 面 的 不 等 式 并 结合 平均 
不 等 式 ， 即 得 
ai<a(1- do) < 了 < 十 ， 

知 当 ?= 1 时， 所 得 的 不 等 式 成 立 . 

假设 %= 角 时 不 等 式 已 成 立 ， 色 有 a4 之 二 要 证 w=+1 
时 不 等 式 也 成 立 ，. 

分 两 种 情况 考虑 ，(1) 


1 
之 + 
Eta 4 < 二 (2) 4 了 
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在 情况 (1) 之 下 ， 我 们 有 


1 
dsri 人 A (l ~ ar) = ji -(1- 本 )= 


天 3 


在 情况 (2) 之 下 ， ， 由 于 显然 有 0<1 一 人 和 1， 知 


rar (1-41) <A 1 pa 


所 以 无 论 何 种 情况 ， 所 证 不 等 式 都 可 对 %= 避 + 1 成 立 。 故 知 对 一 
切 自 然 数 2， 不 等 式 都 成 立 ， 

在 这 里 ， 我 们 在 实施 归纳 过 渡 时 ， 分 成 了 两 种 情况 考虑 ， 其 
用 意 当然 是 很 清楚 的 ， 因 我 们 要 想 从 Uxsri 生 ax(1- Ge) 得 出 关于 
.Cx4+1 的 上 界 估计 ， 不 仅 需 要 关于 "as 小 于 多 少 "的 信息 ， 而 且 需 贾 
关于 “as 大 于 多 少 " 的 信息 。 然 而 这 类 信息 既 没 有 从 归纳 假设 中 
得 到 ， 又 无 沪 人 数 天 的 二 全 大 宙 下 和 于 是 追 不 得 已 ， 只 好 先 


对 as 假 定 有 一 0 《 即 情形 (1)) 了 。 然 而 对 剩 下 的 


5 


悄 吕 不 禄 扫 下 不 入， 于是 便 双 对 情形 (给 出 了 不 同 于 情形 0D 的 
男 一 种 估计 办 法 。 这 种 需要 区 分 情况 ， 以 分 别 采用 不 同方 法 实现 
过 渡 的 例子 ， 在 数学 归纳 法 的 使 用 中 是 女 见 不 鲜 的 ， 当 引起 读 省 
们 的 注意 。. 

. 例 3 已 知 4 7 为 正 实数 ， 县 -+ -下 1, 


试 证 ， 对 每 一 个 XEN， 都 有 
(C++ 下" 一 Cn -b>2"- 2+ 
证 当 %= 二 时， 左 式 =0= 右 式 ， 知 命题 成 立 
假设 当 %4= 避 时 ， 不 等 式 成 立 ， 即 有 
(at+b)r-ar- b>2t— 2tti 
:那么 当 M=A+I 时 ，:. 
左 式 = (a+ Dtti~at+1~ Der 
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= (g++ -a -bt+arbtab. 


由 于 -二 + -二 -= 1， 的 a6=a+5; 又 因 


(a+6) (二 + 二 =2+ (2- + 4-)>4, 


即 知 a5= a+5>4， 这样 一 来 ， 便 知 
a'b+abr>2v arbab: =2v (abD) 1 
ZPp2. 24+4 = 24+2 
根据 这 一 事实 以 及 归结 假设 ， 即 和 
左 式 = (a+ DL(a+t+D*-ar— bl+atb+ ab 
22L4(22 一 24+1) 十 284+2 
= 224+2 24+2 = 右 式 . 
所 以 对 一 切 %EN， 所 证 的 不 等 式 都 成 立 ，- 

这 是 1988 年 全 国 高 中 数学 联赛 第 一 试 中 的 一 间 斌 是 遗憾 
的 是 ， 尽 管 这 只 是 第 一 试 中 的 试题 ， 能 够 完满 地 给 出 解答 的 考生 
由 并 不 很 多 ， 友 隐 了 允 数 学 昌 纳 法 这 一 基本 的 数学 证 古方 法 的 党 
所 情况 尚 不 能 令 人 满意 

在 这 里 ， 我 们 首先 将 左 式 变形 为 ， 

(a+ DEar br- a b+ab+ab, 
使 其 中 出 现 (a+ 人 4 一 at- 也 ， 显 然 是 为 了 能 利用 归纳 假设 . 但 是 
出 于 即使 在 这 里 利用 了 归纳 假设 ， 表 达 式 中 仍然 还 会 有 字母 4 和 
存在 ， 可 是 右 式 中 却 没有 这 些 字母 ， 可 见 我 们 还 应 当 通 过 利 
用 题目 中 所 给 的 条 件 “二 -+ 了 = 1” 来 设法 将 这 些 字母 通过 等 量 


或 不 等 量 的 转化 ， 使 其 与 2 的 方 等 建立 起 联系 来 。 正 是 基于 对 这 

种 迟 况 的 考虑 ， 才 使 得 我 们 在 使 用 归纳 假设 之 前 ， 又 对 a+5 和 

22+4 久 的 值 在 题目 所 给 的 条 件 之 下 先 作 了 一 番 细 致 的 分 析 ， 正 

是 这 种 分 析 的 结果 同 归 纳 假设 的 综合 运用 帮助 我 们 顺利 地 实现 归 

纳 过 滤 . 可见 要 想 做 好 这 道 题 , 并 不 是 简单 地 用 一 用 归纳 假设 就 可 - 
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以 奏效 的 ， 

综合 上 这 二 个 例题 的 解 是 经 验 ， 可 以 要 法 成 如 下 几 条 ， 
，，1。 为 了 能 顺利 实现 归纳 过 渡 。 一 定 要 借助 于 归纳 假设 ， 因 
此 应 当 为 使 用 归纳 假设 创造 条 件 ; . 

2.… 命 题 的 成 立 一 般 离 不 开题 目 中 的 条 件 ， 因 此 在 归纳 过渡 
中 也 离 不 开 这 些 条 件 的 帮助， 为 了 能 用 好 这 些 条 件 ， 往 往 需 要 
对 它们 作 一 番 细 致 的 痢 析 (如 象 例 3 中 所 作 的 那样 ) ， 有 时 还 需 
要 对 一 些 代 数 式 或 命题 作 反复 的 变形 (如 象 例 1 中 所 作 的 那样 ) 

3。 除了 上 述 两 条 之 外 ， 其 他 学 科 中 的 知识 ,日常 生活 常识 、 
数学 中 的 基本 知识 以 及 各 种 数学 技巧 ， 都 可 以 在 帮助 实现 归纳 过 
渡 中 发 挥 作用 ;因此 一 定 要 注意 对 它们 的 灵活 应 用 (如 象 例 2 中 那 
样 分 为 两 种 情况 考 灌 ) . : 

我 们 下 面 再 来 看 儿 个 例子 ， 以 期 加 深 对 上 述 3 条 经 验 的 体会 ， 

例 4 设 有 2?" 个 球 分 成 了 许多 堆 ， 我 们 可 以 任意 选取 甲 、 乙 
两 堆 来 按 如 下 规则 挪动 ， 若 甲 堆 的 球 数 力 不 少 王 乙 堆 的 球 数 g， 
则 从 甲 堆 中 拿 出 g 个 球 放 入 乙 堆 ， 这 算是 挪动 了 一 次 ,证明 可 以 
经 过 有 限 次 挪动 把 所 有 的 球 并 成 一 堆 . 

北京 市 的 一 道 竞赛 题 ， 由 于 很 具 代表 性 ， 我 们 

它 介绍 给 大 家 。 

1 时 ， 只 有 两 个 球 ， 或 许 它们 原来 就 在 同一 堆 中 ， 或 
许 它们 分 成 两 堆 ， 每 堆 一 个 球 ， 于 是 只 要 挪动 一 次 即 可 并 成 一 
堆 . 知 命题 成 立 . 

假设 4=k 时 命题 成 立 ， 要 证 = k+1 时 命题 也 成 立 如 上 
所 说 ， 这 里 至 关 重 要 的 是 要 创造 条 件 利用 归纳 假设 . 可 是 ， 当 % 
=k 时 ， 有 2 个 球 ， 当 %=h+1 时 ， 却 有 2! 个 球 了 ， 球 数 多 
出 了 一 倍 ， 该 怎样 去 利用 归纳 假设 呢 ? 以 下 的 借助 于 日 常生 活 党 
识 的 做 法 是 非常 具有 启发 性 的 ; 

首先 ， 在 由 2**! 个 球 所 分 出 的 许多 堆 球 中 ， 球 数 为 奇数 的 
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堆 必 有 偶数 个 .因为 如 果 不 然 ， 则 总 球 数 成 为 奇数 而 与 事实 了 矛 
盾 . 于 是 可 见 ， 可 将 这 些 球 数 为 奇数 的 扒 两 两 配对 ， 并 在 每 一 对 
中 的 两 堆 球 之 闻 进 行 一 次 挪动 ， 便 可 使 所 有 这 些 堆 中 的 球 数 都 变 
为 偶数 ，( 想 一 想 ， 为 什么 ? ) 当然 可 能 会 有 些 堆 中 的 球 数 变 为 
0 个 .这 时 ， 我 们 再 将 每 一 堆 中 的 球 都 两 个 两 个 地 绑 在 一 起 视 为 
一 个 “ 球 " ， 于 是 总 " 球 " 数 变 为 2" 个 ， 国 而 可 由 归纳 假设 知 它们 可 
在 有 限 步 挪动 之 后 全 部 并 入 一 堆 了 . 

看 ! 这 种 将 球 两 两 绑 为 一 个 的 日 芝 甩 弘 方 六 在 归纳 过 该 中 帮 
了 我 从 多 大 的 忙 ! 

， 例 5 〈 欧 拉 问 题 ) 证 明 ，: 对 任何 肖 然 数 4>>3， 数字 2* 都 可 
以 表示 成 = 7X?+ 的 形式 ， 其 中 和 少 为 奇数 ， 

本 命题 由 著名 大 数学 家 欧 拉 提 出 ,在 1985 年 的 苏联 莫斯科 
数学 奥林匹克 中 曾 把 它 作 为 九 年 级 (相当 于 我 国 的 高 中 一 、 二 年 
级 ) 的 试题 . 不 言 而 喻 ， 这 是 一 道上 共有 相当 难度 的 试题 .: 

: 汝 ?=8 时 ， 只 要 取 Y=3y=1， 就 有 28=8=7+1I， 知 命题 成 


Kk 


恨 议 当 - hk>3 存在 奇数 入 俩 得 
= 7X2 十 32，  、 (1) 
菇 证 明 当 = 局 +1 时 ， 也 存在 订 雪 4 和 六 使 相应 的 等 式 成 立 ， 
我 们 在 这 里 当然 不 能 和 任 空 去 寻找 这 种 奇数 4 和 JJ。， 而 是 要 设 
法 利用 2 = & 时 已 有 的 结果 。 为 此 ， 我 们 来 对 7 = 《时 的 等 式 (1) 作 
变形 ， 令 
Qt1= 2.28= 2(7X2 + y2) 
=7(aQ1% + 402) + (bx + bay)’, 
于 是 就 有 
| fTa2 + b=14,. 
! 708+ 瑟 = 2， 
\ 14ai0, +2b.b.=0 
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我 们 芍 意 图 就 是 要 选择 上 述 方程 组 的 适当 的 解 (41, 42:， Bi， 52)，. 
使 得 
Ko=axtay, Y= bx+by 
都 是 奇数 ， 并 因此 就 有 . . 
2471 = 7%N9+ 3 (2). 
而 知 %=k+ 1 时 命题 也 成 立 了 ， 
经 过 不 太 复 杂 的 推算 ， 可 以 发 现 ， 车 取 


EC [4 二) 


\ -了 oz-y)， L = 二 (7x+)， 
则 都 可 有 相应 的 (2) 式 成 立 。 而 由 % 和 ?3 为 奇数 ， 可 知 它们 确 为 
两 组 整数 ， 又 因 


Xi+Ji=4X 为 偶数 ， 知 Xi 与 力 同 奇偶 ? 

yzs+yz=4X 为 偶数 ， 知 x; 与 7 同 奇偶 ? 
而 Ni+ 和 = 为 奇数 ， 知 Xi 与 Xx 一 奇 一 个 . 
可 见 在 (Xi， 3 与 (Yas，?2) 中 ， 必 有 一 组 同 为 奇数 , 于 是 就 只 要 将 : 
这 组 奇数 取 为 4= 训 + 1 时 的 * 和 y， 就 知 命题 也 成 立 了 . 

在 这 里 ， 我 们 在 归纳 过 滤 中 运用 了 待定 系数 法 ， 其 且 的 仍 是 

为 了 创造 条 件 以 利用 归纳 假设 ， 再 次 印证 了 我 们 在 前 面 总 结 的 三 
条 经 验 。 


习题 27 


1。 在 平面 上 引出 了 %# 条 直线 . 证明， 可 以 用 两 种 颜色 为 平面 着 色 ， 使 得 : 
每 一 个 由 直线 所 分 割 出 的 区 域 都 着 为 其 中 的 一 种 颜色 ， 而 每 两 个 相 邻 
的 区 域 所 着 的 颜色 都 不 相同 (具有 公共 边 的 区 域 称 为 相 邻 的 区 域 ) 。 

2. 斐 波 那 奥 数列 的 定义 是 ，0I 一 be 一 1，Cn 一 Cn-i 十 bn-a， 当 NW 之 3， 证 
明 ， 对 任何 mE N，asm 都 是 5 的 倍数 . 

5. 象棋 比赛 中 每 两 人 都 比赛 一 次 ， 且 一 定 决 出 胜 负 . 证 明 ， 在 比赛 结 来 
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后 ， 可 将 所 有 参赛 者 排 成 一 列 ， 使 得 队列 中 的 每 一 个 人 都 战胜 过 紧 跟 
在 他 后 面 的 那个 人 . : 
4. 考察 0 和 1 之 间 的 所 有 有 理 数 ， 并 将 所 有 分 母 不 超 过 多 的 既 约 分 数 


自 小 到 大 依次 排出 。 设 一 人 -和 一 全 是 其 中 任意 两 个 相 邻 排 列 的 分 数 . 
证 明 |bc 一 ad|=1。 
5。 车 将 所 有 分 子 和 分 母 的 聚积 不 超过 妈 的 既 约 分 数 排 成 一 列 而 


-全 <- 全 是 其 中 相 邻 排列 的 两 项 证 明 ,bc 一 ad=1， 


者。 利用 已 知 的 公式 b+2+ AT [ 2 ， 证 明 ,对 于 互 不 相 


同 的 自然 数 @i， C3， Cry 有 如 下 不 等 式 成 立 ， 

Gortalt "tan ) + (altost.+an’) >> 2(Ce 十 四 十 … 十 Ca3)?. 
并 考虑 等 号 能 否 成 立 . 

了 . 凸 (24 十 1) 边 形 的 每 一 顶点 被 分 别 涂 上 红 、 蓝 、 商 三 种 颜色 中 的 一 种 
颜色 ， 并 且 每 两 个 相 邻 顶点 所 涂 的 颜色 都 不 相同 。 证 明 ， 可 用 互 不 相 
交 的 对 角 线 将 该 (24 一 1) 边 形 划分 为 著 干 个 三 角形 ， 使 每 个 三 角形 的 
3 个 顶点 都 分 别 涂 有 3 种 不 同 颜色 。 | 
3。 在 平面 上 给 定 了 个 点 ， 以 其 中 每 两 点 作为 端点 和 曾 可 连 得 一 条 线段 ， 


我 们 把 这 两 线段 中 的 最 长 者 叫 做 直 径 。 证明 ， 在 二 和， 条 


中 ， 直 径 的 条 数 不 会 多 于 4 条 。 
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第 28 讲 数学 归纳 法 的 变通 形式 
苏 。 汝 
在 运用 数学 归纳 法 证 题 时 ， 必 须 进行 两 个 方面 的 验证 ， 这 是 
不 能 含糊 的 ， 但 是 在 具体 作法 上 ， 却 可 以 因 题 而 异 ， 对 两 个 步 又 
实施 灵活 的 变通 ,常用 的 变通 方式 有 以 下 几 种 ， 
一 、 选 择 合适 的 假设 形式 
在 一 些 场合 下 ， 以 “假设 4<h 成 立 " 代 符 “假设 n= 户 成 立 "更 
为 方便 ， 这 时 就 应 采用 这 种 变通 了 的 假设 形式 ， 
例 1 证 明 ， 任 何 一 个 正 的 真 分 数 富 都 可 以 表示 成 车 干 个 互 
不 相同 的 自然 数 的 倒数 之 和 . 
虽然 任何 正 的 实 分 数 亚 都 可 以 写成 对 = 工 +…+ 过 ， 但 因 它 
\-- 一 
共 殉 项 
们 的 分 母 都 是 同一 个 自然 数 ， 因 此 不 合 要 求 . 所 以 还 是 用 数学 归 


纳 法 证 明 为 妥 ， 设 正 的 真 分 数 守 已 是 既 约 分 数 ， 对 2 进行 归纳 . 


证 当 和 w=1 时 ， 不 论 对 任何 自然 数 4， 开 = 二 就 已 是 自然 


了 
数 4 的 倒数 ， 知 命题 成 立 ， 
假设 加 < 时， 命题 已 成 立 ， 即 对 任何 分 子 不 超过 盛 的 婚约 


真 分 数 忆 ， 都 能 找 出 若干 个 互 不 相同 的 自然 数 训 ，…， 恕 。 使 得 


要 证 对 分 子 值 m=+ 1 的 嫉 约 真 分 数 -对 | ， 命 题 也 成 立 、 
由 于 0<k+1<n 及 (k+1, 1)=1, 知 hn=y(k+1) +7y 
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其 中 4 和 7 都 是 正 堤 数 ， 且 0 之 r 过 + 1. 这样 一 来 ， 便 有 
kt1l_ 1 (k+l)(g+1) -qkR+1) -7r_ k+l1-r 


2 ga+1 NH(g+1) Nn(g+1) " 


注意 到 +1~-7<hk+1， 即 +1 一 rk， 因此 当 将 分 数 和 证 


表示 为 既 约 分 数 后 ， 其 分 子 不 超过 器， 故 知 可 将 它 表 示 为 若干 个 
互 不 相同 的 自然 数 5,，…，s, 的 个 数 之 和 ， 从 而 就 有 
k+l 1 ,pt+l-r 1 1 (1) 


Nn ati ndii) gti s 5, i 
下 面 只 要 再 证 g+1$ {51/，…，。5。}， 便 可 渐 言 命题 对 1%w=k+1 也 
成 立 了 . 用 反 证 法 ,假设 4+1€ {81.，…，s,}， 于 是 就 有 


1 + 工 ++ 工 >-2 一 __ 22 +1 1 -24(k + 1) +27 
d+1 $i §, d+1 (Gg+1)(k+1) 7 (q+ 1) (Ek+ 1) 
.RkR+1~,/_ 24 27 ,kt+1、 k+l 

n (Trit rn) Et 7 > n° (2) 


比较 (1)，(2) 两 式 ， 即 可 得 出 矛盾 . ， 
综 上 所 述 ， 知 命题 对 一 切 分 子 为 &+ 1 的 正 的 真 分 数 都 成 立 . 
从 而 对 一 切 正 的 真 分 数 命题 都 成 立 . 
在 这 个 例题 中 ， 由 于 y 是 用 +1 去除 妈 所 得 的 余数 ， 所 以 
仅 知 *<RE+1， 又 因 (+1，MH) = 1， 故 又 知 y 六 0， 这样 一 来 ， 便 
可 知道 0<&+1I-Y 委 8 由 于 我 们 假设 了 “ 命 顾 已 对 Ms8 成 立 "， 


所 以 就 可 以 对 《+ 一 ”使 用 归纳 假设 了 ， 但 如 果 仍 旧 照 搬 基 本 形 
n(g+t+1) 


式 ， 假 设 “ 命 题 已 对 n= 名 成 立 "， 那 就 必然 会 在 这 里 陷入 被 动 . 
由 此 看 来 ， 在 这 个 间 题 中 ， 选 择 合适 的 假设 方式 是 多 么 的 重要 

例 2 考察 所 有 具有 如 下 性 质 的 有 序数 组 ，(1) 这 些 数组 都 
由 互 不 相同 的 自然 数 构成 ，(2). 这 些 数组 的 最 末 一 项 都 是 4 ， 而 
且 共 中 的 每 一 项 都 不 小 于 它 前 面 一 项 的 平方 ，(3) 各 个 数组 所 包 
会 的 项 数 可 多 少 不 一 ， 但 至 少 要 有 一 项 ,证 明 , 具 备 上 述 性 质 的 数 
纽 的 数目 不 超过 # 个 ， 
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为 了 帮助 理解 题 意 ， 我 们 先 来 多 观察 一 些 具体 情 况 . 这 是 处 
理 较 复杂 的 问题 的 一 条 重要 经 验 ， 今 后 我 们 还 将 多 次 采用 这 一 做 
4=1 时 ， 仅 有 1 个 数组 (1)s 记 作 Si=1.. 
=2 时 ， 有 2 个 ，(2)，(1，2); 故 有 S=2. 
h%=3 时 也 有 2 个 ， (3)，(1，3)s 故 有 Ss 二 3. 
MU=4 时 ， 有 4 个 ，(4) ，(1，4) ，@，4 和 人 ，(1，2，4)， 故 有 
S,=4, 

%=16 时 ， 有 Sie=8<16， 这 些 数 组 是 ， 


(16) ， (1，16)， (2，16) ， (4，16) ， 
(1, 2, 16),. .. (1, 4, 16), 


(1，2，4，16) . 
通过 上 述 观 察 ， 不 仅 可 以 断言 妈 = 1 时 命题 成 立 ! 而 且 可 以 
为 在 “假设 当 2 和 8& 时 命题 成 立 ” 后 ， 找 出 证 明 “ 当 入 = 训 + 1 时 命题 
也 成 立 "的 途径 ， .| . 
为 了 说 明 清楚 这 一 点 ， 奶 以 4=16 的 情形 为 例 . 观察 这 8 个 
数组 ， 可 以 发 现 ， 除 了 一 个 仅 含 16 的 数组 (16) 外 ， 其 余 七 个 数 
组 都 至 少 含有 两 项 ， 如 果 我 们 赂 去 这 七 个 数组 的 最 末 一 项 ， 它 们 
便 分 别 成 为 以 1，2 和 4 结尾 的 数组， 而且 襄 括 了 这 些 数组 的 全 
部 ， 因 此 有 Sis=1+S,+S;+S,=8<1+S,+S:s+Ss+S,<16. 
.我们 按照 同样 的 原则 来 观察 入 = 名 + 1 时 的 所 有 数组 ， 便 知 除 
了 一 个 仅 合 E+ 1 的 数组 外 ,其 余数 组 都 至 少 含有 两 项 ,而 且 如 果 略 
去 它们 的 最 玉 一 项 ， 它 们 便 分 别 成 为 以 某 个 不 超过 [WR+1] 的 自 
然 数 ! 结尾 的 数组 ， 又 因为 TS[vR+ 1] 志 8， 所 以 由 归纳 假设 即 
知 Seyri<1+Si+S+…+Stval sli+1+2+…+[vR+TI] 
=2+2+"+[VE+IISI[VE+1IIV E+1] Sk+1. 
这 就 证 得 了 命题 对 %= 有 +T 也 成 立 ， 故 知 命题 对 一 切 自 然 数 双 都 
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是 成 立 的 . 

在 这 里 ， 同 第 27 讲 例 4 类 似 ， 我 们 在 将 2 = 名 + 1 转化 为 2<< 
的 过 程 中 ， 也 采用 了 形象 化 的 思维 . 正 是 这 种 “ 略 过 最 末 一 项 "的 
形象 化 想法 ， 使 我 们 得 到 了 可 以 运用 归纳 假设 的 机 会 ， 

归纳 假设 除了 可 作 这 种 形式 的 变通 之 外 ， 还 有 一 些 其 他 形式 
的 变通 ， 由 于 篇 幅 所 限 ， 这 里 就 不 再 介绍 了 ， 

二 、 采 取 大 跨度 的 跳 牙 

在 数学 归纳 法 的 一 般 形 式 之 下 ， 通 常 是 由 “n= 名 (或 4 博时 
命题 已 成 立 " 去 推 “%=k+1 时 命题 也 成 立 "， 这 就 是 说 ， 每 次 仅 
往 前 推进 一 步 ， 或 叫做 “以 跨度 1 前 进 ”， 有些 时 候 ， 我 们 会 磁 到 
一 些 命题 ， 对 它们 适宜 于 采用 大 跨度 跳跃 ， 那 么 我 们 就 应 当 在 跨 
度 上 实行 变通 .下 面 先 来 看 一 个 例子 . 

例 3 设 自然 数 % 之 3, 证 明 ， 可 将 一 个 正三 角形 划分 为 4 个 
等 腾 三 角形 

通过 观察 ， 我 们 发 现 对 %=3 和 2=4 的 情形 可 按 图 28-1 所 
示 的 方式 划分 出 来 ,而 在 这 两 种 划分 中 ， 都 出 现 顶 角 为 120"， 底 
角 为 30° 的 等 腰 三 角形 ， 对 于 这 种 等 腰 三 角形 又 可 按 图 28-2 所 
示 的 方式 分 为 3 个 等 压 三 角形 ， 其 中 有 工 个 正三 角形 和 两 个 顶 角 


人 入 从 和 


图 28-1 图 28-2 
为 120"， 底 角 为 30" 的 等 腰 三 角形 ”这 种 情况 启发 我 们 可 以 采用 
如 下 的 证 明 方 法 ， 
首先 ， 当 %#=3 和 7=4 时 ， 可 按 图 28-1 所 示 的 方式 进行 划 
分 ， 知 命题 成 立 ， 假设 当 4= 2%8~-1 和 和 %=2k 时， 也 可 以 划分 成 
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功 ， 并 且 在 所 分 出 的 等 腰 三 角形 中 都 有 一 个 顶 角 为 120"*， 底 角 为 
30° 的 等 稻 三 角形 . 于 是 只 要 再 按 图 28-2 所 示 的 方式 将 其 中 这 
个 等 腰 三 角形 划分 为 3 个 等 腰 三 角形 ， 即 知 当 %=2(k+1) ~1= 
2k+ 1 和 %=2(k+1) =2k+2 时 命题 也 成 立 ， 并 且 在 所 分 出 的 等 
腰 三 角形 中 仍然 包含 有 项 角 为 120°*， 两 底 角 各 为 30° 的 三 角形 ， 
所 以 ， 对 一 切 自然 数 2ZP3， 所 述 的 划分 都 可 以 成 功 . 

在 这 里 ， 我 们 便 是 根据 图 28-2 所 示 的 三 角形 容易 一 剖 为 3， 
从 而 使 所 分 成 的 等 爵 三 角形 数目 增加 两 个 ， 而 且 仍 然 保 持 有 这 种 
形状 的 三 角形 出 现 的 这 一 特点 ， 果 断 地 选择 了 以 跨度 2 迈进 的 方 
式 . 不 过 为 了 能 使 所 有 的 自然 数 %Z3 都 得 到 证 明 ， 我 们 采用 了 
两 个 起 点 ，%=3 和 =4. 以 便 在 由 2=3 出 发 ， 以 跨度 2 前 进 
时 ， 可 以 跨 饥 所 有 的 奇数 ， 而 由 2= 4 出 发 ， 则 可 跨 记 偶数， 因 
些 ， 跨 度 的 加 大 与 起 点 的 增多 是 紧密 关联 的 ， 切 切 不 可 忽略 . 

对 于 这 个 问题 ， 也 可 采用 以 跨度 3 迈进 的 方式 : 

首先 对 %=4，5，6 的 情形 ， 按 照 图 28-3 所 示 的 方式 划分 出 
来 . 注意 到 在 所 分 出 的 等 腰 三 角形 中 都 至 少 有 一 个 正三 角形 ， 因 


图 28-3 
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此 只 要 再 将 此 正三 角形 按照 4=4 的 方式 一 剖 为 4 个 正三 角形 ， 即 

可 使 得 记分 出 的 等 厦 三 角形 数目 增加 3 个 ， 且 保持 有 正三 角形 . 
所 以 我 们 可 以 分 别 从 这 3 个 起 点 出 发 ， 3 步 一 跨 地 分 别 路 遍 所 有 
形 如 38+ 1，3k+ 2 和 3&+3. 的 正 整数 .而 对 于 %= 3 的 情形 ， 则 只 
要 按 图 28-2 所 示 的 方式 章 分 出 来 即 可 “所 以 我 们 已 经 解决 了 用 这 
种 方法 证 明 这 个 命题 中 所 遇 到 的 所 有 难点 ， 因 而 可 以 严格 地 写 出 

解答 了 ， 我 们 把 这 个 书写 任务 留 给 读者 作为 练习 . 
” “有趣 的 是 ， 对 这 个 间 题 也 可 以 
采用 以 跨度 1 前 进 的 方式 : 

. 对 2= 3 和 4 的 情形 按 图 28-1 中 
的 方式 前 分 . 然后 以 图 28-4 给 出 
%=5 时 的 齐 分 方案 , 注意 到 在 所 
分 出 的 5 个 等 腰 三 角形 中 有 一 个 是 
等 大 直角 三 角形 , * 于 是 只 要 作 其 斜 
. 边 上 的 中 垂 线 ， 便 可 将 其 分 为 两 个 
图 28-4  . 等 腰 直 角 三 角形 . 这 样 一 来 ， 便 可 


在 2= 5 的 剖 分 方案 基础 上 ， 实现 以 跨度 1 的 方式 向 前 进 了 . 建 
议 读者 也 严密 地 写 出 这 种 解答 . 


通过 例 3，' 我 们 已 经 看 到 了 在 运用 数学 归纳 法 证 题 时 ， 在 跨 
度 的 选取 上 具有 极 大 的 灵活 性 ， 这 就 为 在 使 用 这 种 方法 时 提供 了 
极 大 的 方便 .需要 提请 读者 注意 的 是 ， 在 对 跨度 进行 变通 时 ， 一 
定 要 对 起点 的 设置 作 相应 的 变动 ， 千 万 不 可 在 迎 辑 上 造成 漏洞 . 

在 1988 年 全 国 高 中 联赛 第 二 试 的 试题 中 ， 就 有 一 道 需要 以 
跨度 3 跨 进 的 题目 。 由 于 在 其 中 还 涉及 到 命题 的 转化 等 技巧 ， 所 
以 我 们 放 在 第 29 讲 中 介绍 ， 

三 、 采 用 灵活 的 归纳 途径 

这 是 一 个 内 苞 丰 富 的 标题 ， 很 难 用 儿 句 话 把 它 解 释 清 想 ， 我 
们 还 是 来 用 例子 说 话 吧 ! 
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例 4 设 Q1 之 Qs 过 … 达 Qi， 而 bl， 如 ，…，B, 是 41，Qs，…> 
4 的 一 个 排列 . 如果 有 Qi+ b,<as + bi Ga, + Db,, 试 证 ; 

b=a1, b,= Ca2，…9 b= an. “~ 

对 这 个 问题 , 要 想 直 接 证 明 每 个 b, 都 等 于 祖 应 的 4as, 是 难以 
实现 的 .于 是 我 们 先 来 证 明 一 个 初步 结论 ， 即 证 明 至 少 存 在 一 
个 z， 使 得 5 = qo .这 叫做 先 做 一 次 “ 热 步 "， 我 们 采用 反 证 法 与 
归纳 法 相 结 合 的 方法 来 做 这 次 “ 垫 步 ” 

假设 对 每 个 i， 都 有 b, a. 

于 是 就 有 有 妈 zal .但 因 41 是 集合 {44，Q:，…，aw} 中 的 最 小 
的 元 素 ， 而 b 也 是 该 集合 中 的 元 素 ， 所 以 知 有 Bb. 之 ai， 

假设 对 每 个 i<j， 都 有 5,a1:， 我 们 来 证 明 也 一 定 有 by,: 这 
Qst1 因为 如 果 不 然 ， 有 04<arrt， 则 因 我 们 已 设 对 每 个 加 都 
有 天 41:， 故 知 就 有 Dy41<ay+1s 因而 也 就 有 By41 志 Qjy( 因 41，a， 
…，Gn 是 按 递增 顺序 排列 的 ) ,根据 辣 样 的 理由 ， 由 5;>qj 可 知 
6 之 dyt1， 于是， 我 们 就 有 Qj4w1+ byw1 志 b1+ a;， 而 这 显然 是 与 已 
知 条 件 相 了 矛盾 的 . 可 见 也 应 有 By41>@y41. 

这 样 一 来 ， 我 们 便 在 “对 每 个 :， 都 有 5, a" 的 假设 前 提 下 ， 
利用 数学 归纳 法 证 得 ，“ 对 每 个 :， 都 有 b>>a” ,但 这 个 结论 显然 
是 错误 的 ， 这 是 因为 既然 有 {51,5,,…， Dj = {41, Qs, 9 Cao， 
而 @ 又 是 集合 中 的 最 大 元 素 ， 因 此 决 不 可 能 有 六 之 a,， 可 见 我 
们 的 假设 前 提 是 错误 的 ， 故 知 确 有 某 个 mn， 使 得 5 = ai 

有 了 上 述 的 “ 垫 步 "， 我 们 就 可 以 正式 来 证 明 我 们 的 命题 了 ， 

当 %=1 时， 显然 有 页 =w， 知 命题 成 立 . 假设 当 双 = 有 时 命 
题 已 经 成 立 ， 要 证 当 z = 下 + 工时 命题 也 成 立 

我 们 先 将 " 垫 步 " 中 的 结论 应 用 于 Ci，Cs，…，wusi 以 及 它们 
的 一 个 排列 5b.， b;, “yg beris 便 知 存在 一 个 los 使 2 = 0 ， 于 
症 只 要 再 对 去 掉 a 以 后 所 剩 下 米 的 名 个 数字 应 用 归纳 假设 ， 便 
知 命题 的 结论 在 n= 名 +1 时 也 成 立 了 ， 
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综 上 ， 努 知 对 一 切 % EN， 命 题 的 结论 都 能 成 立 ， 
在 这 个 例题 中 ， 我 们 实际 上 是 运用 了 两 次 归纳 法 ， 足 见 其 在 
归纳 步骤 上 的 灵活 之 处 . 


习 题 28 


1T。 证明， 每 一 个 自然 数 都 或 者 是 斐 波 那 契 数 列 (参阅 习题 27 的 第 2 题 ) 中 

。 的 一 项 ， 或 是 其 中 的 若干 项 之 和 . | 

2. 证 明 ， 对 任何 WE 作 ，x24 1 一 和-2n 都 可 以 用 Xx 一 *~! 的 实 系数 多 项 式 
来 表示 . 

5. 设 户 为 不 小 于 3 的 正 整 数 ， 并 记 方 程 X*? 一 (p 十 1)* 十 1 二 0 的 两 个 根 为 
和 和 yo， 证 明 , 对 任何 2E 六，%in 十 Xa* 都 是 不 能 被 加 整除 的 正 整数 ， 

4. 证 明 ， 对 一 切 %E 六 ， 方 程 Y3 十 一 z? 都 存在 正 整 数 解 . 

5， 设 也 是 一 个 严格 递增 的 函数 ， 它 对 一 切 正 整数 都 有 定义 ， 且 函数 值 也 
都 是 正 整数 ,又 知 1 (2) 二 2， 而 且 当 正 整 数 mm 及 hk 互 质 时 ,有 (mk) = 
了 (Mm)f(k)， 证 明 ， 对 一 切 nE NN 有 Jf(n)=%， 

3. 如 果 整 数 4 可 以 表示 成 如 下 形式 ， 

N 一 0 十 Co 十 … 十 Cr 


其 中 Qi1, O29°"%*, Ur 为 正 整 数 (不 一 定 相 异 )， 清 足 等 式 一 一 十 一 一 二 


“tl 域 称 % 是 "好" 的， 今 知 整数 33 至 73 全 是 “好 ” 的， 证 
明 ， 每 一 个 不 小 于 33 的 整数 都 是 “好” 的， 
7, 设 P(%)=4o 十 QiX 十 … 十 Qn%" 为 % 次 实 系数 多 项 式 ， 证 明 ， 当 C> 3 
时 ， 在 下 列 % 十 2 个 数 中 至 少 有 一 个 不 小 于 1， 
1e0 一 已 (9 ,le —P()| ,13 一 已 (2)1 yln7 一 已 (2 二 1)| 
8. 设 放 和 7 为 整数 ， 且 0<m 志 nw， 证 明 


2""C 吕 十 391C 吕 十 …… 十 Cg 
一 C 吕 呈 十 C12 十 ,… 填 人 
其 中 0 为 组 合 数 符号 ， 
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第 29 讲 数学 归纳 法 应 用 中 的 命题 转化 
苏 济 


命题 转化 是 数学 上 证 明 命 题 时 的 一 种 常用 手法 ， 即 在 所 要 证 
明 的 命题 4 不 易 直 接 证 得 时 ， 改 为 证 明 另 一 命题 B， 再 利用 命 
题 间 的 逻辑 关系 推出 命题 4 来 . 这 种 手法 在 运用 数学 归纳 法 证 
题 时 也 是 经 常 采用 的 .下面 就 来 看 一 些 例 子 . 

例 1 若 %4 个 正 角 Qi+as+… +a,=7, 试 证 Sinai + Sinas+ 
。 + Sin an<cjisin 


在 这 里 ， 当 %= i 时 上 式 两 端 相 等 ， 知 命题 是 成 立 的 . 然而 
在 假设 当 %=& 时 命题 成 立 后 ， 再 去 推 证 当 n= 名 + 1 时 命题 也 成 
立时 ， 却 遇 到 了 麻烦 . 这 是 因为 &= 有 时 的 不 等 式 


。 。 . ni 
Sinal + Sinas + ，… + Sing, hsin— 


是 在 as+as+… +as=7 的 假设 条 件 下 成 立 的 ， 而 现在 却 要 在 
ai+a+…+oa+arri=z 的 条 件 下 去 推 证 相应 的 不 等 式 ， 这 里 
aa%2，…，ar， atyl 又 都 是 正 角 ， 可 见 %= 避 时 的 归纳 假设 已 
无 益 于 我 们 的 推导 了 ， 这 当然 也 就 断绝 了 我 们 直接 使 用 归纳 法 证 
题 的 可 能 性 ,但 是 如 果 不 去 直接 证 明 原 来 的 命题 ,而 是 改 为 证 明 ， 
若 色 个 正 角 w+ cz+…+an<r， 则 有 
alias 十 十 C 


了 工 (sina +Sinas+…+Sinw,)<sin 2 
多 ! Nh 


那么 就 不 仅 可 以 从 这 个 命题 中 推出 我 们 原来 的 命题 ， 而 且 也 为 使 
用 数学 归纳 法 开辟 了 道路 ,好 吧 , 现在 就 让 我 们 来 试 一 试 吧 ! 
当 %=1 时， 这 个 命题 显然 是 成 立 的 . 为 了 方便 后 面 的 归纳 : 
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过 滤 ， 我 们 再 来 看 看 4= 2 的 情形 ， 设 正 角 w+ wa<r， 于 是 就 
有 sin(- 汪 二“ )>0， 因 而 知 
Qi 十 Ca 


(Sinaa, +sina:) — 28in 


al 一 0s Qi+ Aas 


. .+a 
= 2sin— Cos 


“= 2sin-2 (cos 一 1)<o， 


— 28in 


亦 即 二 (sinai + sina,) <sin te, 知 n=2 时 命题 也 是 成 


立 的 . 
假设 %<h 时 命题 成 立 ， 即 当 正 角 w+ …+an<z 且 当 H< 
记 时 ， 有 


站 。 本 他 。。 下 
坟 (ina 十 。, 十 Sinaa,) <sin 1 十 二 cm 


要 证 当 %=k+1 时 命题 也 成 立 . 
我 们 来 分 两 种 情况 考虑 
(1) +1= 2 为 偶数 ， 则 当 ar 十 am 十 aol 十 十 Gam 
<z 时 ， 有 a+…+am<r 及 ant……+an<r 于 是 由 归纳 
假设 即 知 | 
1 
k+l 


EE (Sina 十 十 Sin wm) 十 Tsinans 十 十 Sinasn) ] 


多 


(sinal + *… + Sinas +1) 


mm 


1 
2 
1 | si 全 cm 十 人 二 cm | in m+tlt + en | 
了 mm . m - 
-再 由 2.= 2 时 的 结果 即 知 
FSoind ( tte 4 gast ten) 
2 m m 
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= 8inc 十 十 am 十 Camrl 十 十 Gann 
2m 
= Sin tit +o - 
sin 二 右 式 ， 
知 当 &+ 1 为 偶数 时 命题 成 立 . 


(2) k+1=27m+1 为 奇数 ， 则 当 ai+…+am+antrli 十 十 
aa2m+l<T 时 ， 或 有 ai + 人 二 am< 广 ?或 有 anri+， 机 +oanri 工 ， 


| 


不 妨 设 anti 十，… “+ Qsmri 信 他 ;于 是 就 有 Qi 二 十 am 二 amri<Ty 
以 及 


QI 十 十 2 
CQGm+2 十 … 十 Qamtl 十 m+!l A, 


， 2Mz 十 1 
从 而 知 有 
1 。 QI 十 二 Qi ) 
Sinal + :+ +Sinaern t+ Sin ~ oe. 
kt+2 ! “+ k+l 
= 下 [ina 十 一 十 Sinan, ,人 
2L m+1 
1 /. | “+a 
十 二 一 一 人 Sinam+2 十 … 十 Sina +Sin St + On m+)] 
m+l1l m+2 2m+1 +1 
1 十 
< sin tn 
2 +1 
QIL 十 十 amtl | f 
QAmrzt "+a 十 一 一 一 一 + 
m+t+2 2m+i 23732 十 上 1 


+ Sn 一 -一 一 一 一 全 一 -IISsin LL。 


站 - Qi 十 .十 多 
《as 十 十 Qn+!1) + (en + + Qem+rit et ) | 


2m+1 | 
m+t+1l , 
= Sin41+ + Omtt < on Qt + opr 
Sn Tami i 
再 消去 上 式 两 端的 同类 项 ， 即 得 
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1 一 Ot + Oprl 
-~- (SIinal + + SIN Ap41) SIN 
k+l ! “+ k+l1 


好 当 如 + 1 为 奇数 时 命题 也 成 立 ， 
所 以 对 一 切 自然 数 74， 当 正 角 Qi+…+as 二 7 时， 都 有 


- 。 。 ao 9 a 
Sinw, 十 … 十 sinan Snsin + 。 


特别 地 ， 当 QI 十 十 Ga 三 你 时 ， 便 有 
Sinal 十 … 十 sina, <nsin®, 
而 这 正 是 我 们 所 希望 证 明 的 结论 . 
在 这 里 ， 通 过 证 明 一 个 比 原 命题 更 强 的 命题 ， 使 得 使 用 数学 
归纳 法 的 道路 变 得 畅通 起 来 ， 从 而 达到 所 期 望 证 明 的 结论 .这 种 


手法 叫做 “主动 加 强 命题 "， 在 利用 数学 归纳 法 证 题 时 是 经 常 采用 
的 , 


例 2 设 4.=33… 中 二 3， 万 ,= 8 8 证 明 ， 
对 一 切 UEN， 有 4 万 ,. 

这 是 1988 年 安徽 省 合肥 市 高 中 数学 竞赛 中 的 一 道 试题. 许 
多 考生 试图 采用 数学 归纳 法 直接 证 明 结 论 4,,:> 妞 ,， 结 果 都 未 
能 成 功 .。 其 实 解答 这 道 试题 的 最 好 办 法 便 是 “主动 加 强 命题 "， 

当 ?=1L 时 ， 我 们 有 

Aiii= As=33=27>24=3.8=3B,, 

假设 Ai,;!:3B;， 于 是 就 有 

La=34+1>338 = 2754 > 24Bt = 33k.83:>3B,,:, 
放 由 归纳 法 原理 知 ， 对 一 切 X EN， 都 有 

| A,si>3B:>B,, 

在 这 里 ， 我 们 便 是 通过 证 明 4,,: 之 3 刀 。 来 达到 了 证 明 4。::>> 
B;, 的 目的 . 这 种 现象 乍 一 想来 ,很 有 些 难以 理解 ， 一 个 较 弱 的 命 
题 怎 会 比 一 个 较 强 的 命题 更 难于 证 明 呢 ? 但 若 细 细 地 琢磨 一 番 ， 
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便 会 悟 出 其 间 的 道理 了 ， 在 证 明 一 个 较 强 的 命题 时 ， 第 一 步 的 验 
证 固然 略 增 麻烦 ,但 因 是 对 具体 值 作 验证 ,难度 的 增加 并 不 可 怕 . 
然而 孝 由 此 而 有 权 获得 一 个 较 强 的 归纳 假设 ， 因 而 使 我 们 在 实施 
归纳 过 湾 时 处 在 了 一 个 更 加 有 利 的 位 置 . 这 大 概 正 是 一 个 较 强 的 
命题 相对 来 说 反而 更 易于 证 明 的 根本 原因 吧 ， 不 过 在 这 里 ， 还 需 
要 强调 一 点 ， 在 加 强 了 归纳 假设 之 后 ， 应 当 对 %w=k+1 的 情况 也 
人 准 出 加 强 后 的 结论 ， 而 不 是 简单 地 推出 原来 的 较 弱 的 结论 就 可 完 
事 的 ， 

在 批阅 合肥 市 的 竞赛 试卷 时 ， 我 们 就 发 现 有 的 考生 这 样 来 证 
明 命题 ， 

当 2=1T 时 ， 有 4:=4=33>>2.8=2 万 
假设 当 2 = 下 时 ， 有 42， 则 当 入 =k+1 了 时， 就 有 

Arss = 344+1 > 323t = 95 >835t = Bess 
可 见 当 %w= 忆 + 1 了 时， 所 证 的 不 等 式 成 立 ， 所 以 对 一 切 2E N， 都 
有 An4:>B,. 

应 当 指 出 ,这 种 “证 明 ” 是 似是而非 的 , 因而 是 错误 的 , 其 原因 
在 于 ， 固 然 我 们 通过 观察 得 知 4: 之 2,， 因 此 可 以 假设 有 4。 .> 
2B，. 但 是 这 毕 竞 只 是 一 种 假设 , 如 果 我 们 不 能 在 这 个 假设 下 , 也 
推出 4sss>>2Bsyi 那 么 也 就 说 明了 “42B。 这 种 性 质 不 具有 
继承 性 ， 换 名 话说， 我 们 并 不 一 定 能 由 4 之 2 有 , 推 知 4,>>2 瑟 于 
是 我 们 在 实际 观察 了 2 = 1 的 情形 之 后 ,又 怎么 能 够 假设 在 w=% 的 
情形 下 也 会 有 4s41>2Bs 呢 ? 相反 ， 如 果 我 们 能 由 4A4 ,>2 石 ,的 
假设 推出 Ai+:>2Bi,:， 那 么 就 证 明了 “4,,1>2B," 这 种 性 质 具 
有 继承 性 ,因而 使 一 切 推导 以 及 “对 一 切 n EN ,都 有 4, ,1>2B” 
这 一 结论 变 得 合情合理 ， 而 能 够 予以 接受 了 . 这 一 点 是 在 运用 加 
强 命题 的 手法 证 题 时 应 当 特 别 加 以 注意 的 . 

在 1988 年 全 国 高 中 数学 联赛 中 ， 也 有 一 道 需 要 用 “加 强 合 
题 " 的 手法 来 处 理 的 试题 ， 
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例 8 已 知 41=1,， 4a,=2，, 
= { 544+1 一 3Qx， 若 0 Cntl 为 偶数? 
Cnaxt-0r， 车 Cn0ntl 为 奇数 ， 
试 证 ， 对 一 切 hEN，a, 冯 0， 
在 这 里 如 果 直 接 证 明 “对 一 切 2ENW，cwus 了 0"， 则 固然 当即 = 
1，2 时 ， 命题 是 成 立 的 ， 和 且 可 假设 Qs 半 0，Qsr1 帮 0， 但 却 无 法 由 
此 通过 递 推 式 而 斯 言 G64: 关 0。 可 见 需 在 命题 转化 上 下 些 功 夫 . 
我 们 来 多 观察 一 些 数 列 中 的 具体 项 ，41 = 1,， a; =2, 4s=7， 
=29, Qs =22, Qa=23, G1=49, Qs=26, Qs= 一 17,…, .可 以 
看 出 这 些 项 中 有 奇数 也 有 偶数 ， 但 都 不 是 4 的 倍数 .如 果 再 进 一 
步 观 察 一 下 它们 被 4 除 后 的 余数 ， 则 可 发 现 一 个 明显 的 规律 : 
1, 2, 3, 1,2, 3， 1, 2，3，… ， 这 启发 我 们 思索 ; “是 否 对 一 
切 2EN， 都 有 
Csn_a=sl(tmod 4); as,-1=2 (mod 4); as,=3 (mod 4)?” 
既然 有 这 样 的 猜测 ， 我 们 何不 来 试 着 证 明 一 下 ? 
显然 ， ai = 1 一 1 (mod 4),， 0 = 2= 王 2 (mod 4)， ds = 7 三 
3(mod 4)， 知 我 们 的 猜测 在 4= 1 时 正确 . 
假设 当 2 = 下 时 ， 我 们 的 猜测 也 正确 ， 即 有 
ds -2=1 (mod 4) ，Gat-is=2(mod 4), ass=3 (mod 4). 
于 是 由 数列 赖 以 定义 的 递 推 公式 即 知 
Qst+i= 5ds¢ ~ 343r-1=15~ 6= 9 一 Kmod 4)s 
ak = Cart1 ~ dss=1~3= ~2=2(mod 4); 
dst+s= 5dsg +12~ 303£+1 三 10 -3= 7 二 3 (mod 4)， 
这 就 说 明了 ， 当 = 万 + 1 时， 我 们 的 猜测 也 正确 ， 故 知 对 一 切 
NE N; ,我们 的 猜测 都 正确 . 
这 样 ， 我 们 就 证 明了 : “对 一 切 %EN,a。 都 不 是 4 的 倍数 ”， 
由 地 0 是 4 的 信 数 ， 记 以 我 们 的 结论 也 芝 箱 了 ， "对 一 切 zEN，， 


Q;,0” 
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在 例 3 的 处 理 中 ， 我 们 除了 转化 命题 ,还 运用 了 “加 大 跨度 、 
增多 起 点 ”的 技巧 ， 以 跨度 3. 向 前 跃进, 而 在 “如 何 转化 命题 的 
问题 上 ， 则 是 通过 观察 数列 的 前 若干 具体 项 ， 从 中 发 现 规律 并 提 
出 猜测 ,再 进而 证 明 的 .这 种 注重 对 其 体 而 简单 的 情形 进行 观察 ， 
从 中 发 掘 规律 以 启迪 思维 的 做 法 ， 是 学 习 和 研究 数学 的 一 大 法 
宝 ， 值 得 大 家 注意 . 

下 面 来 介绍 一 道 1963 年 苏联 莫斯科 数学 奥林匹克 中 的 试题 ， 
这 是 一 道 很 富 启 迪 性 的 试题 . 

例 4 已 知 Q1= 02= 1; Gar4= 人 +2 , 试 证 : 对 一 切 &EN， 


4, 丝 为 整数 ， 

在 这 里 ， 我 们 面临 着 与 例 3 相 类 似 的 局 面 ， 固然 a 和 ca 都 
是 整数 ， 因 此 可 以 提出 “4 和 Qs+1 也 都 是 整数 ”的 假设 ， 但 是 却 无 
从 通过 递 推 式 断 言 4,+: 还 是 整数 . 这 就 迫使 我 们 不 能 不 在 命题 转 


化 上 下 功夫 了 ， | | 
同 例 3 一 样 ， 我 们 来 观察 数列 的 前 若干 项 ，& = 1，4s= 1， 
ZLs=3。lLs= 11。 如 = 41，ie= 153，… 但 是 这 一 次 我 们 的 运气 


却 不 如 以 前 那么 好 ， 虽 然 数列 中 各 项 都 是 整数 ， 但 却 看 不 出 明显 
的 规律 . 面 对 这 种 局 面 该 怎么 办 ? 

网 细 分 析 目标 ， 我 们 发 现 ， 如 果 数 列 所 赖 以 定义 的 递增 关系 
式 不 仅 可 以 写成 原来 的 形式 ， 而 且 也 可 以 写成 Gurz = adnsri+ Pa 
的 形式 ,并 且 其 中 的 数 又 都 是 整数 的 话 , 那 么 命题 不 就 成 为 显然 的 
了 吗 ? 不 过 在 目前 ， 这 种 想法 还 只 能 算是 一 种 奢望 ， 它 还 没有 得 
到 证 实 .但 但 是 有 奢望 毕 竞 比 没有 奢望 好 , 因为 奢望 的 确 往往 可 以 
导致 有 益 的 发 现 . 

带 着 这 种 奢望 ,我们 来 试 着 用 一 用 待定 系数 法 吧 1 用 cas 
4s 之 值 代入 其 中 ， 我 们 得 到 

a+p=3, 
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用 a:，4s，a4 之 值 代入 其 中 ， 我 们 得 到 
3x+C=1l， 
联 立 上 述 二 式 , 解 得 a=4，B= -1. 那 么 是 否 是 “对 一 切 nE€N， 
部 有 rs= 44nt1 一 4 呢 ? 下 面 就 让 我 们 来 用 数学 归纳 法 证 明 一 
下 吧 !1 
当 久 =1 时 ， 显然 已 有 4s= 44:; 一 Qi. 
假设 当 %= 避 时 ， 也 有 Qarts = 44rt1 一 Qs， 于 是 就 有 


Urrs tk = 4adrri. (1) 
要 证 当 %=&+1I 时 ， 也 有 wwrrs= 44442: 一 Qeri. 我 们 有 
_ Qtrt+2 
Ux ‘a ? (2) 
_ Air+2+2 
: Ce Qerl (3) 
出 (2) 式 得 
2= Gp42°d6 ~ Qs41s (4) 


将 (4) 和 (1) 式 代入 (3) 式 ， 即 得 
Orast prade “Or Agrs(Qgr2t An) ~ Ap+ 
Qkgrl Cr+i 


Qs+s = 


dQp+idrrs — A? 
一 到 十 1 人 二 十 2 k+l = Ad442 ~ pri. 
Grerl 


这 就 是 说 当 %=+ 1 时 ， 我 们 的 猜测 也 成 立 . 所 以 对 一 切 nEN， 
都 有 Un+s = 4Gn+1™ Qn, 

利用 上 述 的 递 推 式 ， 再 用 一 次 数学 归纳 法 ,就 不 难 证 得 ， 
“对 一 切 2E 和 NN，a。 都 是 整数 "本 

通过 上 述 例题 ， 我 们 已 经 看 到 了 “命题 转化 ”在 运用 数学 归纳 
法 证 题 中 所 起 的 重要 作用 ， 也 看 到 了 观察 、 猜 测 乃 至 "奢望 "对 实 
现 命题 转化 所 具有 的 重要 意义 ,希望 它们 能 对 提高 大 家 使 用 数学 
归纳 法 的 能 力 起 到 积极 的 作用 ， 限 于 篇 幅 ， 对 归纳 法 的 其 他 技巧 
就 不 再 介绍 了 . 
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习 题 29 


， 设 cb 0s, ,04,… 为 一 个 给 定 的 正 数 序列 ， 我 们 再 按 下 述 方式 构造 出 
一 个 多 项 式 序 列 : fo(X)==1,f1(x)=X, fnti(X)=(1+an)xf n(x ) 
一 af ne1(X) ,hn 之 1，, 证明， 对 一 切 UE N，fn(%) 的 根 全 都 界 于 一 1 和 
十 1 之 间 . 
。 证明， 存在 着 无 穷 多 个 具有 如 下 性 质 的 自然 数 ，(1)》 它 们 的 各 位 数字 
都 不 为 零 ，(2) 它们 都 可 以 被 自己 的 各 位 数字 之 和 整除 . 
, 设 Q=1，Ge，G3，… 是 一 个 由 自然 数 构成 的 无 穷 数列 ， 当 匠 >>1 时 ， 
有 
gm 人 ltatast' +am.1. 

证 明 ， 每 个 XE NN， 都 或 为 该 数列 中 的 项 ,或 为 该 数列 中 某 些 项 之 和 . 
， 证 明 ， 对 任何 XE N， 都 存在 mE N， 使 得 
(V2—1)"=VN-V WMT 
， 设 库 数 的 定义 域 和 值 域 都 是 自然 数 集 N , 且 有 f (w+1)>>f(f (1))， 
证 明 ， 对 一 切 UE NWN， 都 有 f 《4) 一 7 
， 设 a，b, Cc 是 方程 x3 一 %2 一 % 一 1 一 0 的 3 个 根 . 证 明 ，(1) a, b, c 互 
不 相同 (2) 2 十 一 十 < 一 二 《一 是 整数 ， 
。 圆 周 上 分 布 着 1988 个 点 ， 每 个 点 上 都 标 着 十 1 或 标 着 一 1!， 如果 自 某 . 
点 开始 ， 依 任何 方向 绕 圆周 前 进 到 任何 一 点 时 ， 所 经 过 的 数字 的 和 都 - 
是 正 数 ， 则 称 该 点 是 一 个 好 点 ,证 明 ， 如 果 标 作 一 1 的 点 的 数目 少 于 
663 个 ， 则 圆周 上 至 少 有 一 个 好 点 . 
。 设 有 一 个 两 端 无 限 的 数列 

ll 
其 中 的 每 -项 都 等 于 它 的 两 边 邻 项 之 和 的 十。 证 明 ， 如 果 数列 中 有 某 
两 项 (不 一 定 是 邻 项 ) 相 等 ， 则 一 定 会 有 元 穷 多 对 两 两 相等 的 项 . 


。 若 数列 co，ci，Cz，… 满 足 条 件 ， mw= 芳 ， 而 cu 一 ex 十 十 Caa(8 一 0， 


1，2,…)， 其 中 %# 是 某 个 辕 定 的 自然 数 ， 证 明 ，1 一 去 <an<1. 
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第 30 讲 加 法 原理 与 乘法 原理 的 应 用 
苏 湾 


中 学 阶段 所 学 的 排列 组 合 内 容 虽 说 较为 基本 ， 但 因 计 数 问 题 
有 其 自身 的 特点 ， 掌 握 起 来 未 必 都 很 容易 ， 加 上 竞赛 题 又 对 应 试 
者 提出 了 技巧 方面 的 一 定 要 求 ， 因 此 试题 中 的 排列 组 合 问 题 往 往 
构成 竞赛 的 难点 . 

乘法 原理 和 加 法 原理 是 两 个 最 基本 的 计数 原理 ， 不 仅 许 多 排 
列 组 合 公式 可 以 通过 运用 它们 推导 出 来 ， 而 且 许多 与 计数 有 关 的 
问题 可 以 直接 运用 它们 来 解答 . 因此 ， 熟 练 掌握 这 两 个 原理 ， 并 
学 会 灵活 地 运用 它们 来 解 题 ， 是 学 习 排 列 组 合 、 乃 至 学 习 计 数 方 
法 的 最 基本 也 是 最 重要 的 一 环 . 

乘法 原理 和 加 法 原理 的 内 容 是 大 家 所 熟悉 的 ， 中 学 数学 课本 
上 也 已 经 作 了 介绍 ,这 里 不 再 重复 .下 面 着 重 通 过 一 些 例题 来 谈 谈 


如 何 直接 运用 它们 解 题 
例 1 证 明 ， 一 个 自然 数 % 为 完全 平方 数 的 充分 必要 条 件 是 
它 共 有 奇数 个 不 同 的 正 约 数 . | 
证 对 每 一 个 自然 数 作 质 因数 分 解 ， 可 写成 
7 = 力 1p," pn” (1) 


的 形式 ， 其 中 1C< 加 < 加 < “之 pn 为 质数 ， 1 之 1， 而 7 1972，…， 
rm 为 自然 数 . 而 % 的 每 一 个 正 约 数 训 都 具有 k= :ps1… pm'" 的 
形式 ， 其 中 ts … ,tn 为 整数 ， 且 


0 委 训 和 7 00Kt rs ,0Kln<rn. 
雪 此 ， 由 乘法 原理 知 ，% 一 共有 l= (和 +1) (sz 二 1 (rm + 1 (2) 
个 不 同 的 正 约 数 ， 


如 果 妈 是 完全 平方 数 ， 则 yiy 729 :sm 都 是 偶数 ， 于 是 1 是 
238 


落 王 个 奇数 的 连 乘 积 ， 故 为 奇数 . 

反之 ， 如 果 / 为 奇数 ， 则 表明 71+1，?s+19… sfm+1 都 是 奇 
数 ， 亦 即 :ys，…syzm 都 是 偶数 ， 由 (1) 式 即 知 7 是 完全 平方 数 . 

例 1 并 不 是 一 个 计数 问题 ， 但 却 与 计数 问题 有 关 . 通过 乘法 . 
原理 ， 我 们 在 自然 数 % 的 正 约 数 的 个 数 1 同 它 的 质 因 数 分 解 式 
(1) 中 的 指数 719 Y29 7 之 间 建 立 了 关系 式 (2)， 达到 了 乔 清 
问题 的 目的  . - 

排列 组 合 中 经 常 出 现 的 一 类 问题 是 所 谓 “ 计 数 问 题 ”. 解决 这 
类 问题 的 直接 而 有 效 手段 之 一 便 是 使 用 两 个 基本 的 计数 原理 . 

. 例 2， 有 多 少 个 能 被 3 整除 而 又 含有 数字 6 的 五 位 数 ? 其 中 
十 位 数 是 6 的 有 多 少 个 ? 

分 析 正面 解决 这 一 问题 较为 麻烦 ， 因 为 五 位 数 中 可 以 含有 
一 个 6， 两 个 6，…， 疙 至 五 个 6， 而 这 些 6 又 可 出 现在 各 个 不 
同 的 数位 上 .因此 需 区 分 种 种 情况 来 进行 讨论 .权衡 下 来 ， 不 如 
先 考虑 其 反面 ， 即 先 求 出 “能 被 3 整除 而 又 不 含 数字 6” 的 五 位 数 
的 个 数 ， 再 由 “能 被 3 整除 的 五 位 数 "总数 中 减 去 这 个 数 ， 得 出 所 
求 . 这 种 考虑 问题 的 方法 也 是 人 们 在 计数 时 经 常 采用 的 . 

解 ” 易 知 ， 在 由 10000 至 99999 这 90000 个 五 位 数 中 ， 共 有 
30000 个 可 被 3 整除 . 下 面 来 求 其 中 不 含 数字 6 的 有 多 少 个 ， 

我 们 来 逐 位 讨论 数字 的 可 能 情况 ， 在 最 高 位 上 ， 不 能 为 0 和 
6， 因 此 有 8 种 可 能 情况 . 在 千 、 百 、 十 位 上 ， 不 能 为 6， 各 有 
9 种 可 能 情况 .在 个 位 上 ， 不 仅 不 能 为 6， 还 应 使 整个 五 位 数 能 、 
被 3 整除 ， 因 此 所 出 现 的 数字 应 与 前 4 位 数字 之 和 被 3 除 的 余数 
有 关 ， 当 该 余数 为 2 时 ， 个 位 上 可 为 1,4,7 中 的 一 个 ， 当 该 余数 
为 1 时 ， 个 位 上 可 为 2,5,8 中 的 一 个 # 当 该 余数 为 0 时， 个 位 上 
可 为 0,3,9 中 的 一 个 . 总 之 ， 不 论 前 4 位 数 如 何 ， 个 位 数 上 都 有 
3 种 可 能 情况 . 所 以 由 乘法 原理 知 ， 这 类 五 位 数 的 个 数 为 8 x 9 x 
9x9x3=17496. 因此 ， 不 . 含 数字 6 而 又 可 被 3 整除 的 五 位 数 
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共有 30000 一 17496 = 12504 个 ， 

《 为 了 求 出 其 中 十 位 数 是 6 的 五 位 数 的 数目 ， 我 们 当然 也 可 
以 采用 逐 位 考虑 的 办 法 . 不 过 我 们 嫌 这 样 考 虑 过 于 麻烦 ， ) 事实 
上 ， 对 任何 一 个 可 被 3 整除 的 五 位 数 ， 只 要 其 十 位 数 是 6 ， 那 么 
一 旦 划 去 这 个 6 后 ， 它 就 成 为 一 个 可 被 3 整除 的 四 位 数 . 反之 ， 
任何 一 个 可 被 3 整除 的 四 位 数 C5cd ， 只 要 在 其 个 位 数 和 十 位 数 
之 间 插 入 一 个 6， 变 为 4abc64 ， 就 是 一 个 可 被 3 整除 的 且 十 位 数 
是 6 的 五 位 数 ， 所 以 可 被 3 整除 且 十 位 数 是 6 的 五 位 数 的 数目 就 
同 可 被 3 整除 的 四 位 数 的 数目 一 样 多 .而 后 者 极 易 求 得 ， 即 共有 
3000 个 ， 可 见 可 被 3 整除 且 十 位 数 是 6 的 五 位 数 也 有 3000 个 ， 

我 们 在 这 样 一 道 简单 的 例题 中 ， 一 共 涉 及 了 计数 问题 中 常用 
的 三 种 办 法 一 一 考虑 对 立 情况 、 利 用 乘法 原理 、 奸 立 对 应 关系 . 
这 些 方法 对 解答 计数 问题 都 具有 重要 作用 。 应 当 努 力 掌握 , 

` 例 3 有 2% 个 人 参加 收发 电报 培训 ,每 两 人 结 为 一 对 互 发 互 
收 ， 有 多 少 种 不 同 的 结对 方式 ? - 

分 析 这 是 一 个 生活 中 的 极为 常见 的 问题 ， 在 这 里 显然 只 是 
关心 谁 同 谁 结 为 一 对 ， 而 无 须 关 心 谁 同 谁 结 的 对 子 叫 做 第 一 对 ， 
谁 同 谁 结 的 对 子 叫 做 第 二 对 ， 等 等 因此， 完全 可 以 从 一 种 极为 
朴素 的 角度 来 解答 这 个 问题 ， 而 不 必 利 用 任何 排列 组 合 的 公式 

解 让 这 22 个 人 列 成 一 横 排 ， 先 为 最 左 端的 人 排 选 一 个 结 
对 的 伙伴 ， 有 (22 ~ 1) 种 挑 法 ， 再 为 剩 下 的 人 中 最 左 端的 挑 侈 一 
个 结对 的 伙伴 ， 有 (2% 一 3) 种 挑 法 ， 再 为 剩 下 的 人 中 最 左 端的 挑 
选 一 个 结对 的 伙伴 ， 有 (22 - 5) 种 挑 法 如 此 下 去 . 于 是 由 乘法 
原理 立即 知道 ， 共 有 (2 刀 一 1) (20 一 3)…3,1= (2%~1)1! 


_ 《272) 1 _ (27) 1 . 
46 (2N) 27.N1 (3) 
种 不 同 的 结对 方式 ， 


上 述 解 答 的 正确 性 是 一 目 了 然 的 . 
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我 们 曾经 见 过 有 人 这 样 来 解 这 个 问题 : 先 自 24 个 人 中 任 选 2 
人 结 为 一 对 ,有 C3, 种 选 法 : 再 自 剩 下 的 人 中 任 选 ?个 人 结 为 一 对 ， 
有 C3,-s 种 选 法 ， 再 自 剩 下 的 人 中 任 选 2 人 结 为 一 对 ,有 C3 种 
选 法 ， 如 此 下 去 ， 于 是 由 乘法 原理 知 有 C3."C2,-s.C3,-e… C3 


2 QD! .nD 2n- DD! .21 (m1 (4) 
2! (2n~ 2)1 2!1 (2n—4)! 21. (2n— 6)1 2! 2” 
种 不 同 的 结对 方式 ， 


比较 上 述 两 个 结果 ， 发 现 它们 相差 了 和 倍 ，. 可见 其 中 必 有 
一 错 ， 由 直 党 看 ， 结 果 (3) 是 正确 的 。 从 组 合 模式 看 ， 结 果 (4) 也 

似乎 不 应 当 有 问题 .那么 问题 究竟 出 在 哪儿 呢 ? 我 们 说 ， 其 问题 
就 出 在 所 分 出 的 % 个 对 子 究竟 有 无 编号 上 . 

由 朴素 的 角度 出 发 所 得 到 的 结果 《3) 中 ， 显然 只 顾及 了 “ 谁 与 
谁 结对 ”， 而 没有 涉及 “ 谁 与 谁 结 为 第 几 对 "， 因 此 所 得 到 的 % 个 
“对 "是 没有 编号 的 ， 也 就 是 说 ， 作 为 “对 子 ” 来 说， 不 存在 谁 先 谁 
后 的 问题 ， 如 果 要 给 这 个 “对 子 ” 编 号 ， 那 么 就 还 有 71 种 不 同 
的 编号 方式 ， 于 是 在 结果 (3) 的 基础 上 ， 就 可 得 出 共有 

(222)1 (272)1 
2 7 2” 

种 不 同 的 有 编号 结对 方式 ， 这 恰好 就 是 结果 (4 和 。 可见 就 我 们 的 
问题 而 言 ， 结 果 (3) 是 正确 的 ， 结 果 (4) 由 于 考虑 了 "对 子 " 的 编号 
顺序 ， 因 而 是 不 正确 的 . (因为 我 们 并 不 需要 为 “对 子 " 编 号 ! ) 

例 3 告诉 我 们 ， 在 使 用 组 合 模式 解 题 时， 已 经 天 然 地 为 所 分 
出 的 小 组 (或 称 "对 子 ") 编 了 号 ， 换 句 话说 ， 我 们 在 得 出 结果 (4 ) 
的 过 程 中 ， 事 实 上 是 在 按 如 下 的 思路 行事 的 ， 先 自 22 个 人 中 挑 
出 两 人 组 成 第 一 对 ， 有 C3, 种 挑 法 ， 再 自 剩 下 的 人 中 挑 出 两 人 组 
成 第 二 对 ， 有 C3,-; 种 挑 法 ， 再 自 剩 下 的 人 中 挑 出 两 人 组 成 第 三 
对 ， 有 C3,-4 种 挑 法 ， 如 此 等 等 ， 因 此 ， 在 不 需要 为 所 分 出 的 
“对 " 子 编号 时 ， 这 样 天 然 地 已 编 上 的 号 码 便 成 为 多 余 的 了 ， 所 以 
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l= 


在 这 种 场合 下 ， 我 们 不 应 当 按 组 合 模式 处 理 问题 ， 或 者 在 按 组 合 
模式 处 理 问题 后 ， 还 应 再 消去 编号 所 造成 的 后 果 . 组 合 模式 的 这 
一 特性 是 我 们 时 时 处 处 应 当 注意 的 . 

以 上 我 们 着 重 介 绍 了 计数 原理 的 直接 运用 ,. 这 些 例题 表明 ， 
在 一 些 场合 下 ， 直接 运用 计数 原理 解 题 反而 比 运用 排列 组 合 公式 
解 题 更 具 优 越 性 ,下面 再 来 看 一 些 需 要 运用 公式 来 解答 的 问题 . 

例 4 要 将 %+1 个 不 同 的 小 球 放 入 丸 个 不 同 的 盒子 ， 有 多 
少 种 不 同 的 放 法 不 出 现 空 盒 ? 

-解法 一 由 于 不 能 出 现 空 盒 ， 所 以 应 当 有 一 个 盒子 放 两 个 
球 ， 其 余 各 盒 则 都 应 放 入 一 个 球 ， 从 这 有 个 盒子 中 选 出 一 个 放 两 
个 球 ， 有 (C 种 不 同 选 法 。 从 这 ?+1 个 球 中 选 出 两 个 球 放 入 此 
盒 , 有 (3 种 选 法 .其 余 (2-~ 1) 个 球 分 别 放 入 其 余 妈 -1 个 盒子 ， 
有 (2-~ 1)1 种 不 同 放 法 .因此 由 乘法 原理 知 共有 C1C3 (2 -1)! 


= 本 OU+ 1)1! 种 不 同 放 法 不 出 现 空 念 . 


上 述 解法 是 从 盒子 的 角度 来 考 虐 问 题 的 .我 们 也 可 以 从 球 的 
角度 来 考虑 问题 . 

解法 二 有 两 个 球 应 放 入 同一 个 盒子 ， 从 这 2+1 个 球 中 选 
出 两 个 球 ， 有 C8+: 种 不 同 选 法 。 将 这 两 个 球 视 为 一 个 球 ， 再 与 
其 余 (2- 1 个 球 一 道 分 别 放 入 这 2 个 盒子 ， 共 有 刘 种 不 同 放 法 . 


所 以 一 共有 C8: 2 = 所 (n+ 1D1 种 不 同 放 法 不 出 现 空 人 


解法 三 ” 先 将 这 %+1 个 球 排 成 一 排 共有 (n+ 了 1)1 排 法 . 
再 在 它们 之 间 插 入 隔 板 ， 以 表示 将 它们 放 入 不 同 的 盒子 ， 由 于 不 
能 出 现 空 盒 ， 因 此 必须 将 2~1 块 隔 板 分 别 播 在 它们 两 两 之 问 的 
尺 个 间 阳 中 的 4 一 1 个 之 EF， 故 有 C3-:= 4 种 不 同 播 法 .又 因 放 
入 同一 个 盒子 的 两 个 球 无 顺序 之 分 ， 因 此 一 共有 (n+ Dt “He 


大 = +t D1 种 不 同 放 法 不 出 现 空 铭 . 


[0 
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以 上 三 种 解法 各 从 不 同 的 角度 考虑 问题 ， 都 收 到 了 丈 途 回归 
之 效 . 这 种 现象 在 计数 问题 中 相当 多 见 ， 我 们 应 当 学 会 从 不 同 的 
角度 来 考察 和 解答 计数 问题 . 

例 5 2 个 人 排 成 一 列 ， 其 中 甲乙 两 人 之 间 要 站 了 个人， 乙 
”两 之 间 也 要 站 y 个 人 (0<27< 72- 3),， 有 多 少 种 不 同 的 列队 方式 ? 

解法 一 ” 先 让 其 余 (2 - 3) 人 排 成 一 列 ， 再 让 甲乙 两 三 人 捅 入 
到 适当 的 位 置 上 ，(% 一 3) 人 列队 的 方式 有 (%-- 3)1 种 ， 甲 乙 丙 三 
人 可 按 甲 乙 丙 的 左右 顺序 ,也 可 按 再 乙 甲 的 左右 顺序 揪 入 , 且 在 每 
种 左右 顺序 之 下 ， 都 是 一 旦 甲 的 位 置 定 下 以 后 ， 乙 两 两 人 的 位 置 
也 就 随 之 而 定 了 下 来 .不 难 知 道 ， 在 两 种 左右 顺序 之 下 ， 甲 都 有 
(0 -27=-2) 个 位 置 可 供 选择 ， 因 此 由 乘法 原理 知 一 共有 
:2(4 一 27 一 2) (% 一 3)! 种 不 同 的 列队 方式 ， 

解法 二 ” 先 让 甲乙 两 三 人 先 排 好 左右 顺序 ， 共 有 2 种 排 法 . 
再 自 其 余 (2- 3) 人 中 挑 出 7 个 人 站 在 甲乙 之 间 , 有 Ps-s 种 站 法 . 
然后 再 挑 出 y 个 人 站 在 乙 丙 之 间 ， 有 P;_s-: 种 站 法 , 这 时 ， 再 将 
上 述 已 站 好 的 3+ 27 个 人 算 成 一 个 整体 , 同 其 余 2- 3- 27 个 人 一 
起 作 全 排列 , 则 又 有 (4- 2 - 27)! 种 不 同 的 排列 方式 . 由 乘法 原理 
知 ， 共 有 2. PT Ps' (02 一 2 一 27)I=2(02 一 27 一 2)02 一 3)1 
种 不 同 的 列队 方式 . 

”以 上 各 例题 都 较 多 地 依赖 于 习 法 原理 . 在 另 一 些 较为 复杂 的 
场合 下 ， 则 往往 需 区 分 情况 分 头 计算 ， 或 先 考虑 某 种 一 般 情 况 ， 
然后 再 逐步 排除 掉 多 算 入 的 部 分 ， 这 些 场 合 下 ， 则 往往 要 依赖 于 
加 法 原理 ， 

例 6 在 平面 上 给 定 5 个 点 。 已 知 连结 这 些 点 的 直线 互 不 算 
直 ， 互 不 重合 ， 也 不 平行 ， 通 过 每 一 点 向 其 余 4 点 的 各 条 连 线 作 
垂 线 ， 这 些 垂 线 的 交点 最 多 有 多 少 个 (不 包括 原来 的 5 个 点 )? 

解 由 给 定 的 5 个 点 两 两 连 成 C8= 10 条 直线 ， 由 其 中 每 4 
个 点 则 两 两 连 出 了 C? = 6 条 直线 ， 因 此 自 每 个 点 都 引出 了 6 条 重 
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线 ， 共 计 5x6= 30 条 .如 果 每 两 条 垂 线 都 相交 , 一 共 可 交 得 C3 
= 455 个 交点 ， 但 是 这 30 条 重 线 是 分 别 向 10 条 连 线 引 出 的 ， 每 
条 连 线 的 3 条 垂 线 互 不 相交 ， 因 此 应 减 去 10.C3=30 个 交点 , 又 
所 给 定 的 5 个 点 共 形 成 C3= 10 个 三 角形 ， 所 引 的 30 条 垂 线 刚 好 
是 这 10 个 三 角形 的 全 部 高 线 ， 每 一 个 三 角形 的 3 条 高 线 相交 于 
同一 个 点 ， 因 此 还 应 减 去 10C 和 - 10= 20 个 交点 ， 最 后 ， 由 于 原 
来 5 点 中 的 每 一 个 都 是 6 条 垂 线 的 交点 , 所 以 还 应 减 去 5C8 = 75 个 
交点 ， 记 以 知 这 些 垂 线 的 交点 至 多 有 455-30- 20-75= 310 个 ， 


习 题 30 


1。10 双 互 不 相同 的 鞋子 混 装 在 一 只 口 匆 里 ， 从 中 随意 取出 4 只 ， 试 求 各 
有 和 多少 种 情况 出 现 如 下 结果 ? (1) 4 只 鞋 中 没 有 成 双 的 ，(2) 4 只 鞋 中 
有 2 只 成 双 ， 另 两 只 不 成 双 ; (3) 4 只 鞋 恰 成 两 双 . 

2. 比赛 前 夕 ， 将 7 名 运动 员 分 成 三 个 小 组 进行 互 帮 互 练 ， 有 多 少 种 不同 
的 分 组 方式 ? 

3. 将 24 名 新 战士 结合 成 #* 个 2 人 小 组 学 习 机 枪 射击 . (1) 如 果 两 人 中 有 
一 人 学 习 担 任 正 射手 ， 另 一 人 为 副 射 手 ，(2) 如 果 2 人 不 分 正副 。 各 有 
多 少 种 不 同 的 分 组 方式 ? 

4. 用 1,2,3,4,5 这 五 个 数字 ， 可 以 组 成 多 少 个 比 20000 大 ， 并 且 百 位 数 不 
是 3 的 没有 重复 数字 的 五 位 数 ? 

5。 第 中 关 有 许多 黑 猎 生猪， 将 笼 门 打开 -个 小 小 的 口子 ， 让 猫 一 只 拉 
一 只 地 往外 跳 ， 并 依次 记 下 所 跳出 的 猫 的 颜色 ， 直 到 跳出 了 只 猫 为 
止 。 试 问 ， 共 可 能 记录 到 多 少 种 不 同 的 黑白 相同 的 颜色 列 ? 
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第 31 讲 计数 问题 的 简化 
苏 漳 


除了 中 学 课本 中 所 介绍 过 的 基本 类 型 的 排列 组 合 问题 外 ， 我 
们 还 经 常会 遇 到 一 些 可 用 所 学 过 的 知识 来 解答 的 其 他 类 型 的 计数 
问题 .例如 1988 年 全 国 高 中 数学 联赛 第 一 试 的 试题 中 就 有 一 个 
这 样 的 问题 

例 1 甲乙 两 队 各 出 7 名 兴 员 按 事先 排 好 的 顺序 出 场 参 加 围 
棋 拷 台 赛 .双方 先 由 1 号 队员 比赛 ， 负 者 被 淘汰 ， 胜 者 再 与 负 方 
2 号 队员 比赛 …… 直 到 有 一 方 队员 全 被 淘汰 为 止 ， 另 一 方 获得 胜 
利 ， 形 成 一 种 比赛 过 程 ， 试 求 折 有 可 能 出 现 的 比赛 过 程 的 种 数 ， 

分 析 解答 这 个 问题 显然 既 要 用 乘法 原理， 又 要 用 加 法 不 
理 . 这 是 因为 : 胜 方 很 可 能 仅 出 场 了 1 个 队员 ， 就 连续 击败 了 负 方 
所 有 的 队员 ， 胜 方 可 能 动用 了 1 号 和 2 号 两 个 队员 ， 才 相继 击败 
了 负 方 所 有 队员 …… 胜 方 还 可 能 7 名 队员 全 都 相继 上 场 ， 才 击败 
了 负 方 所 有 队员 ， 因 此 胜 方 击败 负 方 所 有 可 能 出 现 的 比赛 过 程 的 
种 数 应 当 是 上 述 7 种 情况 下 的 过 程 种 数 之 和 ， 这 是 加 法 原理 。 另 
外 ， 由 于 胜 方 可 能 是 甲 队 ， 也 可 能 是 乙 队 ， 所 以 所 有 可 能 出 现 的 
比赛 过 程 的 种 数 应 当 是 上 述 过 程 种 数 之 和 的 两 倍 ， 这 又 是 乘法 原 
理 ， 

通过 上 述 分 析 ， 我 们 已 清楚 地 看 到 ， 关 键 的 问题 是 求 出 胜 方 
动用 了 名 名 (1<k<&7) 队员 才 获 胜 的 所 有 可 能 出 现 的 比赛 过 程 的 
种 数 S*。 下面 我 们 就 来 讨论 Ss 的 求法 ， 

解法 一 ”既然 胜 方 用 了 名 名 队员 才 淘 汰 了 负 方 的 全 部 7 名 队 
员 ， 而 双方 队员 的 上 场 顺序 又 都 是 预先 排 定 的 ， 所 以 负 方 的 7 号 
队员 一 定 是 被 胜 方 的 号 队员 所 淘汰 的 , 而 在 此 之 前 ， 负 方 已 被 
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淘汰 了 6 名 队员 ， 胜 方 则 被 淘汰 了 -1 名 队员 .由 于 每 一 回合 
只 淘汰 且 必 淘 汰 一 名 队员 ， 因 此 在 此 之 前 已 比赛 了 6+k-1=k 
+5 个 回合 ， 且 其 中 有 有 -1 工 个 回合 中 被 淘汰 的 是 胜 方 的 队员 ， 
可 见 此 时 所 有 可 能 的 不 同比 赛 过 程 的 种 数 为 Ci;3， 即 
Se= Cirs, =1，2，…，7. 
所 以 ， 所 有 可 能 出 现 的 不 同 的 比赛 过 程 的 种 数 是 
2(C9+Ci+Ca+.+C8) =2C011= 3432, 

以 上 我 们 通过 普通 的 组 合 模式 ， 即 从 “在 有 +5 个 回合 中 ， 有 
哪 ~1 个 回合 中 淘汰 的 是 胜 方 队员 "入 手 来 解答 问题 的 ， 下 而 我 
们 再 从 另 一 个 角度 来 考虑 S; 的 求法 ，， 

解法 二 ”设想 有 ?7 个 排 成 一 行 的 小 球 ( 用 它们 代表 负 方 已 排 
定 了 硕 序 的 7 名 队员 ) ,我 们 用 ~ 1 块 隔 板 将 它们 踊 开 为 有 有 段 (其 
中 有 些 自 可 能 为 空 的 ) ， 并 对 这 些 段 按 自 左 至 右 的 顺序 编号 ，， 

@l119@1919919 
对 小 球 也 按 自 左 至 右 的 顺序 编号 ， 只 要 第 上 段 不 空 ， 并 令 第 了 有 
(jk) 中 的 球 的 号 码 代 表 被 胜 方 的 第 j 号 队员 所 淘 汰 的 负 方 
队员 的 号 码 。 一 种 分 段 方式 即 对 应 着 一 种 可 能 的 比赛 过 程 ， 所 以 
Su 就 是 将 7 个 已 排 为 一 行 的 小 球 分 为 和 段 且 使 最 右 端的 一 段 不 
空 的 分 段 方式 数 ， 但 是 ， 这 些 分 段 方式 共有 多 少 种 呢 ? 显然 ,每 
一 种 分 段 方式 ， 就 是 一 种 如 何 将 -1 块 隔 板 和 前 6 个 小 球 依 次 
放 到 +5 个 位 置 上 的 方式 .也 就 是 在 8+5 个 位 置 上 ,有 哪 k~1 
个 位 置 放 隔 板 ， 有 骂 6 个 位 置 放 小 球 的 方式 ,因此 知 有 
Si = Ct = Cs, 

以 上 我 们 用 来 解答 问题 的 第 二 种 模式 , 在 排列 组 合 中 叫做 “不 
尽 相 异 元 素 的 排列 问题 “~，。 它 的 一 种 形象 的 提 法 是 : "要 将 胃 个 白 
球 和 有 个 黑 球 排 成 一 行 ， 有 多 少 种 不 同 的 排 法 ?" 这 里 值得 注意 的 
是 ， 我 们 并 未 强调 mm 个 不 同 的 白 球 或 是 个 不 同 的 黑 球 , 这 就 是 
说 ， 我 们 只 关心 娜 m 个 位 置 上 放 和 白 球 ， 而 不 关 心 孵 一 个 自 球 放 
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在 哪个 位 置 上 ， 因 此 这 个 问题 的 答案 是 C3.s 种 ,而 不 是 (op + 有 1 
种 ， 
不 尽 相 异 的 元 素 的 排列 也 是 一 种 常见 的 基本 计数 问题 类 型 ， 
有 很 多 用 途 ， 下 面 再 来 看 一 个 例子 ， 

例 2 城市 的 4 处 与 BB 处 之 间 有 整齐 的 道路 网 如 图 31-1 所 
示 ， 试 间 , 由 4 至 B 有 多 少 种 不 同 的 走 法 ? (假定 不 故意 迪 图 子 ， 
且 都 沿 道路 前 进 ，)》. B 

解 ” 我 们 将 图 31-1 中 最 小 正方 形 的 每 
一 边 都 叫做 一 个 小 段 ， 显 然 不 论 怎样 由 和 4 走 
到 B, 只 要 都 沿 道 路 前 进 且 不 故意 多 圈子 , 那 
么 都 必须 向 东 走 过 4 个 小 段 向 北 也 走 过 4 个 
小 段 。 至 于 是 先 向 东 还 是 先 向 北 ， 则 可 有 多 
种 不 同安 排 ， 因 此 恰好 构成 不 尽 相 异 元 素 的 
排列 ， 故 知 有 CS = 70 种 不 同 的 走 法 . 图 3 一 ! 

在 刚才 例 1 的 第 二 种 解法 中 ,我 们 将 7 个 已 排 好 顺序 的 小 球 
隔 开 为 上 段 ， 在 这 里 ，7 个 小 球 间 己 不 存在 排序 问题 ， 我 们 只 需 
将 它们 隔 开 即 可 ,而 在 所 隔 成 的 小 段 中 ， 有 的 段 中 还 允许 没有 小 
球 ( 这 意味 着 胜 方 相 应 的 队员 一 上 场 即 被 淘汰 )。 这 种 情景 我 们 还 
可 以 描述 为 ，“ 将 若干 个 无 区 别 的 小 球 ( 因 它 们 : 间 不 用 再 排序 ) 
分 放 到 名 个 不 同 的 盒子 中 ,允许 出 现 空 盒 " 这 样 一 种 模式 因 
此 ， 还 可 以 用 “分 球 入 使” 的 语 训 来 解释 ，“ 分 球 入 盒 " 问 题 在 计 
数 问题 中 也 是 一 种 有 趣 的 计数 模式 ， 下 面 来 作 些 进一步 的 讨 
论 . 、 
例 3 和 欲 将 4x 个 无 区 别 的 小 球 分 别 放 入 个 不 同 的 盒子 (过 
7)， 不 允许 出 现 空 盒 ， 有 多 少 种 不 同 的 放 法 ? 

解 ” 仍 采用 前 面 用 过 的 思考 方法 . 设想 已 将 4 个 小 球 一 字 排 
开 , 并 用 ~ 1 块 隔 板 将 它们 隔 成 段 , 然后 再 将 各 段 分 别 对 应 各 
个 盒子 , 显然 隔 法 的 数目 即 为 我 们 所 要 求 出 的 分 法 数目 ,由 于 此 时 
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不 能 出 现 空 盒 , 所 以 隔 板 只 能 放 在 色 个 小 球 之 间 的 2- 1 个 间隔 位 
置 上 ,而 且 每 个 间隔 位 置 上 都 至 多 能 放 一 块 隔 板 .这 也 就 相当 于 
从 有 1 个 间隔 位 置 上 选 出 ~ 1 个 来 放置 隔 板 .由 此 可 知 ,共有 
C:-4 种 不 同 的 隔 法 ， 因 此 也 就 有 C4 种 合乎 要 求 的 分 球 入 盒 方 
式 . 

利用 这 种 “分 球 入 盒 " 的 模式 ， 可 以 解答 许多 有 趣 的 问题 . 

例 4 试问 不 定 方程 Y+y+z= 16 共有 多 少 组 不 同 的 正 整数 
解 ? 

解 ”我们 当然 可 以 设想 为 :共有 16 个 无 区 别 的 小 球 和 3 个 不 
同 的 盒子 ， 要 将 这 16 个 小 球 分 别 放 入 3 个 盒子 , 并 且 每 个 盒 中 至 
少 放 一 个 球 , 然 后 将 第 一 个 盒子 中 的 球 数 作为 导 的 值 , 第 二 个 盒子 
中 的 球 数 作为 y》 的 值 ， 第 三 个 盒子 中 的 球 数 作为 z 值 ， 于 是 ， 对 
应 于 每 一 种 放 法 ， 就 都 有 (Y，3，z) 的 一 组 正 整 数 解 ， 反之， 对 
应 于 (x%,-y，2z) 的 每 一 组 正 整数 解 , 也 都 有 一 种 放 球 入 盒 的 方式 ， 
这 样 ， 利 用 例 3 的 结论 ， 即 可 知道 原 不 定 方程 共有 

Ci = 1 =105 


组 不 同 的 正 整数 解 . 
例 5 试问 ， 例 4 中 的 不 定 方程 共有 多 少 组 不 同 的 非 负 整 
解 ? 
解法 一 显然， 这 时 人 允许 出 现 空 爹 ， 于 是 利用 前 面 的 讨论 ， 
知道 可 以 用 “不 尽 相 异 元 素 的 排列 "的 模式 来 解答 ， 从 而 得 知 共有 
Chlyrs-w = Ci? = 二 = 136 


组 不 同 的 非 负 整 数 解 ， 
解法 二 “〈 用 “不 允许 出 现 空 盒 " 的 放 球 入 盒 模式 来 讨论 ，) 事 
实 上 ， 对 于 方程 
N+y+z=16 (1) 
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的 每 一 组 非 负 整 数 解 (X。，y。，z0) 来 说 ， 数 组 
(Ko+1, Yo+1, zot1) 

都 是 不 定 方程 
| X+y+2=19 (2) 
的 一 组 正 整数 解 ， 反 之 ， 对 于 方程 (2) 的 每 一 组 正 整 数 解 (%19Y1> 
zi) 来 说 ， 数 组 (Xi 1 -1 21) 则 都 是 方程 (1) 的 一 组 非 负 整 
数 解 。 所 以 只 要 求 出 方程 (2) 的 正 整 数 解 的 数目 即 可 ， 于 是 利用 
例 3 的 结论 即 知 ,方程 (1) 共 有 Ci-13= Ci8=153 组 不 同 的 非 负 
骆 数 解 ， 

这 样 ， 我 们 便 收 到 了 “ 异 途 同 归 ” 之 效 . 

上 述 的 思路 也 可 用 来 解答 例 1， 假设 胜 方 不 是 战胜 了 负 方 的 
7 名 队员 ,而 是 上 场 的 上 名 队员 每 人 都 至 少 战胜 了 1 名 负 方 队员 ， 
并 一 共 战 胜 了 人 负 方 7+k~1=k+6 名 队员 ,于 是 同样 可 以 求 得 
Ss= Cisl.1= Ce, 

通过 上 述 分 析 ， 我 们 看 到 了 在 计数 的 各 种 模式 之 间 存 在 着 各 
， 种 和 名 样 的 联系 ， 而 且 对 于 一 个 问题 往往 可 以 从 不 隔 的 角度 入 手 并 

采用 不 同 的 模式 来 解答 . 不过， 我们 在 选用 不 同 的 模式 时 ， 应 当 

注意 对 所 选用 的 模式 有 合理 的 解释 ， 不 能 不 分 青红皂白 地 胡乱 套 
用 . 

例 6 高 二 年 级 8 个 班 协商 组 成 年 级 篮球 队 ， 共 需 10 名 队 
员 ， 每 个 班 至 少 要 出 1 名 ， 有 多 少 种 不 同 的 组 成 方式 ? 

解 ”本 题 相当 于 求 如 下 的 不 定 方程 

Nit Xst+ "+Xs= 10 
的 不 同 的 正 整数 解 (X%1:，xs，…，xs) 的 组 数 ， 因 此 ， 由 例 4 所 述 
的 方法 ， 知 共有 
C31=C3= C28=36 

种 不 同 的 组 成 方式 ， 

当然 本 题 也 可 有 其 他 的 解法 ， 例 如 将 问题 区 分 为 ,“ 有 一 班 出 
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3 人 ， 其 他 班 各 出 1 人”，“ 有 两 个 班 各 出 2 人 ， 其 他 班 各 出 1 人 ” 
等 情况 来 分 头 计算 ， 然 后 相 加 。 但 相 比 之 下 ， 解 答 过 程 要 繁琐 得 
多 . 可 见 以 上 所 介绍 的 解法 确实 具有 其 优越 性 。 

例 7 晚会 上 共有 6 个 演唱 节目 和 4 个 舞蹈 节目， 要求 每 两 
个 舞蹈 节目 之 间 至 少 有 一 个 演唱 节目 ， 本 有 多 人 少 种 不 同 的 节 目 顺 
序 才 7 

分析 ”这 个 例题 曾 选 为 高 考试 题 ， 从 类 型 上 说 是 排列 与 组 全 
的 综合 ， 较 上 述 例题 复杂 .但 我 们 可 先 从 组 合 入 手 , 再 考虑 排列 . 

解 将 6 个 演唱 节目 视 为 6 个 一 字 排 开 的 小 球 ， 要 在 它们 之 
中 插入 4 块 木板 ,木板 不 能 相 邻 , 但 可 放 在 际 的 两 头 , 故 可 有 C$ 种 

@@g@GGS@ 
揪 法 : 然后 再 考虑 演唱 节 目 之 间 的 排序 舞 照 书目 之 问 的 排序 ， 
从 而 由 乘法 原理 知 ， 共 有 
C4.P$.P4=604800 

种 不 同 的 节目 顺序 走 . 

现在 ， 我 们 将 例 7 改 为 

“ 例 8 晚会 上 共有 9 个 演唱 节目 和 4 个 钴 蹈 节 自 ， 并 要 求 每 
两 个 细 蹈 节目 之 间 至 少 有 两 个 演唱 节 目 ， 可 有 多 少 种 不 同 的 节目 
项 序 表 ? 

解 ” 先 得 到 如 秽 7 所 述 的 一 种 捅 板 方式 ， 然 后 再 在 每 两 块 森 
板 之 间 加 入 一 个 小 球 ， 则 显然 就 是 一 种 在 每 块 未 板 之 间 都 至 少 间 
隔 两 个 小 球 的 插 板 方式 ， 反之， 对 于 在 9 个 小 球 之 闻 及 两 头 共 插 
入 4 生 块 木板 且 每 两 板 之 间 至 少 有 两 个 小 球 的 每 一 种 播 法， 只 要 在 
每 两 板 之 闻 都 减少 一 个 小 球 ， 便 就 成 为 如 例 7 所 述 的 一 种 插 法 ， 
可 见 这 里 的 播 板 方式 也 有 Cf 种 ， 再 结合 舞蹈 节目 、 演 唱 节 目的 
排序 ， 便 知 共有 

C4.P4.P3 = 304819200- 
种 不 同 的 节目 顺序 表 . 
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回顾 上 述 几 个 例题 的 解答 过 程 ， 我 们 可 以 看 到 一 个 共同 的 特 
点 ， 就 是 利用 一 一 对 应 关系 ， 将 一 种 不 易 直 接 求 得 其 数目 的 计数 
模式 转化 为 另 一 种 易于 计算 的 模式 ， 从 而 收 到 了 简 化 问题 的 效 
果 . 可 以 说 ， 这 种 通过 建立 一 一 对 应 关系 而 化 难为 易 的 办 法 ， 是 
数学 中 的 一 种 常用 手法 ， 并 且 在 计数 问题 中 发 挥 着 航 大 的 作用 ， 
我 们 应 当 认真 掌握 这 一 思想 方法 ， 努 力 提高 使 用 这 种 方法 的 自觉 
性 . 
习 起 31 
1。 在 方程 + 十 十 z=16 所 有 的 正 整 数 解 中 ， 
(1) 有 多 少 组 解 中 的 x,y,z 中 的 每 两 个 都 不 相同 ? 
(2) 有 多 少 组 解 满足 条 件 X*<y<2? 
2。 在 方程 * 十 ?十 z 一 ! 的 整数 解 中 ， 有 多 少 组 解 满足 条 件 4> 一 6，y 
~—6,2>—6? | . 
5， 设 有 10 个 无 区 别 的 小 球 ， 要 放 入 6 个 不 同 的 盒子 ， 试 求 有 多 少 种 放 法 
使 得 至 少 有 两 个 盒子 不 空 ? 
4. 试问 ， 在 1 与 10s 之 间 ， 有 多 少 个 正 整 数 的 各 位 数字 之 和 等 于 10? 
5。 将 正 整数 1,2,…,%,%# 十 1 排 成 一 行 ， 要 求 除 最 左 端的 数字 外 ， 每 一 个 
数 同 排 在 它 左 达 的 某 一 一 个 数 相差 {( 可 大 1， 也 可 小 1)， 可 以 有 多 少 种 不 
同 的 排 法 ? 
6。 一 个 笼子 里 关 有 黑 猫 、 白 猫 、 黄 猫 各 # 只 ， 将 第 门 打 开 一 个 小 缺口 让 
猫 一 只 接 一 只 地 往外 跳 ， 并 依次 记录 记 跳 出 的 猫 的 颜色 ， 一 直到 只 
黑 猫 全 都 跳出 时 为 止 ， 假设 此 时 笼 肉 尚 有 (<#) 只 白 猫 物 (<#) 只 
黄 猫 .试问 ， 我 们 有 可 能 记录 到 多 少 种 不 同 的 颜色 序列 ? 
7. 接 第 6 题 ， 假 设 一 直 记 录 到 所 有 的 猫 全 都 胱 出 为 止 ， 试 求 出 现 如 下 情 
况 时 所 可 能 记录 到 的 不 同 颜色 序列 的 数目 ， 第 一 只 跳出 的 是 黑 猫 , 且 当 
第 一 只 黄 猫 跳出 时 ， 前 面 已 有 白 猜 跳出 . 
今 有 个 年 轻 人 和 Yr 个 老人 ，MN>>2y， 要 将 他 们 排 成 一 行 ， 要 求 每 个 老 
人 的 左右 都 各 有 一 个 年 轻 人 和 黄 ， 且 这 两 人 年 轻 人 只 负责 欣 这 一 一 位 
老人 ， 有 多 少 种 不 同 的 排列 方式 ? 
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第 32 讲 用 配对 法 解 计数 问 是 


李 炯 生 


计数 问题 是 人 们 最 常 遇 到 的 数学 问题 之 一 ， 例 如 ， 一 个 班 上 
有 六 名 要 好 的 间 学 ， 要 欢送 他 们 的 好 朋友 小 王 转学 ， 摄 影 留念 . 
七 名 同学 坐 成 一 排 ， 小 王 坐 在 中 间 ， 其 他 同学 坐 在 两 边 ， 有 和 多少 
种 坐 法 ? 又 例如 ， 校 学 生 会 搞 到 一 部 分 全 运 会 的 入 场 券 ， 分 给 高 
一 的 三 个 班 ， 每 个 班 分 到 的 票数 都 不 超过 其 他 两 个 班 的 票数 之 
和 和 ， 有 多 少 种 分 法 ? 等 等 。 从 集合 论 的 角度 讲 ， 所 谓 计数 问题 ， 
就 是 给 定 一 个 有 限 集 合 S， 要 求 出 集合 S 所 含 元 素 的 个 数 ， 集 合 
S 所 含 元 素 的 个 数 通常 叫做 集合 5 的 基数 ， 记 作 |S1， 璧 如， 在 
上 面 提 到 的 例子 中 ， 如 果 S 表示 七 名 同学 坐 成 - 排 ， 小 王 坐 在 中 
闻 的 所 有 可 能 的 坐 法 ， 问 题 就 是 求 出 基数 1S|. 

有 的 同学 可 能 会 想 ， 如 果 集 合 S 给 定 了 ， 那 么 一 个 元 素 是 否 
属于 集合 S 也 就 确定 了 ， 集 合 S 所 含 元 素 的 个 数 |1S| 也 就 随 之 确 
定 了 , 求 基数 1S1 有 什么 困难 ?讨论 计数 问题 真有 必要 取 ? 实 际 上 ， 
这 是 将 复杂 问题 误 为 简单 问题 了 ， 在 许多 具体 问题 中 ， 所 要 计数 
的 集合 S 往往 是 很 复杂 的 . 它 所 含 的 元 素 要 由 一 些 条 件 确定 . 
要 弄 清楚 一 个 元 素 是 否 属于 集合 S 都 不 容易 ， 更 不 用 说 求 出 集合 
S 的 基数 了 ， 下 面 我 们 用 一 个 著名 的 例子 来 说 明 这 点 . 

有 和 x2X 个 数 ， 它 们 由 数 0 或 1 构成， 把 这 x 有 个 数 排 成 
一 个 区 行 % 列 的 数 表 A。 


Ql Ci ‘** Qin | 其 中 44j 宪 示 排 在 第 i 行 第 i 
' 列 上 的 数 . 数 表 扫 叫做 一 个 
xx 的 (0 矩阵 ，(0,1) 

4m ans … dmn 矩阵 4 的 第 ; 行 上 所 有 元 素 
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的 和 记 作 7;, 即 7;= Qi+Qt + ant=1,2,… 1M, 记 R= (70 

ya yym)， 它 叫做 (0，1) 和 矩阵 4 的 行 和 向 量 ，(0，1) 和 邱 阵 4 的 
第 7 列 上 的 所 有 元 素 的 和 记 作 sy 即 sy = liy+ Gay+…+nftpy=1 
2 2. 记 S = (si sz，…*Sn)， 它 叫做 (0， 1) 和 矩阵 4 的 列 和 坷 量 ， 
所 有 行 和 向 量 为 尺 、 列 和 向 量 为 S 的 (0,1) 矩阵 4 的 集合 记 作 
《R,S)， 问题 是 要 求 出 矩阵 集合 A4(R,S) 的 基数 14(R,S)|， 这 
是 一 个 著名 的 计数 问题 ， 难 度 极 大 . 关键 在 于 ， 对 于 给 定 的 行 和 
向 量 民 = (yoyoyyam)， 列 和 回 量 9 = 《51 ss，… Sn) 行 和 问 量 
为 尺 且 列 和 向 量 为 S 的 (0,1) 和 矩阵 并 不 一 定 存 在 ， 直到 1963 年 ， 
著名 组 合 数学 专家 赖 瑟 (Ryser) 才 给 出 了 行 和 向 量 为 R 且 列 和 向 
量 为 $ 的 (0,1) 矩 阵 存在 的 充 要 条 件 ， 也 就 是 说 ， 赖 瑟 解决 了 何 
时 14(R,S)1#0 的 问题 8 过 了 将 近 20 年 ， 1980 年 ， 我 国学 者 
魏 万 迪 才 给 出 当 |4(K,S)| 关 0 时 ，| A4CKR,，S)| 的 一 个 非 平凡 的 
下 界 . 

正 由 于 计数 问题 是 普遍 存在 的 ， 解 决 计数 问题 又 不 容易 ， 筷 
使 人 们 去 探寻 解决 计数 问题 的 理论 与 方法 .在 这 两 讲 中 ， 我 们 将 
介绍 有 关 计 数理 论 的 简要 内 容 . 

最 简单 的 计数 方法 丽 怕 就 是 配对 法 了 。 对 于 有 限 集合 4 与 B, 
如 果 存 在 集合 4 到 已 上 的 双 射 9， 则 可 将 集合 4 中 的 元 素 a 与 
它 在 B 中 的 象 ?(a) 配 成 一 对 (2(C)). 很 明显 ， 人 中 每 个 元 
素 一 定 出 现 而 且 只 出 现在 一 个 对 子 之 中 ，B 的 元 素 也 一 样 。 这 说 
明 ， 集 合 4 与 如 具有 相同 的 基数 ， 即 141 = | 如 | ， 于 是 我 们 有 这 
样 的 结论 ， 如 果 有 限 集合 4 与 B 之 癌 存在 双 射 ， 则 141 = 1B|. 

上 述 结论 提供 了 计数 的 一 种 基本 方法 .假定 所 要 计数 的 集合 
妇 很 复杂 ，、 我 们 就 设法 去 寻找 一 个 便于 计数 的 集合 B， 并 且 建 立 
集 台 4 到 如 上 的 双 射 ?， 这 样 就 将 求 |41 的 问题 转移 到 求 | B|. 
当然 ， 要 实现 这 种 转移 ， 必 需 做 到 两 点 ，1. 掌握 一 些 典 型 的 便 
于 计数 的 集合 B，2， 掌握 建立 集合 间 映 射 的 典型 技巧 。 下面 通 
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过 一 些 例子 来 介绍 实现 这 种 转移 的 典型 技巧 

例 1 求 2 元 集合 S 的 所 有 子 集 的 个 数 . 

解 设 友 元 集合 S= {dboax .SS 的 所 有 子 集 的 集合 
记 作 P(S)， 由 % 个 数 XisX，… ,Xn 构成 有 序数 组 X= (Xi1，X;， 
…Xn) 叫 做 2 数组 ,如果 数组 X= (Xi,X2,…，X,) 的 每 个 分 量 
x 都 是 0 或 者 1， 则 x 叫做 % 维 (0,1) 向 量 .， 所 有 4 维 (0，1) 疝 
量 的 集合 记 作 Cs,. 设 AEP(S)， 由 4 可 以 确定 一 个 4 维 (0， 
1) 向 量 9(4) = (Xi，Xz， …，Xs) 如 下 ， 如果 a1€A4， 则 令 t= 
1， 否则 x; = 0， 1=1，2，…，MHN， 例 如 ， 如 果 4 是 空 集 ， 则 
2(4) = (0，0，…，0)， 如 果 4=S, 则 2p(4)=(1，1，…，1)， 

从 不 人 rz mt 

建立 集合 P(S) 到 Cs 的 映射 8: 设 4EP(S)， 则 4 在 映射 8 下 的 
象 规定 为 (4) ， 很 明显 ， 如 果 4 与 妃 是 S 的 不 同 子 集 ， 则 必 
有 某 个 元 素 a; 不 同时 属于 4 与 B. 于 是 9(4) 与 9(B) 的 第 i 个 
分 量 必 不 相等 ， 因 此 9C4) 生 9(B)， 这 说 了 明 ， 映 射 9 是 单 射 ， 其 
次 ， 设 Y= (Xis Xs，…Xn) EC，,， 定 义 集合 4 如 下 当 Xt = 1 时 ， 
今 a;€4， 否则 令 a $f 4， 2z=1，2，…，》 n, 则 AEP(S), 并 且 
9(4) =Y. 这 说 明 映 射 2 是 满 射 。 于 是 ?是 集合 P(S) 到 C，, 上 
的 双 射 ， 因此 |P(S)| =|C,| 。 由 于 2 维 (0,1) 向 量 X= (Yi Myay 
…， Ya) 的 每 个 分 量 se; 只 有 两 种 可 能 的 取 值 ， 而 不 同 分 量 的 取 值 
又 彼此 无 关 ， 因 此 共有 2” 个 4 维 (6,1) 向 量 ， 即 |1P(S)| = |C。| 
=2". 

例 1 中 建立 集合 P(S) 到 C， 的 映射 的 方法 是 很 值得 注意 
的 。 上 面 的 叙述 比较 形式 ， 不 易 看 清 实质 ， 这 里 有 必要 再 说 几 句 
话 . 集合 S 的 2 个 元 素 a1,4:，…,as 可 以 看 成 4 个 编号 的 球 ， 
4 维 (0,1) 向 量 的 4 个 坐标 可 以 看 成 个 空 盒 : 

口 口 口 … 口 设 S$S 的 子 集 41= {4,;44,,…;Qir}, 将 球 ai, 
1 2 3 0 "94s 依次 放 进 第 i， fi， "ti 号 空 食 ， 
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其 他 的 空 盒 不 放 球 .于 是 得 到 一 种 将 2 个 球 放 到 7 个 空 盒 的 放 
法 . 同时 ， 在 第 ,i2，… 个 坐标 位 置 上 写 上 1， 其 他 坐标 位 置 
上 写 上 0， 便 得 到 一 个 维 (0,1) 向 量 . 所 以 % 维 (0,1) 向 量 可 以 
看 成 把 % 个 球 放 到 2 个 空 盒 的 一 种 方法 。 将 球 放 进 空 侈 是 理解 
处 理 计数 问题 的 方法 的 一 种 工具 . 

. 例 2 将 正 数 m% 写 成 % 个 正 整 数 之 和 ， 如 果 和 式 中 项 的 位 
置 次 序 不 同 ， 则 认为 是 不 同 的 写法 . 求 所 有 写法 的 种 数 Plm， 
XU). 例如， 将 5 写成 3 个 正 整 数 之 和 ， 有 5=3+1+1=1+3+1 
=1+1+3=2+2+1=2+1+2=1+2+2， 共 有 6 种 写法 . 

解 将 7 写成 2 个 正 整数 之 和 的 所 有 写法 集合 记 作 4. 设 
xE4， 在 写法 wa& 下 ，1 写成 Mi=w+d+…+。 记 Si=d 
S:= di+0o pp， Si=d+la+…+Oo 则 1<S<S<…< 
Sri 过 MU， 序列 Si,Sz，…，Ss-1 记 作 9(a) 显然 ,2(x) 是 从 自然 
数 1,2,…,m 一 1 中 取出 %-1 个 正 加 数 S1,S;,…,S。-i 构成 的 递 
增 序列 。 所 有 这 种 序列 的 集合 记 作 忆 ， 则 1B|=C2-1， 好 从 
1 一 1 个 不 同 物件 取出 %-1 个 的 组 合 数 ,现在 建立 集合 4 到 B 的 
映射 9 如 下 ， 设 aE€ 4, 则 a 在 ?下 的 象 规定 为 上 面 所 说 的 9(a). 
设 a,a’€EA， 且 az¥a/， 在 写法 a 下 ，MU4 写 成 加 = Qi1+ Qs++… 
+4s， 在 写法 a/ 下 ，WU 写 成 加 =Q/'+Qs'+…+Qn’， 因 为 a 
a/， 故 必 有 某 个 i,，1<i 志 % 一 1， 使 得 Ci xc ， 而 Ci = Li， = 
Ql 9Qi-1=Q4-1 ,于 是 S1= Spy9S = 9 但 SS 
因此 9p(a) 关 Pla’)， 这 说 明 ，9? 是 单 射 . 设 BEB， 且 序列 8 由 
7 一 1 个 正 整 数 S，S:，…，S。: 构成， 由 于 1 委 S<9:<<…<< 
-1< Mi， 因此 ， Si>0, SS,— S51>0, "9 S11— S$».2>0, 22— 
S.-i>0, 并 且 %= Si+ (Ss-S) + … + (Si1— Sn_z) + (1 — 
Ss-1) .这 样 便 确定 办 写成 4 个 正 整 数 之 和 的 一 种 写法 a， 而 且 ? (a) 
= 有 .这 说 明 ,9 是 满 射 , 从 而 是 双 射 ， 因 此 Pm,n) =14| =1B| 


= (和 1， 


分 折 . 南 于 和 从中 项 的 次 序 不 同 ， 被 认为 是 不 同 的 写法 ， 即 认为 
分 拆 也 不 同 . 因此 这 种 分 拆 也 叫做 有 序 分 拆 . 正 整数 区 的 所 有 
有 序 分 拆 的 种 数 记 作 +(m)， 叫 做 zm 的 有 序 分 拆 数 ， 由 例 23 可 以 
得 到 ，7(M) = P(m,1) + POm,2) + + Plm, Im) 
=Cn-it Cit + + Can-i=2"!, 
有 序 分 拆 数 r(m) 也 可 以 用 例 1 的 方法 求 得 . 这 留 给 读者 作 习 题 . 
| 在 直角 坐标 平面 Yoy 上， 直线 %=0, 土 1, 十 2,… 与 了 = 0， 
土 1, 土 2,… 构 成 正方 形 网 . 正方形 网 上 的 点 叫 做 格 点 ， 或 者 整 
点 。 从 某 个 格 点 Pu = (4。，Bo) 出 发 ， 向 右 画 一 条 斜率 为 1 或 着 
-的 线段 ， 其 右 端 点 为 已 =(dop)， 其 中 Ci=co+1l， 玉 = 
如 土 1， 再 从 格 点 Pi 出 发 ,向 右 通 一 条 斜率 为 1 或 者 - 1 的 线段 ， 
其 右 端 点 为 Ps: = (as,B2)，42 = aot+2,6:=0b1+1., 等 等 ， 经 过 入 
步 ， 一 直 画 到 格 点 已 .= (Qs，0s)， 其 中 Cr = Co+HN，5， = Bn-i 圭 
1， 得 到 一 条 折线 上 L( 图 32-1)， 各 
方 格 中 出 现 折线 工 的 那 一 段 叫做 折 
线 工 的 一 节 . 
例 3 给 定格 点 P= (gD) 与 
Q= (a,b),a>a,, 求 连结 P 与 Q@ 


[LU 
| LI 
-二 半 FH 寺 


的 折线 的 条 数 ， Hep 
解 所 有 连结 格 点 P 与 @ 的 折 只 HSKNHH 


线 的 集合 记 作 S. 设 LES, 记 %= 图 32-1 
4&4~ Qo 则 折线 工 由 PP 到 达 日 必须 经 过 %w 步 ， 叫 折线 上 由 nn 节 组 
成 . 设 其 中 向 上 的 共有 x* 节 ， 向 下 的 有 y 节 ， 则 x~y=8-b， 


x%+y=4。 因此 4= 2+ 名) 记 -2 名) =Mi。 现在 


i 节 是 向 上 的 ， 则 在 第 i 个 空格 里 填 上 1, 否则 填 上 上 0, j= 1，2， 
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…*22。 得 到 将 2 个 1 与 42-2: 个 0 填 到 2 个 空格 的 一 种 填 法 , 记 
作 ?2(Z). 所 有 将 4 个 1 与 4 一 1 个 0 填 进 w% 个 空格 的 填 法 集合 
记 作 工 , 则 8(ZL)ET， 于 是 可 以 建立 由 S 到 了 TT 的 映射 ?如 下 ， 对 
于 LES， 则 工 在 ?下 的 象 即 规定 为 上 面 所 说 的 8(L)， 容易 验 
证 ， 映 射 ? 是 双 射 。 因 此 1S|= |T|. 而 将 加 个 1 与 4%~K 个 0 
填 到 4 个 空格 的 一 种 填 法 相当 于 从 1,2,…，7 中 取出 个 数 的 
一 种 取 法 ， 例 如 第 i 个 空格 填 上 1， 则 将 数 i 取出， 等 等 , 因 
此 ，1S| = |TI=Ca1。 这 就 是 所 求 折 线 的 条 数 . 

应 该 说 明 的 是 ， 对 任 给 的 两 个 格 点 P= (do bo), = (G8), 
连 线 了 与 @ 的 折线 工 并 不 一 定 存 在 。 从 上 面 的 推导 可 以 看 出 ， 
如 果 折 线 工 存在 ， 则 4 之 ao,4 -ao+65~b 为 偶数 .反之 可 以 证 
有 明 ， 如 果 a>aos a4- 4。+5-b 为 偶数 ， 则 折线 工 存 在 ， 请 读者 
自己 证 明 ， 一 


习 题 32 | 
1。 算 形 城市 的 道路 非常 规则 ， 恰 有 mm 眉 长 与 4 段 宽 ( 图 32 2). 有 位 好 
女 住 在 城市 的 西南 角 ， 每 天 步行 到 东 (mon) 


北角 上 班 ， 每 个 交 又 路 口 不 得 经 过 两 三 型 庆生 本 双开 外力 少 
次 ,证 明 她 所 选取 的 路 线 数目 f (m,n) [| pAP 人 A pd 


PT 
应 足 f( 坟 ,4)<2"".( 加 拿 大 数学 交 。 pHNHNHNHNNNMG 
赛 题 ) 。 (0.0) 
2, 设 S={1,2,…,%), 且 46E P(S). 图 32-2 


将 4 中 的 元 素 由 大 到 小 排列 ， 然 后 从 最 大 的 数 开始 交替 地 减 或 加 后 继 
的 数 得 到 的 和 叫做 4 的 交 蔡 和 ， 例 如 ， 有 4={1,4,9,6，2}， 重 新 排列 
为 {9,6,4,2,1}， 它 的 交替 和 为 9 一 6 十 4 一 2 十 1 一 9。 求 所 有 这 种 交 坎 
和 之 和 . (美国 数学 竞赛 试题 ，) | 
3， 转 、 乙 两 人 比赛 乒乓 球 ， 甲 得 1% 分 ， 乙 得 天 分 ， 座 >2. 在 认 十 # 场 
乒 呈 球赛 中 ， 甲 得 分 一 直 领 先 的 得 分 记录 有 多 少 种 可 能 ? 
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第 33 讲 容 斥 原理 及 其 应 用 


李 烂 生 


先 考 虑 一 个 简单 的 计数 问题 . 

例 1 求 自然 数 1,2,…, 600 中 不 能 被 6 整除 的 自然 数 个 数 . 

解 ” 自 然 数 1,2,…, 600 中 能 被 6 整除 的 正 整 数 是 6,12, 18，. 
。…, 600。 即 从 正 整数 1 开始 ， 每 隔 6 个 位 置 扒 整数 都 能 被 6 整 
除 ， 所 以 从 1 至 600 之 间 能 被 6 整除 的 正 整 数 个 数 是 600/6= 100. 
因此 在 1 到 600 之 间 不 能 被 6 丈 除 的 自然 数 个 数 是 600~100 
= 500, 

在 例 1 中 ， 记 自然 数 1,2,…, 600 构成 的 集合 为 S, S 中 能 
被 6 整除 的 正 整数 集合 记 作 4. S 中 所 有 不 在 4 中 的 正 整数 集 
合 叫做 4 对 S 的 补 集 , 记 作 4. 我 们 原本 要 求 的 是 集合 和 4 元 来 个 
数 | 4|. 在 例 1 中 ， 我 们 采用 了 间接 的 方法 ， 即 先 求 出 4 的 元 素 
个 数 |141， 然 后 由 | 41= 1S1 - 14| 求 出 141. 

一 般 地 说 ， 如 果 4 是 S 的 子 集 ，4 是 4 对 S 的 补 集 ， 则 有 

141=1S1~141. (1) 

式 (1) 可 以 用 所 谓 文思 图 来 理解 。 集 合 S 用 平面 上 圆 形 区 域 
S 来 表示 ，S 中 元 素 个 数理 解 为 圆 形 区 域 S 的 面积 。S 的 子 集 4 
用 区 域 $ 中 的 圆 形 区 域 4 表示 ， 如 图 33-1。， 则 图 33-1 中 阴影 
区 域 即 是 4 对 S 的 补 集 4， 很 明显 ， 作 
和 和 斥 没有 公共 元 素 ， 即 4 所 =9%. 币 且 
S=4U4， 即 4 和 4 的 元 素 全 体 即 构 
成 集合 S. 因此 ，1SI = 141+ 141. 于 
是 式 (1) 成 立 . 

式 (1)? 是 容 斥 原理 的 最 简单 形式 ,下 
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面 将 给 出 它 的 推广 ， 
定理 1 设 4, 和 4, 是 S 的 子 集 ， 则 
14n4:1=1S1-141-14:1+14n4:1. (2) 


证 我 们 用 所 谓 贡 献 法 来 证 明 。. 假定 要 计算 的 是 集合 S 的 元 
过 1S|， 我 们 可 以 考 虚 所 有 元 素 对 1S| 的 贡献 。， 如 果 元 素 * 是 S 的 
元 素 ， 则 % 对 [S| 的 贡献 是 1， 和 否则 %* 对 1S| 的 贡献 是 0， 所 有 元 
素 Y4 对 1$S| 的 贡献 之 总 和 即 是 S 的 元 素 个 数 |1S|。 要 证 明 等 式 (2) 
成 立 ， 我 们 只 需要 考察 每 个 元 素 对 式 (2) 的 左 端 的 贡 献 和 对 右 端 
的 贡献 是 否 相 同 ， 如果 每 个 元 素 对 左右 两 端的 贡献 都 相同 ， 则 式 
(2) 成 立 ， 否 则 (2) 式 不 成 立 . 

设 * 是 S 中 一 个 元 素 . 如 果 x 经 不 是 4 的 元 素 ， 也 不 是 
4 的 元 素 ， 则 x 出 现在 4 站 4,， 因 此 x 对 (2) 的 左 端 的 贡献 为 
1, 由 于 区 不 在 4 A; 和 和 ANA; 中 出 现 ， 因此 x 对 14,|， 14;1 
和 | 4 站 4,| 的 贡献 为 0 由 于 x 在 S 中 出 现 ， 所 以 * 对 |SI 的 贡 
献 为 1 于 是 x 对 右 端 的 贡献 是 1-0-0+0=1， 因 此 当 x 既 不 
是 4 的 元 素 ， 也 不 是 ,的 元 素 时 ， x 对 式 (2) 的 两 端的 贡献 相 
同 ， 如果 x 是 4, 的 元 素 ， 但 不 是 4, 的 元 素 , 则 x 对 左 端 的 贡献 为 
0， 而 * 对 [ISl, 141,14:1 和 140 4:| 的 贡献 分 别 是 1, 1, 0, 0. 
因此 x 对 右 端的 贡献 为 1-1~0+0=0， 所 以 * 对 (2) 的 两 端的 
贡献 相同 ， 同 理 ， 如 果 x* 不 是 4 的 元 素 ， 但 它 是 4: 的 元 素 ， 则 
* 对 式 (2) 两 端的 贡献 都 是 0， 最 后 ， 如 果 % 是 Al 和 4, 的 公共 
元 素 ， 则 Y 对 式 (2) 左 端的 贡献 为 0， 对 右 端 的 贡献 为 1~1- 1+ 
1= 0， 即 对 两 端 贡献 相同 。 这 就 证 明了 式 (2) 成 立 ， 

定理 1 可 以 再 推广 设 4， 4…s, A 是 个 集合 . Ai, A,, 
… 4 的 元 素 全 体 所 构成 的 集合 叫做 44, 4;,…, 4 的 并 集 ， 记 
作 4U4U…U4e 4 4,,…, A 的 公共 元 素 全 体 构 成 的 集合 
电 做 41, 4 4 的 交集 ， 记 作 4. 间 A 站 … 中 4. 

定理 2 设 4 4 …4x 是 集合 S 的 和 个 于 集合 。 则 


259 


[NN NN 


1<1i<I<lick 


-14NAN A + 


~ +(-1)*AN AN N Al, 
| 其 中 D1A)=1A +1A+.…+1A:l, 


leict 


2 iANAsN=1ANA +tIAN A t+. 


1<f/ek 
+|ANA|+|lAN A|+ |AN A 
+°"*+ lAN Arl + +1A:N Ail, 
2 [AN AN A =|ANANA +IANA,N A, 


1ei<j<ic 
+ + ANAN A + AN AN A +... 
+ 14:0 4,f\ Arl + + | A A Ail. 
等 等 . . 
当 有 =2 时 、 式 (3) 即 是 式 (2)， 当 及 =3 了 时 ， 式 (3) 化 为 ， 
14n4:n A,| =|SI1~-14.1-14,|1~|14,|i+1AN 4.,| 
+IANAT+IANMAT -IANMANA,!. (47 
。 证 - 我 们 用 贡献 法 证 明 式 (4) 成 立 ， 对 一 般 的 定理 2 的 证 
明 是 相仿 的 。- 
设 * 是 S 中 任意 一 个 元 素 ， 如 果 x 不 属于 Ai, 4s, 4:， 则 2 
对 1Sl, 141，14:1，141，14n 4:1，14n 4:1,14:n 4s,| 和 
141 4: 站 4s1 的 贡献 依次 是 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0 和 0. 因 此 Xx 对 式 (4) 右 
端的 贡献 是 1=-0-0-0+0+0+0~0=1, 由 于 x 在 A!，As， As， 
所 以 x 对 式 (4) 左 端的 贡献 为 1， 即 x 对 式 (4) 两 端的 贡献 相间 ; 如 
果 %* 不 属于 41, 4s, 4 的 某 一 个 ,但 属于 其 他 两 个 ， 例 如 x 不 在 
A 但 在 Ass As 中 . 则 xz 不 在 下 由 到 由 下 ,因此 它 对 式 (4) 左 端的 
贡献 是 0, 而 * 对 |S1,1A1l,1A21,14s1, [A1N Asl，1411 4 
14: 4.1 和 14:n 4: 站 4s| 的 贡献 依次 是 b 0 1,1,0,0,1 和 0， 
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因此 x 对 式 (4) 右 端的 贡献 是 1-0-1-1+0+0+1-0=0， 即 x 
对 式 (4) 两 端的 贡献 相同 ， 如 果 %* 不 属于 4 4 4A: 中 的 某 两 个 ， 
但 属于 余下 的 那 一 个 ， 例 如 x 不 在 4 4s 中 ， 但 在 4 中 ， 则 x 对 
式 (4) 左 端的 贡献 是 0， 而 对 1S1, Ai, 14,1, 14s|, 14N 4;l， 
14. 站 4s1, 14: 站 4:1 和 14.n04:mn 4s| 的 贡献 依次 是 1, 0, 0,1,0， 
0，0 和 0， 因 此 x 对 式 (4) 右 端的 贡献 是 1-0-0-1+0+0+0 
一 0=0,. 即 x 对 式 (4) 两 端的 贡献 相同 ; 如 果 x 同属 于 4, 4:，4。， 
则 % 对 式 (4) 左 端的 贡献 为 0， 对 右 端 各 项 的 贡献 依次 是 1, 1, 1， 
1,1,1,1 和 1， 因 此 % 对 式 (4) 右 端的 贡献 是 1-1-1-1+1+1 
+1-1=0， 即 x 对 式 (4) 两 端 总 贡献 相同 ,这 就 证 明 式 (4) 成 立 . 
定理 2 通常 叫做 容 斥 原 理 ， 它 是 计数 中 的 一 个 极为 重要 且 广 
泛 应 用 的 原理 .下 面 举 几 个 例子 来 说 明 它 的 应 用 . 
例 2 某 人 给 6 个 不 同 的 人 写 了 6 份 信 ， 每 人 一 份 ， 并 准备 
了 6 个 写 有 收 信人 的 地 址 的 信封 . 问 有 多 少 种 投放 信和 做 的 方法 ， 
使 得 每 份 信 绕 和 信封 上 的 收 信人 都 不 相符 ?波兰 数学 竞赛 题 ，) 
，” 解 设 6 个 人 是 1,2,…,6. 将 6 份 信 得 放 进 6 个 信封 内 ， 每 
个 信封 放 入 一 份 信 禾 ， 所 有 放 法 的 集合 记 作 S. 很 明显 ，1S1 
= 61 将 写 给 第 i 个 人 的 信 放 进 写 有 第 i 个 人 的 地 址 的 信封 ， 其 
他 5 份 信 敌 放 进 5 个 信封 的 所 有 放 法 集合 记 作 A4,，i= 1, 2,…， 
6. 很 明显 ，4 是 S 的 子 集 ， 并 且 |4,| = 5! ,而 所 求 的 放 法 总 数 


为 140 4: … 站 4s| ， 由 容 斥 原理 (3)， 
nn…nael=1S1- 驴 1414+ DD, 14NAd 


<j«6 
-2 [IA4NANAI+ 2 .|AifNAN AN A 
1<t<j<ke6 . 1<i<j<kta1li<6 


1A4N ANAN AN A 


一 1 
+ IANAN-.…NAod, (15) 

由 于 14,| = 51,2=1,2,…, 6, 所 以 : - 
26I 


忆 14,1=6x5!， (i) 


1<ix6 


而 14,n 4s1 =41y1<i<j<6， 并 且 和 式 _ 加，，141N A 中 共 


ti<j<6 
有 C8 项 ， 因 此 
,RN A = CExd. Gi) 


同样 ，14.f hy 人 i411=31,1 志 i< 之 k 夸 6， 而 和 式 
|4 人 4y 几 || 中 共有 CG 项， 因此 


1<i</ ke6 
> ”11404041= CEx3!. (iii) 
1<i</j<ke0 
同 理 ， 
> IANAN ANA,|I= Ci x21, (iv) 
let<J/j<k<1l<6 


[ANANANANA,I= Cx1, (v) 


1<i</j<kcl<me6 


[AN A;N. “(Adel=1, (Vi) 
于 是 把 1S1= -61 和 (iD， (2), » (Vi) 代入 式 (15)， 即 得 到 
4 n A.N- :NN Aol | 


=61~6x5l +CEx41 -CEx3+CEx21 -Ci x21+1= 265, 
例 2 和 所 谓 错位 排列 有 关 . 设 记 ,i2;…;is 是 自然 数 1,2,…， 
天 的 一 个 排列 .如 果 zz2 … 因 满足 五 关 1b 加 关 2…， 加 冯 2， 也 就 
2 在 排列 iiia…is 中 ， 每 个 数 都 不 排 在 第 个 位 置 上 ,k= 1 
2 则 iain 思 做 自然 数 1,2,…, 7 的 一 个 错位 排列 ， 所 有 
钳 训 多 的 小 疲 记 作 D。 它 叫 做 错位 数 ， 例 2 所 求 的 即 是 Do. 
利用 容 斥 原理 (3)， 可 以 证 明 


定理 3 对 正 整 数 2， 
D.= mm(1- 汪 + 二 -站 t+(-D"2). (6) 
定理 3 的 证 明 留 给 读者 作 习题 


例 3 由 数字 1,2 和 3 组 成 4 位 数 ， 要 求 2 位 数 中 12 和 3 
的 每 一 个 至 少 出 现 一 次 求 所 有 这 种 位 获 的 个 数 ，〈 甸 牙 利 数 
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学 竞赛 题 ,) . 
解 ”由 数字 1,2 和 3 组 成 的 % 位 数 全 体 构成 的 集合 记 作 5. 
很 明显 ，1S| = 3"， 33 中 所 有 不 含 1 的 2 位 数 的 集合 记 作 A,，A; 
和 4 与 4, 同样 理解 .于 是 , 4, 是 $ 中 所 有 含有 数字 ; 的 2 位 数 的 
集合 ，; = 1 2, 3。 因此 4:n A 人 nA4s 即 是 S 中 同时 含有 数字 1，2 
和 3 的 % 位 数 全 体 构 成 的 集合 ， 要 求 的 就 是 |AL[1 4:n 4.| .由 容 
斥 原 理 (4)， 
[IANANAs|=1S1-14| -14 -14,| 
+IANA,l+1ANAl+1ANA,) 
-1AiN A:N Asl. (iy 
由 于 4, 是 S 中 所 有 不 含 数字 i 的 ww 位 数 集合 ,因此 i1A,| =2",i= 
1,2,3. 而 4,n Ay 是 所 有 不 含 数字 2 和 j 的 nn 位 数 集合 ， 所 以 
1A; 门 A)| =1 1 和 :</ 委 3. 显然 404:n 4.=9， 这 里 8 是 空 
集 ， 即 14 由 4; 人 1 4s| =0， 于 是 由 (得 到 
[A4.NNA; NAsl=3"-3x2"+3, 
容 斥 原理 (3) 可 以 写成 如 下 形式 ， 
定理 4 设 41, 4;,…, A 是 集合 S 的 子 集 ， 则 
14.04:4…U4e1= ,之 ,144- 2 14,f\ Al 


1l<i</<k 


+ 也 [14.NAN A t+. 


1<i<jelck 
+ (~1)*i|ANAN-:…N AI.7) 
证 根据 容 斥 原理 (3)， 只 要 证 明 下 式 成 立即 可 。 
IANAN:… NN Al=1S1 ~- 1A.U 4:.U.…U Al. (i) 
这 里 采用 贡献 法 来 证 明 . 
设 * 是 集合 S 中 的 元 素 . 如 果 Z 不 在 每 个 4, 中，#=1, 2， 
… 忆 , 则 在 开 们 :人 间 … 们 A 中 ， 因 此 x 对 式 (i) 左 端的 贡献 为 
1. 而 Y 不 在 4U4:U…U4 中， 所 以 XY 对 1S|1 和 14U4:U 
… 日 4 的 贡献 分 别 是 1 和 0, 即 Y 对 式 (iD 右 端的 贡献 为 1-0=1， 
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因此 当 x* 不 在 每 个 A 中 ，i=1,2,…, 如 % 对 式 (让 两 端的 贡献 相 
同 ， 如 果 %* 在 4 4s,…, As 的 某 些 子 集中 ， 例 如 在 A1, As,…， 
A 中， 但 不 在 4 so py 4 中 ，1 志 Mk， 则 x 对 式 中 左 端 的 
贡献 为 0， 对 右 端的 贡献 为 1~ 1= 0. 因此 XY 对 式 (过 两 端的 贡献 
相同 ， 这 就 证 明了 式 (i) 成 立 ， 
式 (7) 也 叫做 容 斥 原理 。 当 =2,3 时 ， 式 (7) 化 为 ， 
推论 ! 设 A,B 是 两 个 集合 ， 则 . 
14UBI=1AIl+1BI-14NBIl. (8) 
推论 2 设 A, B,C 是 三 个 集合 ， 则 
I4UBUCI=1I4I+1IBI+ICI-4nBI-14ncCI 
-1IBncl+i4nBncl. (9) 
例 4 给 定 1978 个 集合 ， 每 个 集合 都 丛 含 有 40 个 元 素 , 每 两 
个 集合 都 从 有 一 个 公共 元 素 . 求 这 1978 个 集合 的 并 集 所 含 元 素 
的 个 数 . . 
解 设 1978 个 集合 是 Al, As, …, 4iora， 已 知 14A,| = 40, ;= 
1,2,…,1978; 14n 4 = 1,1<5j 生 1978. 欲求 的 是 |A1UAsU 


‘UAwrnl. : 
由 容 斥 原理 (7)， 
14 UA, U 和 UA 1 aos 1A -40 4 
iANAN A + 


1<t< 人 kt<l978 
+( 一 1)272140 .400… 们 4osl， 

于 是 问题 在 于 求 出 A 4 Aig7s 中 若干 个 集合 之 交 集 所 含 元 
素 的 个 数 . . 

“考虑 集合 4,， 由 条 件 ，A, 和 其 他 1977 个 集合 都 相交 ， 如 
果 有 ;的 每 个 元 素 都 至 多 属于 49 个 集合 . 则 和 双 : 相交 的 集合 至 多 
有 40x49=1960 个 . 这 和 4 与 其 他 1977 个 集合 都 相交 矛盾 . 
因此 4 中 必 有 元 素 4， 它 至 少 属于 其 他 50 个 集合 , 设 它们 是 4s，. 
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4 …p4o. 设 刀 是 4ss 4 yd4iors 中 的 一 个 集合 ， 设 a 不 属 
于 如， 由 已 知 条 件 ，B 和 A 和 1, 4,,…Asi 中 每 一 个 都 惟有 一 个 公共 
元 素 ， 这 些 公共 元 素 义 不 能 是 4， 因 此 这 些 公共 元 素 两 两 不 同 ， 
于 是 妃 至 少 含有 51 个 元 素 ， 和 1 B=40 矛盾 . 所 以 a 在 B 中 ， 
这 说 明 ,&a 是 4 4A,,…， A41978 的 公共 元 素 . 由 十 每 两 个 集合 恰 有 一 
个 公共 元 素 ， 所 以 4 4,,…, A467。 中 任意 个 集合 的 公共 元 素 都 
恰 有 一 个 ， 即 为 5， 因 此 ， 
| 4， NANA,l = (C3678, 


iat<j<kc1978 
14, NA,N 4 站 4 | 二 Cforey 


1<y<y<kt< <1078 


1 or 14; NA,,fl | 和 4。| = C1e78. 
于 是 
|A1U AU U Asrel =40Cio — C30rs + C8078— Ci 
+ e+ (~ 1)"CiBYs 
=36x1978+1-[1- Ci 
+ Ciors— + (~— 1)173C3378] 
=77143. 


习 题 33 


4。 在 小 于 1000 的 正 整数 中 ， 既 不 能 被 5 整除 也 不 能 被 7 整除 的 有 多 少 
个 ? (莫斯科 数学 竞赛 题 。) 

2. 给 定 54 个 点 bs,…4snyH>1. 任 意 三 点 不 共 线 ， 设 Mk 是 以 给 定 
的 点 为 端点 的 线段 构成 的 集合 ，| | 之 ?十 1， 证 明 ， 窑 在 以 A,, 4，,， 
44 为 顶点 且 边 在 MM 中 的 三 角形 ,还 证 明 ， 如 果 MM 中 元 素 个 数 不 超过 
N2， 则 结论 不 再 成 立 . (奥地利 1973 年 数学 竞赛 题 ，) 

3。 给 定 1987 个 集合 ， 每 个 集合 都 从 有 45 个 元 素 ， 每 两 个 集合 的 并 集 痢 
恰 有 89 个 元 素 ， 求 这 1987 个 集合 的 并 集 所 含 元 素 个 数 ， 
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第 34 讲 组 合 恒等式 (一 ) 


史 济 怀 


在 第 34 讲 和 第 35 讲 中 ， 我 们 将 介绍 计算 含有 组 合 数 的 和 式 
以 及 证 明 组 合 恒等式 的 一 些 常 用 的 方法 ， 对 于 一 名 希望 在 数学 竞 
赛 中 取得 好 成 绩 的 学 生来 说 ， 熟练 地 掌握 组 合 数 的 性 质 ， 并 能 灵 
活 地 运用 它们 来 解决 各 种 问题 ， 是 十 分 必要 的 ! 
计算 含有 组 合 数 的 和 式 和 证 明 组 合 恒等式 的 基本 工具 是 下 看 
六 个 基本 的 组 合 恒等式 ， 
(i) Cx=Cx 与 
(ii) Ch=C*,+C%-1; 
( :ii) C= Cs 
(iv) CiC%= CrCons 
(VYV) Ch+Ci+t+Cs=2" 
(vi) Ca~—-Ci+tCS- .+ (~1)"C*=0., 
在 这 六 个 基本 恒等式 中 ， 前 两 个 是 大 家 熟知 的 最 后 两 个 只 
要 在 二 项 式 定理 中 分 别 取 4=5=1 和 a4=1,6b= -1 就 能 得 到 第 
三 个 则 是 第 四 个 的 特例 ;只 要 在 (iy) 中 取 zm%=1, 就 得 到 (iii)， 现 
在 来 证 明 (iv). 根据 组 合 数 的 计算 公式 ， 有 
CtC™= nl! kl nl ， 
kina- pl mE-m! mn- klR- ml 
nl (1 — 110)1 


人 CE 
CaC2m = ml Nn-—m)! (一 MI) (0 一 有 ) 1 


= 2 
ml (1. — RL R711 
由 此 即 得 
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CCt= CrCn-nm, 
皂 (iv) 成 立 . 
熟练 掌握 上 面 六 个 基本 恒等式 ， 经 过 归纳 、 递 推 、 迭 代 等 方 
法 ， 便 能 算出 一 批 含有 组 合 数 的 和 式 的 值 ， 或 给 出 一 些 较 为 复 允 
的 组 合 便 等 式 的 证 明 . 
因为 下 面 经 常 要 与 和 式 打 交道 ， 为 方便 起 见 ， 我 们 引进 求 和 
记号 孔 ( 读 作 西 格 马 ) , 


我 们 把 和 式 Ci+ C:+ …+ C, 简 记 为 习 Ci， 这 里 Ci 表示 一 
般 项 ， 忆 上 下 的 数字 才 示 ; 从 1 加 到 4， 是 求 和 指标 ， 只 起 畏 
助 作用 ， 也 可 换 成 别 的 记号 ， 例 如 

1+2+.%+7= = 习 包 


12 十 22 十 + 2 7 


ul 


1 1 1 8 
1 33+ 99.100 饼 zr 


99 
= 之 ， JCY 二 1)“ 


利用 这 个 记号 ， 二 项 式 定理 可 以 简 记 为 
(+ 有 "= 站 Cha"-sp, 
基本 恒等式 (v)，(vi) 可 分 别 写 为 
翌 Ci=29 局 (- DC5=0， 
在 下 面 的 讨论 中 ， 有 时 需要 更 换 求 和 指标 ， 这 时 必须 注意 同 
寻 更 换 求 和 的 上 下 限 . 例如 
己 QnX" = a - 忌 CIXAm 1 
下 面 将 通过 一 系列 的 例子 来 说 明 ， 如 何 运用 六 个 基本 恒等式 
267 


计算 含有 组 合 数 的 和 式 的 值 以 及 证 明 组 合 恒等式 
例 1 计算 Swm 名 (DC%,m<n 
解 ”从 攻 本 便签 式 (VYi) 知 道 ， 当 = 时， 
So= 忆 (- DCS=0， 
现 设 KU 过 %h， 利 用 基本 恒等式 (ii)，S,, ”可 以 写成 
Sn=1+ 宇 (- DACS=1+ 翌 (- CE + CHly 
=1~- (Ci_ +Co_)+ (C2 tO) ~— 
+ (~—1)"(Cr_ +C71) = (~1)"Cr.. 
这 样 ， 就 得 到 等 式 
Mi =H, 


mn 0， 
2 (~ 1)C:= { 
tm | (~ 1)"C%.1, m<n, 


例 2 计算 习 -天 -C5 
解 “在 二 项 式 定理 


(1+X)"= Ctx | 
无 下 人 


中 取 x= 于 ， 即 得 


"1 /3Y 
忌 2 C5 =(2) “” 

例 8 计算 忆 4C5， 

解 ”在 这 个 和 式 中 ,上 是 流动 指标 ， 它 和 C 相 乘 ， 使 求 种 
产生 了 困难 .但 是 根据 基本 恒等式 (iii)， 

khC' =nC, 

而 是 一 个 固定 的 数 ， 它 可 以 提 到 求 和 号 外 面 ， 这 样 就 得 到 
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C= nC 4 


=HCCO_ LF CE 二 十 Cri1) =7227-1。 
这 里 最 后 的 等 式 利用 了 基本 恒等式 (v)， 
例 4 求 和 式 


EC = Cht2CE+ .+ Cs 
之 值 ，( 美 国 第 23 届 普 特 南 数学 竞赛 试题 ，1962 年 ，) 
解 ” 先 利用 一 次 基本 恒等式 (iii)，AC% =nC*4 得 


3 RaCk = 天 也 RC 
=1 
=N3 (kDCY FRC 
kel k=1 


= (&- DC + n2", (1) 


这 里 已 利用 了 基本 恒等式 (V) . 对 右边 的 和 式 再 用 一 次 基本 恒 等 
式 (i)， 
(有 -1)C2 = (2 -1)C23， 
便 得 
(4- 1)C = (TD 衬 C 和 2 = (1 一 1)222。 
把 它 代 入 (1)， 便 得 到 所 求 和 趟 的 值 尖 


py EC = n(n— 1)2" -2+N2" -1= (N+ 1)2"2, 
大 一 工 
例 5 计算 


pn = py tl 一 一 (CC dn = 一 bp (— 1)s Ce, 
fa0 1 1 f=0 说 1 
解 ” 和 例 3 一样， 计算 这 两 个 和 式 的 主要 困难 是 在 每 个 组 合 
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前 有 一 个 因子 -三 一， 不 过 利用 基本 恒等式 (者)， 还 是 可 以 把 它 
去 掉 的 .事实 上 , 由 ( 诈 ) 得 C 外 = -2 二 二 CS%， 由 此 即 得 


ktli “” "+19 
因而 有 
一 s 1 k = 1 k+l1 一 1 Lb 
加 = 之 k+l Cs n+l1 人 5 和 MX 十 1 (2 一 1， 
一 (~— 1)s Ek ~ 1 < & 4 十 工 一 1 
p= 如 k+l Cs 好 十 名 人 DC N+1* 
例 6 证 明 
Mi Lx 1 I 
2 1) 天 Ca =1 + 也 + + (2) 


证 置 上 去 (2) 的 左 端 和 例 5 的 gq， 差不多， 但 现在 不 能 直接 
用 ( 诗 ) ， 不 过 容易 想到 通过 (i 来 使 用 (jii) ， 事 实 上 ， 先 用 (ij ， 
再 用 (ijii) 可 得 


Cs = 二 (Ch i+ CS = 二 Ct- i+ 地 C% 


于 是 ， 若 记 f= 锐 (- De 二 C5 则 


i Le vail 
fr = DC +(-l) 及 3 
n—1 
= 之 (- 1)**! Chit 二 避 (- DiCh + (~ Do 二 
= 大 -+ 基站 (DOaCS= -+ 寺 ， 


这 里 最 后 的 等 式 利 用 了 基本 恒等式 (vi) 。 从 这 个 递 推 关 系 可 
得 
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7 六 =1， 
所 以 
六- -+ 十 = fst -T+ 
-1+ 卫 + + 上 
这 就 是 要 证 明 的 (2) ， 


例 7 证 明 为 C5= 2t9 二 C3 


证 记 41= Es, Db, = pa CS 由 基本 恒 等 式 () 得 
Ca + bn = 名 CE = 22". (5) 
另 一 方面 ， 对 b， 的 求 和 指标 作 变换 有 = 2 一 +， 得 
b= C= 瑟 CT =- 瑟 Co= 习 GCCi 
代入 (5)， 得 2a.- C2,= 2*"”， 移 项 即 得 
Ga= 2 
这 就 是 要 证 明 的 恒等式 ， 这 里 的 证 明 方 法 和 前 面 几 个 例子 不 同 ， 


为 了 计算 a.， 我 们 引进 一 个 辅助 数列 5.,， 通 过 4。 和 5b, 的 关系 ， 
最 终 才 得 到 4 的 值 ， 当 然 , 引进 怎样 的 和 就 是 解 题 的 技巧 所 在 。 


例 8 证 明 Ama= 翌 (- DCSCY=(- 1D"bnoWM<co， 


这 里 | 1, = 7。 


0, 1729, 
证 当 m%=% 时 ， 上 面 的 和 式 只 有 一 项 
Anz=(~1)"CnCn= (~ 1)", 
故 等 式 成 立 ， 现 设 m<n， 利 用 基本 恒等式 (iv) 得 
27 了 


Ann = 六 (1DIC3CSS = CC 富 (DC 和 

对 上 式 的 求 和 指标 作 变换 -m=j;， 则 当 从 fm 变 到 MX 时 ， 从 0 
变 到 和 -WU%. 于 是 

Ann= CE -1)mx7Cz = C1)"C™ DC -0 ， 
最 后 -- 步 利用 了 基本 恒等式 (vi) 

证 明 这 个 恒等式 的 关键 是 基本 人 恒等式 (iv)， 它 把 两 个 因子 都 
和 变动 指标 有 关 的 乘积 C*C* 变 成 了 只 有 一 个 因子 与 有 关 的 
乘积 CnCx=m. 这 样 ，C* 就 可 作为 公 因子 提 出 来 ， 和 式 得 以 简 
化 ,这 里 利用 (iv) 的 目的 和 例 5 中 利用 (让 的 目的 是 一 样 的 ， 都 
是 为 了 把 和 式 化 简 . 

( 例 9 证 明 恒 等 式 
D2 ntl. (6) 

“ 证 记 (6) 左 端的 和 式 为 Cs， 利 用 基本 恒等式 (jij)，w, 可 写 
为 . 


Qn = 22" 十 | (~ 1)422"-24(CE, s+ Cerl.) 
= Ch + DC 
= Dh + DC 07) 
对 上 式 第 二 个 和 式 作 指标 变换 =y+1 得 


?一 工 


Z 《一 1)022 HC = D1 Cs 
Pr 2 )~r+l 


= 一 Cn-1l. 
如 果 令 b= 为 (- D4227-%C 和 -o 则 (7) 可 写 为 
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0 一 Co 十 Cn -ls 《8) 
在 入 中 再 用 基本 恒等式 (ii) 得 
加 = 2 + 3 ~ 2hCE, sit CErts1) + (- 1)” 


和 一 1 " 名 
一 之 (一 1)422” 28C5 -1 十 己 (一 1)822 CE Le 
有 一 二 
= 4 全 (一 1)42202 DCE D+ 


了 一 工 
+ DD 2 DC Dr = ha bt, (9) 


从 (8) 和 (9) 得 

Cn 二 01=40 -1 一 0 =40 Adri~ Gn-2s = 3G-1— Gn-s sy 
由 此 得 递 推 关系 

Qn = 20 1 一 0 _2。 (10) 
显然 we = 1,41=2， 于 是 从 (10) 得 
Qn ni = dni Gn-2= dn drs= =~ Qo0=1., 
由 此 得 
: Grn=Qn-1+1=d-st+2=: =A0+N=HN+1, 

这 就 是 要 证 明 的 等 式 (6) . 

从 (6) 和 (8) 又 可 得 一 新 的 恒等式 


已 (~ 1)*22" -2CE r= 2N+1, (11) 


如 果 把 (11) 中 的 流动 指标 换 成 及 ~r+， 又 得 恒等式 


2 ~-1)" 27C27,=2N+1, 


例 9 的 恒等式 证 明 起 来 有 一 定 的 难度 ， 象 例 7 那样 ， 为 了 计 
算 0， 我们 引进 了 5。， 不 过 这 里 六 的 构造 比例 7 要 困难 些 ， 
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1 
. Pa 


. 这- 


. > RC =(28+1)2" 1— 
人 


思 考 题 


.Cs 的 计算 公式 有 什么 ? 


.D2 Cs, 
k=0 


n—l 天 
.2 Car- ， 
Kx=0 


证 明 下 列 恒等式 ， 
1 Crrem= (+X)" 一 1 
i Cx atl)x 
- k Nm CD 
.Dt CECY ni 


。 sa [1—(1—%x)*]=% 
k=~i 
(—1)* re ~ 
之 - 岛 上 C= i (C3, ) 一 ， 


k= 
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SD C5 Cg x*(1— x)"t= CR x™. 


。 六 个 基本 组 合 昼 等 式 在 计算 含有 组 合 数 的 和 式 和 证明 组 合 恒等式 时 是 : 
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所谓 的 基本 组 合 恒等式 是 指 哪 些 等 式 ? 
如 何 起 作用 的 ? 

习 题 
计算 下 列 和 式 的 值 : 


2， (ET1) CE。 
k=0 


4. DCt,. 
k=0 


+ + .十 -和 


2 Co . 


第 35 讲 ”组 合 恒 等 式 (二 ) 


史 济 怀 


在 第 34 讲 中 ， 我 们 提出 了 六 个 基本 组 合 恒等式 ， 利 用 它们 
便 可 算出 一 批 含有 组 合 数 的 和 式 的 值 或 证 明 一 些 较为 复杂 的 组 合 
恒等式 ， 在 这 一 讲 中 ， 我 们 还 要 介绍 另外 一 些 方法 ， 把 这 些 方 法 
和 六 个 基本 恒等式 结合 起 来 使 用 ， 便 可 解决 更 多 的 问题 . 

一 、 比 较 系 数 法 

第 34 讲 中 曾经 提 到 过 ， 组 合 数 C% 是 二 项 式 展开 式 中 各 项 的 
系数 ， 因 此 有 可 能 通过 比较 多 项 式 的 系数 得 到 新 的 组 合 恒等式 


例 1 证 明 忆 (C92= Ci 

证 由 二 项 式 定理 (1+ 5"= 总 Cw;， 所 以 

(1+%)2"= (CO+Clr+ + Car") (CO+Clr+t .+ Cx") 

= + (CoCs+CHCs 二 CC 二。 
也 就 是 说 ， 在 (1+X%)“" 的 展开 式 中 ，x” 的 系数 是 
CC = BC. 
但 另 一 方面 ， 根 据 二 项 式 定理 ，(1 + X*)*"= DCs, 即 x” 的 系 
数 是 C3,， 由 此 即 得 
ECD)’= Ci GD) 

这 就 是 要 证 明 的 等 式 . 

例 2 计算 习 CS-1C4. 

解 ” 由 二 项 式 定理 
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(1+x)"= HCExt, (+ SC 人 
k=0 . k=-0 
所 以 
《了 十 区 )2 1 一 (十 %) (十 %) 1 
= (COrClx+t.+Cerx") Co tC r+ tC :1r""!) 
= + (CO Cait Cl Ca re tt CaCO vl 
= CC 二 CI 二 (CC 二。 
即 (1+X)*"7! 的 展开 式 中 x”! 的 系数 是 
Co_ C+ .+ Ct:1Ce = Sc:ic:, 
k= 四 » 
另 一 方面 ， 由 二 项 式 定理 知 (1+%)*”! 的 展开 式 中 x”! 的 系数 是 
C3 因而 得 
cs: 1C%= C2il, (2) 


有 了 (1)，(2) 两 个 等 式 后 ， 我 们 就 可 证 明 
例 3 对 任何 正 整 数 2， 证 明 


EC 


这 里 | 423 工 | 均 示 - 世 = 荆 的 整数 部 分 ，( 美 国 第 26 届 普 特 南 数学 


竞赛 试题 ， 1965 年 ) 
证 先 证 明 
[3 ] 


对 (3) 左 NI 痢 标 变换 7 = 7 一 R， 则 当 有 =0 了 时 ，!=jj 当 
= Bees + |, 1-2-[ -2 +], 和 式 变 成 
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-人 : 加 
-2 二 ， 


如 果 刀 是 奇数 ， 则 ?2- 1 为 偶数 ， 因而 [2 ]- 


fn-1] 7T1- 2+L 就 恋 
有 7 | 和 了 2 (5) 就 变 为 


ku0 hd n+l k=0 
加 


即 (4) 成 立 ,如 果 z 是 偶数 , 则 -1 为 奇数 ,因而 | 纪 
; [2-1 1-w -2-2 -34+2，(5) 变 
nN [t+]=» 3 2 ” (5) 变 为 


-2 


让 (ce - (站 c 


+2 
kh 


由 于 当 有 = 区 时， 也 二 2%_C%=0， 因 而 


和 [Ls 


ke- a -2 Cs 中 = 高 十 ,2 高- 约 c:). 


2 


这 束 证 明了 在 % 为 偶数 的 情况 让， (4) 也 成 立 . 现在 只 要 计算 (4) 
的 左 端 就 行 了 ， 


在 (人 全 cs) = 训 (1- 2 “(Cs): 


0 


浊 


= CS) -Ch): + 总 cs) 
=d1+as+ as, 
由 例 1 知 ，a,= C3,， 为 了 计算 as， 利用 基本 恒等式 (i) 得 
Ca= 遍 习 (PC5 二 一 2 人 > (CE: 1)2= 4C3;1 2。 
利用 基本 恒等式 (iii)， 可 把 a。 改写 为 
= -和 CE - 4 下 Ci:HCS= -4 
这 里 已 经 利用 了 等 式 (2)， 把 a1, is das 加 起 来 得 
(TC) =C3 -4C35 rah 
一 _ Cn-2a (21)1 _ 4C27 ~ 2)1 
(3 4 nlnl (nn—- 21n! 
《232 — 2)1 27(28—1) 4-1)N 2,. 

-DI I (2 4 ) 20 
从 (4) 即 得 (3) . 

从 整个 证 明 过 程 来 看 ， 普 特 南 数学 竞赛 的 这 道 试题 是 有 一 定 
难度 的 ， 但 对 熟悉 组 合 数 运算 的 学 生来 说 ， 这 道 题 也 没有 什么 特 
殊 的 技巧 . 

二 、 单 位 根 的 应 用 

这 一 节 我 们 将 讨论 具有 一 定 间 隔 的 连续 的 组 合 数 和 的 计算 方 
法 ， 即 要 求 下 面 这 种 类 型 的 和 ， 


C8+C8TCETCST (6) 
C2+CerClor Cl es, 《7) 
这 种 和 的 一 般 形 状 是 
[- 肥 下 
忆 Cirem. (8} 
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《6) 和 (7) 分 别 是 y= 0;M =3 和 7y=2，M=4 的 特殊 情形 ， 
计算 8) 的 主要 工具 是 复数 中 的 单位 根 . 我 们 知道 ,方程 2” = 
1 有 纹 个 根 ， 它 们 是 


2 
z= cos20 +i sin2 =e6f m,k=0,1,，…， 7M 一 1， 称 wx 


-0 =0,1…s HU 一 1 为 m4 次 单位 根 ，w: 有 下 列 重 要 性 
质 : 


"Sio: = { No 如 果 S 是 双 的 倍数 ， (9) 
k=O0 0， 如 果 9 不 是 和 的 倍数 . 


事实 上 ， 如 果 S 是 性 的 倍数 ， 记 S= gqm，4 是 整数 ， 那 么 


wi = er = 6" COSIkqT + iSin2kqgr = 1, 
所 以 号 o = om 如 果 S 不 是 力 的 代数， 那么 
m-1 m- 1 i a 1— CC23 9 _ 
wh = = 己 (e " ) = 二 13 
这 就 证 明了 (9). 
现在 利用 (9)， 先 证 明 一 个 一 般 的 公式 . 
例 4 证 明 
[2 ] 1 m-1 
SY Crtamxrtem=— 2) (oo (IL+ AO)", (10) 
k= Blx-0 


这 里 wx = er mt, yy 1m 为 非 负 整数 ， 且 y< 和 Mi， 
证 由 二 项 式 定理 


(1 + X04)” = BE Cliot, 
(10) 的 右 端 可 写 为 
1 1 _， nl" _» 必 os 
页 它 ob) (1 + Xs) 访 己 (ou Es af 
= 工 瑟 Ci To 
Mi-.0 k=-0 
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根据 (9)， 当 7 一 了 = gm 时 ， 守 4-"=my 当 1-r*qm 时 ， 


二 | 
也 04"=0。 办 此 上 面 的 和 式 ， 只 有 当 1=7+ qm 时， 对 应 的 项 
2 一 元 一 ， 所 以 当 ! 从 0 变 


才 不 为 0， 由 于 7=7yr+dM<MN， 即 g 声 
是 得 


到 妈 时 ， a 从 90 


m-1 m 
Qe) ~ (T+ XO "= +Myr+ 
该 之 ( kz) ( 4) > Cs % . 


这 就 是 要 证 明 的 (10)， 


从 (10) 便 可 得 
例 5 证 明 当 y 委 je 时， 有 等 式 


[去 ml 
r+km 1 Rk M 一 
BY Ci = 2 08 ) cos 2— 27) Rr 2 (11) 


kX=0 


证 在 (10) 中 取 x=1 得 


[<] 人 1 
已 Cs = (1) (+O)", (12) 
因为 
(@) (1 +0)” =E 本 1+e 时 ) 


2rtni knri kare kr " 
EC m+ 


= m 2 m 
Kit (ne 2 
=e RH (2) ,fcos 如) 
m 


er) Hn~2 kr ,no 
oc0 条 一 27) ex 
( S 2 (cos 轩 一品 扯 +2 Si ， 


所 以 (12) 的 右 端 为 
7 (ol) (I++aOb)” 


280 


在 (12) 的 两 端 取 实 部 ， 即 得 


[2=^] ， ， 
?+h -1 kr (4 ~ 27) Rr 
之 ， Cs (co ) cos eT, 
这 就 是 要 证 明 的 等 式 (11). 
在 (1 了 ) 中 取 7=0，m%=2 得 
CorC2+tC4+-.…+ CaLsl= 2"-1, 
在 (DD 中 取 x=0， M = 3 可 得 


34 1 IMT 
Scs 1(2". 十 2 cos 一 一 5 
若 取 ”=0，M =4 可 得 


[3] 
一 1 好 J A HN 
Ct= 3(2 +2(v 2) cos2r 
车 在 (11) 中 分 别 取 *= 1，M=3 和 7=2，M=3 又 可 得 


['3] 1 ?一 2 
2 Cire= 3(2"+2 e082 x )， 
有 0 3 3 


[| 1 (2 一 们 = 
CC8+ah = -二 了 (2 十 2 cos- 一 - 3 一 


k=0 


三 、 与 组 台数 有 关 的 问题 

例 6 设 ?i 与 2 是 任意 的 非 负 整 数 ， 试 证 
Cm)1 2)! 
min! (m+n)! 


是 一 个 整数 。( 第 14 届 国 际 数学 竞赛 试题 ，1972 年 ，) 
分 析 ”这 个 题目 从 表面 上 看 与 组 合 数 无 关 ， 但 当 %2=0 时 ， 


Co= 20201 - C3。 是 一 个 组 合 数 ， 它 当然 是 一 个 整数 ， 由 此 启 


Cn n= 
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发 我 们 ， 是 否 能 把 co,。 写 成 若干 个 组 合 数 的 整 系数 线性 组 合 ? 若 
能 做 到 这 一 点 ， 那 么 因为 每 个 组 合 数 是 整数 ， 从 而 得 知 它 的 整 系 
数 线性 组 合 也 是 整数 ， 因 而 an,s 是 一 个 整数 。 沿 着 这 一 线索 思 
考 下 去 ， 就 不 难得 到 证 明 . 

证 通过 直接 验证 ， 可 得 递 推 公式 

Qn’n= 40mon-1 一 0Omt+rle-ls (13) 
上 式 说 明 ， Gmsn 可 以 通过 Umn-!1 和 n+barl 的 整 系数 线性 组 合 来 
表示 ， 这 里 1 的 指标 虽然 增 大 了 ， 但 妈 的 指标 都 下 降 了 ， 同样 
地 ，Cmn-l 和 Camsln-l 可 以 分 别 通过 Cn -s， Qnm+is na-2 和 Corpbn-29 
Lm+2y na-2 的 整 系数 线性 组 合 来 表示 。 每 递 推 一 次 ,7 就 降 为 0- 1， 
继续 做 下 去 ， 最 终 可 得 
n= 局 zansnn 

这 里 是 确定 的 整数 ， 由 于 wntre = C3 六,w 是 整数 ,因而 am 是 
整 玫 

例 7 试 证 对 任意 的 自然 数 4， 和 数 

42+C 

不 能 被 5 整除 .。( 第 16 届 国 际 数 学 竞赛 试题 ，1974 年 》 

分 析 初 看 起 来 ， 这 道 题 很 难 下 手 ， 但 仔细 分 析 ， an 的 表 
达 式 和 二 项 式 展开 有 点 相似 ， 若 能 把 它 表 成 某 个 数 的 次 方 ， 就 
容易 讨论 了 . 

证 引进 

= 也 (12 

于 是 

VBartbo = 袜 C 各 村 (至 )201 + 六 C 生 5(V 吾 汉 

一 名 Cinri(v 8)*= (V8 + 了 2 1 
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(这 样 我 们 确实 把 VB4。+ bs 表 成 了 (V 吾 +D 的 24+1 次 方 但 
因 表 达 式 是 出 现 了 WV 吾 这 样 的 无 理 数 ， 还 是 不 便于 讨论 ， 这 时 自 
然 想到 ) 

VBa-b= DCH VB) DD CH (VBE)™ 


=(vV 8 -1 
把 这 两 式 相 乘 就 得 
8a2— b2= 77+1, (14) 
(从 这 个 式 子 出 发 就 便于 讨论 了 。) 把 (14) 写 成 
8a2 = 8 二 72n+1。 《15)》 


如 果 a, 能 被 5 整除 ， 当 然 8a2 也 能 被 5 整除 . 从 (15) 得 知 ,52 十 
7”*1 也 能 被 5 整除 、 但 
72"= 49"= (50~1)"=5g+ (~ 1)", 
这 是 因为 用 二 项 式 定理 展开 后 ， 除 了 最 后 一 项 为 (- 1)" 外 ， 其 他 
项 都 是 5 的 倍数 ， 记 为 54g， 于 是 
7”*1= (5+2)(5g+ (—1)")=5g +2(—1)", 

这 说 明 7”*! 用 5 除 所 得 的 余数 是 2 或 -2， 这 就 要 求 恕 用 5 除 
所 得 的 余数 也 是 2 或 ~ 2. 但 如 是 一 个 平方 数 ， 而 

12=1，22= 4，32= 9，42= 16， 
它们 中 间 每 一 个 用 5 除 ， 所 得 的 余数 只 能 是 1 或 1， 因而 52+ 
72*+1 不 能 被 5 整除 ， 从 而 4 也 不 能 被 5 整除 . 

做 这 个 题 时 ， 第 一 个 想法 是 把 a 的 表达 式 算出 来 ， 这 并 不 
困难 。 但 即使 写 出 了 表达 式 ， 还 是 不 能 证 明 要 求 的 结论 。 这 里 引 
进 名 ， 并 利用 二 项 式 定理 把 a,, 5 的 关系 用 (15) 表 达 出 来 ， 这 是 
技 吓 很 高 的 一 步 。 有 了 (15)， 问 题 就 迎刃而解 了 ， 


思考 题 


1。 试 用 比较 系数 法 证 明 C$ 二 CI 


Neor 


Ca] 
在 计算 之 Ca**" 时 ， 用 了 单位 根 的 什么 性 质 ? 


=0 
[二 
， 不 要 用 公式 (11)， 直 接 用 单位 根 的 性 质 来 导出 “ 冯 
习 题 35 
用 比较 系数 法 证 明 下 列 恒等式 ， 


.CICs = 0m, 
kel . 
2 

(I) Ch CR-*=(—1)" CS ， 


. > pCE C 所 =HBCL m1 四 


k= 


A DT D 和 CE， 和 要 是 人 
0 


， 如 果 4 是 奇数 ， 
利用 公式 (11) 证 明 下 列 等 式 ， 


[Ls] 
2 Cw =1 (2"+ 2 cos-3Z 
R20 3 
[3] 
-1 从 亲人 nm HT 
。 忆 Co = (2 十 2( 2) cos2z ). 


E= 
. bp C= 2" +1)" 222*1) 。 


284 


C 芝 的 求 和 公式 。 


第 36 讲 递归 数列 (一 ) 


去 济 怀 


在 组 合 恒等式 部 分 ， 为 了 要 计算 
Dh 
入 们 站 渤 了 一 个 新 的 数列 
= Dh 
用 5, 作 桥 梁 ， 导 出 了 a, 的 递 推 关系 


Cn = 20n-1 ~ Gn-2» (1) 
由 它 和 初始 条 件 = 1， CI= 2， 我 们 得 到 4 = +1, 

这 是 求 某 些 数列 的 一 般 表 达 式 的 一 种 方法 ， 先 求 出 该 数列 满 
足 的 递 推 关系 ， 和 所 要 避 泛 让 关 叉 济 初 苔 条件 来 出 这 数列 的 玉 
达 式 ， 让 我 们 再 来 看 一 个 经 典 的 例子 . - 

非 波 那 契 在 1202 年 提出 了 下 面 的 问题 : 

假定 一 对 免 子 每 隔 一 个 月 生 一 对 一 雌 一 雄 的 小 兔 ， 每 对 小 锡 
在 两 个 月 以 后 也 逐 月 生 一 对 一 峻 一 雄 的 小 兔 ， 现 设 年 初时 在 免 房 
里 放 一 对 大 兔 ， 间 一 年 以 后 ， 免 房 里 有 多 少 对 兔子 ? . 

”我 们 来 分 析 一 个 这 个 问题 。 在 二 月 初 ， 最 初 的 那 对 大 免 要 生 
一 对 小 免 ， 因 此 ， 二 月 初 兔 房 里 有 一 大 一 小 两 对 秒 子 。 到 三 月 
初 ， 那 对 大 兔 继 续 生 一 对 小 免 ， 这 时 兔 房 里 已 有 2+1=3 对 兔 
子 . 到 四 月 初 ， 最 初 的 那 对 大 免 又 生 一 对 小 免 而 二 月 初出 生 的 ; 
那 对 小 免 已 经 开始 能 生 一 对 小 免 了 . .因此 ， 四 月 初 兔 房 里 有 3+ 2 
=5 对 兔子 .到 五 月 初 ， 最 初 那 对 大 免 继 续 生 一 对 ， 二 月 初出 生 
的 那 对 也 生 一 对 ， 三 月 初出 生 的 那 对 开始 能 生 一 对 了 。 故 五 月 初 
免 房 里 总 共有 5+ 3= 8 对 兔子 .再 用 这 个 方法 继续 讨论 下 去 就 有 
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点 说 不 清 了 ， 下 面 换 一 种 方法 讨论 . 
用 4 记 第 妈 个 月 初时 免 房 里 兔子 的 对 数 ， 于 是 ， 
di=1, d=2, ds=3, 4d,=5, 4s=$8. 
我 们 发 现 ， 这 五 个 数 有 一 个 规律 每 一 个 数 是 前 面 两 个 数 的 和 。 
Qs=ditds, QU=42+4s, ds= ds+a. 
这 个 规律 一 般 对 不 对 呢 ? 我 们 可 以 这 样 想 ， 第 % 个 月 初时 ， 人 免 
房 中 的 兔子 可 以 分 为 两 部 分 一 部 分 是 第 %*- 1 个 月 初时 已 经 在 
免 房 中 的 兔子 , 共有 ds-: 对 ， 另 一 部 分 是 第 4 个 月 初 新 出 生 的 小 
免 ， 总 共有 a 对， 这 是 因为 凡 第 一 2 个 月 初时 在 兔 房 中 的 锡 
子 (不 论 大 小 ) 到 第 4 个 月 初时 都 能 生 一 对 小 免 ， 于 是 得 关系 
Grn= Gn-it Qn. 

如 果 规 定 ao = 1, 依 题 意 又 知道 41 = 1, 那么 4 = 2=1+1=aot+ai 
我 们 把 满足 递 推 关系 

Cr=Cn_i+C-2，1=2，3，… (2) 
且 有 初始 代 4ao=1，a1= 工 的 数列 叫做 菲 波 那 契 数列 。 从 (2) 以 及 
初始 值 ce = &: = 1， 不 难 算出 41s= 377， 即 第 二 年 初 ， 免 房 里 已 : 
有 377 对 兔子， 现在 的 问题 是 如 何 根据 上 面 的 递 推 关 系 和 初始 条 
件 求 出 &, 的 一 般 表 达 式 . 

一 般 说 来 ， 如 果 数 列 {&,} 满 足 
Qn=CiQncit Caln st tCednts (R=k,Rt+1,... ) (3) 
其 中 cx 类 0， 就 称 {dj 是 一 个 & 阶 线性 递归 数列 ， 之 所 以 称 为 “ 线 
性 "， 是 因为 每 个 &; 都 是 以 一 次 的 形式 出 现 的 . 菲 波 那 契 数 列 就 

是 一 个 二 阶 递归 数列 ， 

尼 阶 递归 数列 {& 由 递 推 关 系 (3) 和 有 个 初始 值 46，a1，…， 
Cr_l 所 唯一 确定 . 因为 如 果 46，41，…， mt 的 但 知道 了 ， 从 
(13) 便 可 算出 ws 的 值 ， 再 根据 441，4:，…，as 的 值 ,由 (3) 便 可 
算出 gsri 的 值 ， 如 此 等 等 . 

我 们 的 问题 是 ， 如 何 根据 弟 推 关系 (3) 和 4 0o，00 pp QL! 这 
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个 初始 值 ， 定 出 线性 递归 数列 {4,} 的 一 般 表达 式 ， 
先 讨论 二 阶 递归 数列 ， 它 的 递 推 关系 为 
Cu = CiQn-1t+ Clln-2y R= 2, 3, (4) 
C2<0。 称 二 次 方程 
X= CIY 二 Ca (5) 
为 (4) 的 特征 方程 。 我 们 分 两 种 情况 来 讨论 : 
(一 ) 特 征 方程 有 两 个 不 同 的 根 4，Xas， 即 x1 冯 X2。 
因为 x,，xs 是 (5) 的 两 个 根 ， 因 而 由 韦 达 定理 
Xi 二 YXYz= 一 CI，YXIiY2= 一 Ca 
于 是 (4) 可 写成 
Qn= (Xi1+ Xa) G1 KINA 
从 它 可 以 得 到 
0 一 YiGo-1= Xs(GCo-1 一 XICn-2)9 
Cn 一 %a0n-1= XIAnt™— Xs). 
如 果 记 ,= 0 一 和 Qn-1，94=4s 一 Xs4r-1， 那么 上 面 两 个 式 子 可 
写 为 DP, = Ya2 办 -1，0n= YIgn-1， 
因而 可 得 
Pari= Xp Psa= Xp, …， 办 = Xap, 
由 此 即 得 如 ,= X23， 间 理 gq!1 = Xi， 


钾 Cn+l 一 YiCn = X32D1s 
Qn+i™ Xln = XL! 

辆 式 相 减 得 

ZL = XI1g: 一 X3 力 

Xi— Xs 
果 j ~- ”和 -办 

如 果 记 Ql CR a, TR? 
铀 可 得 a, 的 一 般 表 达 式 为 

Gs = 13 二 aa (6) 


这 里 ai，a; 是 两 个 待定 的 常数 ， 由 初始 值 co，4i 来 确定 .。. 

反之 ， 我 们 也 容易 证 明 ， 对 任意 常数 a,，a;，(6) 满足 递 推 
关系 (4)， 事实 上 

Ga— Ciln-1i— Caldn-2= (OIXT+ AXE) — C1 (OWT! + OX2 1 

一 Ca(QIXY ?+ AXL 2) 

=QXI (XP— CXi C2) + ANB (XE ~ CXs ~ C2) = 0. 
这 里 我 们 已 经 利用 了 Xx1，Xs 是 特征 方程 的 根 的 事实 ， 

(二 ) 特 征 方 程 有 两 个 相同 的 根 ， 即 xX1 = 如 

在 这 种 情况 下 ， 上 面 的 加 = 4 从 加 = X47!p, 得 

Qn— XiQn-1 = XIDpi, i 
XiQn1— XAns = XI ps 


XI 202 ~ XI A = XI 1D, 
XIiQd— XIQ0= XI 1D. 
把 上 商 这 多 个 式 子 加 起 来 得 
Qn = XIA0+ NX 1! 力 . ， (7> … 


因为 c: 关 0,， 故 X1 寺 0， 记 Bi=ao， Pp:= a 多 则 (7) 可 和 写 为 


Gn= (Bit Pen) XT. ~ (8) 
反之 ， 对 任意 B61,，B;，(8) 满 足 递 推 关 系 (4)。 事 实 上 , 因为 


Xx! 是 方程 x%*~-c1x 一 c= 0 的 重 很 ，X1= -2 即 2X1 一 c= 0, x = 
一 C:。 于 是 


Co 一 cign-i 一 Con- 

= (Pi+ Bn)x1i~— cB + Bn— 1)]%Y3 
~ cs Pit Ps(n— 2) IYI | 

=PBx2 (X93— CX1— Cs) 十 DY “(X92 ~ CXir Co》 
+Pxi!ilc~2x)=0,. ~、 
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综 上 所 述 ， 我 们 得 到 这 样 的 结论 : 
定理 1 如 果 x1，X; 是 北 推 关系 
Qn=CiQn-1t Cln-2s RH=2, 3 
的 特征 方程 x**= cx+cs 的 两 个 根 ， 那 么 
(让 当 Xi 关 Xs 时，a 的 一 般 表 达 式 是 
Cn = QIX4 十 aaX3。 
(让 当 %1= Xs 时，4, 的 一 般 表 达 式 是 
an= (B+ BN) Xt, 
这 里 a:，q;，PB1，B。 都 是 由 初始 值 确定 的 常数 ， 
由 此 得 到 求 二 阶 递归 数列 一 般 表 达 式 的 方法 如 下 : 
第 -~ 步 ， 写 出 递 推 关 系 
Qn = CiQn-it Cdn-s 
所 对 粒 的 特征 方程 
X= CX + C2, 
第 二 步 : 解 特征 方程 得 到 两 个 根 Xi:，xa。 
第 三 步 ， 如 果 % 关 4s， 则 Ci = Qa1X3 + asX33 
”如 果 X1=%2， 则 Qi= (8 + Ben)x?. 
第 四 步 : 根据 初始 值 co，4i 定 出 xi，w: 或 B1,，B，. 
现在 就 根据 这 个 程序 ， 来 计算 非 波 那 区 数列 的 一 般 表达 式 . 
非 波 那 契 数列 的 递 推 关 系 是 ， 
Gn= 0o-1 十 Cr- 1=.2，3， 罗 


它 所 对 应 的 特征 方程 是 


2 XxX~1=0, 
它 的 两 个 根 是 | 
1+V3 11-Vs 
.| 2 0, 
所 以 ,= Qix3? + qsx3, 根 据 初始 条 件 Qo= 1,Q1= 1, 得 联 立方 程 组 


289 


{ 人 1 十 Go = 1， 
XIX1 十 Co2X2z= 工 。 


解 这 方程 组 得 


一》 0Q;= 一 = 一 。 
Xa 一 XI V5 Xa— Xl V5 
贡 后 得 基站 于 站 牙 列 的 一 般 表 这 式 为 


au = -二 (X31 x3) 


A) EE 
i a, 的 值 时 ， 可 把 (9) 写成 


(= 之 3) - (3)" 
“V3 V5\ 2 “ 
WN 而 a, 是 个 正 整数 ， 放 得 
[CD] was 

[A (DJ se 


这 里 [XJ 是 x 的 整数 部 分 。 

. 例 1 用 1，2，3 三 个 数字 来 构造 位 数 ， 但 不 允许 有 两 个 
紧 挨 着 的 1 出 现在 2 位 数 中 (例如 ， 当 2=5 时 ，31213 是 允许 
的 , 11233, 31112 都 是 不 允许 的 ), 问 能 构造 多 少 个 这 样 的 2 位 数 ? 

解 设 能 构造 a4; 个 4 位 数 ， 容易 知道 41=3，4as=8。 当 
之 3 时 ， 如 果 如 位 数 的 第 一 个 数字 是 2 或 3， 那 么 这 样 的 2 位 数 
有 20,-: 个 如果 2 位 数 的 第 一 个 数字 是 1， 那么 第 二 个 数字 只 
能 是 2 或 3， 因 而 这 样 的 2 位 数 有 2C。-: 个 ， 于 是 得 递 推 关系 
Qs= 2011 十 202，M=2，3，…。 
如 果 规 定 co= 1， 那 么 46，41，a; 满足 上 述 关 系 ， 为 了 求 得 a， 的 
一 般 表 达 式 ， 先 解 特 征 方程 X2= 2x + 2， 
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Qn = 


得 Zi=1+w3， Xs=1~-vV 3. 
所 以 C,= aa(1+w 了 )"+as(1 一 ww 可) 从 Co= 1， Qi1=3 得 
Ata=1, (I+vV3)at+(1— 3 了)az=3， 


解 之 得 = 后 ， = 多 2 故 得 所 求解 为 


2+V3 3~2 /a 
Gn = 2 (1+V 3)" 十 sl V3) . 
对 于 一 般 训 阶 递 推 关 系 
Ga=CIGn-I+C20 -2 十 Cn-t Ck 大 0, (10) 
它 的 特征 方程 定义 为 x= Ctrl+CsXi2 二 二 Ci (11) 


关于 名 阶 递归 数列 a 的 一 般 表 达 式 ， 我 们 有 下 面 的 

定理 2 如 果 递 推 关 系 (10) 所 对 应 的 特征 方程 有 个 不 相同 
的 根 Z5，Xa，…，%sy， 那么。 Qs= QiX3 十 GX 二 二 QiX 
其 中 Qa，as，…，as 是 由 初始 值 46，41，…, Qi 确定 的 常数 ， 
| 定理 3 如 果 (10) 所 对 应 的 特征 方程 (11) 有 zy(r< 局 个 不 同 

的 根 Yi，…，x， 它 们 的 重 数 分别 为 U1，…，?h,， 这 里 HM1 十 

+M1 = 有 ， 那 入 Cn = P(N) XT+ PR) XE+ + P(N XY 
这 里 PC4)，…，P,(%) 分 别 是 % 的 次 数 不 超 过 41 一 1,…, ,一 
1 的 多 项 式 ， 可 由 初始 值 4;,，a,,…,a4-; 确定 。( 定 理 证明 略 ，》 

例 2 设 数列 {a,} 满 足 关系 式 

Gs= 一 0r-t+160 -2 一 200。 -MXN=3，4，5，…， 

已 知 初始 值 = 0，a1= 1，as= ~ 1， 求 @, 的 一 般 表达 式 ， 

解 ”上 述 递 推 关 系 所 对 应 的 特征 方程 是 za= -%2+16X- 20. 
不 准 算出 它 有 了 两 个 不 相同 的 根 4 = 2，xs = - 5， 其 中 % = 2 是 二 
重 根 .根据 定理 3 得 ga.= (ai + az)2"+ as( 一 5)"。 

aaz+as=10， 

由 初始 条 件 得 [emreo-amra 


4(2xi+az) 二 25as= 一 1 
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、 ,1 _ 5 5 
解 这 方程 组 得 ci= 林 ， Qs 一 15， as 19， 故 得 


hh 5 )2" 《一 1) arty 
二 一 -十 一 ~ 
Qn (3 411 5 
思考 题 


1。 什 么 叫 名 阶 线性 递归 数列 ? 

2。 屡 确定 一 个 户 阶 线性 递归 数列 ， 除了 要 知道 它 所 满足 的 递 推 关系 外 ， 
还 需要 有 什么 条 件 ? | 

3 试 述 求 忆 阶 线性 递归 数列 一 般 表 达 式 的 步 又 ， 


习 题 36 


1， 已 知 {Zo } 满 足 Cn 一 50n-1 一 60n-3， 且 Uo=1， Qi 二 一 2， 求 bn 的 - “ 般 
表达 式 ， 
2。 已 知 {Cn } 满 足 .Cr 一 Cnr-I 十 90n-2 一 90n-3， 且 lo 一 0，0I 一 1， 0 一 2， 
. 求 0 的 一 般 表 达 式 。 
3， 已 知 {Q4) 满 足 4 二 34w-s 一 24n_9， 且 Qo0=1，W1 一 0，Qo 一 0， 求 40, 的 
一 般 表达 式 . | 
4. 有 排 成 一 行 的 % 个 方 格 ， 今 用 红 、 白 两 色 给 这 个 方 格 染色 ， 每 一 方 格 
-只 涂 一 种 部 色 ， 如 果 要 求 相 邻 两 格 不 能 都 涂 红色 ， 问 有 几 种 不 同 的 染 
. 法 ? - 
8。 有 甲 、 乙 、 丙 三 个 小 圆桌 ， 甲 些 上 有 %# 个 大 小 不 同 的 盘子 依 大 小 次 序 
迭 在 一 起 ， 最 大 的 在 底下 ， 最 小 的 在 顶 上 面 . 要 把 这 堆 盘 子 按 甲 桌 上 
的 次 序 移 到 另 一 桌 上 ， 但 规定 每 次 只 能 移动 最 上 面 的 一 个 失 子 ， 而 有 不 
允许 把 大 盘子 放 在 小 盘子 上 。 问 至 少 要 移动 多 少 次 ， 才能 把 这 堆 盘子 
移 到 另 一 后 上 ? 这 里 假定 每 个 圆桌 的 大 小 只 能 放 一 个 最 大 的 盘子 .。. 
6。 证明 


[3] 


这 CE?* = [CVit)" 一 (1 一 Vi 二季)*'!]。 


1 
2°*1V1I+4r 
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第 37 讲 ”递归 数列 (二 ) 
炎 济 怀 四 


”第 36 讲 讨论 的 是 最 简单 的 递归 数列 ， 它 满足 的 递 推 关系 
本 Qn= CI00 -1 十 Co0n-i 十 十 DC- 
称 为 常 系数 线性 递 推 关系 。 它 是 最 简单 的 一 种 递 推 关系 ， 但 却 是 
最 基本 的 .第 36 讲 已 完全 解决 了 求 这 种 递归 数列 一 般 表 达 式 的 间 

题 。 这 一 讲 将 在 此 基础 上 讨论 一 些 更 复杂 的 问题 


例 1 设 {a,} 满 足 ao=2， n=-1+ 6 (1), (1) 
dn-itl 


求 a;， (1987 年 中 国 数学 奥林匹克 集训 队 习 题 ，) 
解 ” 递 推 关系 (1) 不 再 是 线性 关系 ， 而 是 分 式 线性 关系 ， 
为 了 求 出 au 的 一 般 表达 式 ， 把 (1) 改 写 为 


Gn = 2Gn-1+2+4 =2+ 4 


dn-it 1 ds-1+1 ’ 
=3+— 4 
或 Qn+1=3+ ti (2) 
令 和 = an+l， 则 (2) 变 为 和 = 3+- 人 一 ， 这 样 问题 便 转 化 为 求 
2 一 1 
Da, 它 满足 bo= 3, bn=3+ 5 9 N= 1 2 (3) 
名 一 人 

设 5。- -名 -代入 上 式 得 

Dn 4 二 ddr-! _ 3Ppr-1+ dg,_1 

-二 3+ =3+ 1 = 

dn Da-i Dr-i 加 -1 

. dn-1 、 
由 此 即 得 Dn= 3prn-1it 4gn-1» Gn = Dn-i, 
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把 gu = ps-! 代入 前 面 的 公式 ， 即 得 加 。 满足 的 关系 式 ， 
pr = 3pr-1+ 4Drn-:» =2，3，…。 (4) 


它 正 是 第 36 讲 讲 过 的 那 种 常 系数 线性 弟 推 关系 。 因 为 如 = b= 3 
所 以 得 加 =3，gq=1。 另外 从 (3) 得 六 +3+ 关 = 全 -如 
所 世 加 = 13，gi = 3， 于 是 利用 第 36 讲 讲 过 的 方法 ， 从 (4) 和 加 


=3， 力 = 13 便 可 解 得 加 = 二 (Di+4e9)， (5) 


由 此 得 go= 加 -= (CD"+4rD， 因而 


加 Does 
dn 《一 1) 十 和 
所 要 求 的 ws = ii = 3 人 全 二 站 ，M= 0，1，2，:， 
这 就 是 a 的 一 般 表达 式 . 
解 上 面 这 个 题 的 过 程 是 这 样 的 ， 先 把 求 a; 的 问题 转化 为 求 
5,， 再 把 求 入 的 问题 转化 为 求 加 和 gq,， 而 p, 满足 一 个 二 阶 常 
系数 线性 递 推 关 系 ,. 利用 第 36 讲 的 方法 求 得 加 ， 由 9; = 加 :得 
ny 从 而 求 得 Qn. 
例 2 数列 {4,} 定 义 为 


Co=2， O= 开 ， Qn+1= Qn(a2-1— 2)- a, 22= 1,2,...(6) 


9 


2 
试 证 [ZJ 2 ，7M=T，2，3，，…。 
这 里 [an] 表示 a; 的 整数 部 分 ，( 第 18 届 国际 数学 竞赛 试题 ，1976 


年 。 ) 

证 这 题 年 一 看 来 ， 简 直 无 法 下 手 。 我 们 试 着 来 求 满足 
(6) 的 下 列 形式 的 解 Qs= ?24+2-o，N= 1，2，…。 (7) 
即 适当 取 5b,， 使 由 (7) 下 示 的 as 满足 (6)， 为 此 把 (7) 代入 (6) 得 
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25n54+1+ 2-6n4+1=〔(26 十 2 如)((25n-1 二 2-bn-1)2-~ 2) — 


= (25n 十 2-5)(220n 一 1 十 2-2%n—1) 一 总 
= [2462+ 25z 一 ! 十 2- (nr2bn1) ] 
+ [24"~20ns 十 927 (bn™2bn—1) 了 一 (2 十 ). (8) 


如 果 选 取 Du 使 之 满足 bnti = 0 十 20,， (9) 
这 时 5b, = Di+26。:， 或 
D。 一 220。-: 三 2Db, -2 — bs-1 二 一 《Di 一 2Db,-2) 
= (1)°(b,.2— 2b-s) = "= (~1)" 1(D — 2b,). (10) 
2 如 2 0 2 
从 (7) 得 20+2-9=C=2， 即 (2 2 一 2- 7) = 0, 即 22 =2-2， 
25 =1， 所 以 各 = 0 另外 ，24+ 2-4= Ci= 避 ， 所 以 54.=1, 于 
是 从 (10) 得 Bb 一 2bs-1= (一 "1 
因而 Dbn~2bn 1 十 9™ dn-2br 1) =2 (1) 下 十 2470 ”一 2 十 部。 
它 满足 (9) 和 初始 值 如 = 0，5, = 1。 由 第 36 讲 讲 过 的 方法 立刻 算得 
1 jon . 
| bn = 3 (2 ( 1) )， 
这 样 就 得 到 满足 (6) 的 4a; 的 一 般 表 达 式 
Qn= Dbn 十 2 bs = 2 (11) 
由 于 2"= (3~1)"=3"~- C43" Tit (1 C13+t+ (1)" 
= 3g+ (~ 1)7”， 和 
这 里 4 莽 正 整数 ， 所 以 2"~ (~- D"= 34， 因而 和 = 一 和 上- 


n 
一 (下 ) 


是 正 整数 ， 另 外 0<2-o<1， 故 从 (11) 即 得 [cu]=2 
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这 道 题 的 解法 和 例 1 不 一 样 ， 但 最 终 还 是 归结 到 求 一 个 满 忠 
常 系数 线性 递 推 关系 的 数列 。 
例 3 设 正 数列 {4a,} 满 足 
Qi1=1, Gs=10, a%as_2=10a%_1, N=3, 4, '**. 《12) 
求 a 的 表达 式 。(1987 年 中 国 数学 奥林匹克 集训 队 习 题 ，》 
解 ”这 是 非 线性 的 递 推 关系 ， 把 (12) 政 写 为 


Un 2 Un-1 . 
( 2 -10-&o-:-， (13) 
今 ba= 一 29 一 , 则 (13) 又 可 写 为 3%=105ss bo= (105-D#.(14) 
~ 。 
出 这 递 推 关系 可 得 


五 = 010 bi= 10 (0bo-: ) 二 = 10 生 二 (5 ，) 入 
=102'#(10 5 a 101 4 8 (5 二 = 
10 下 + 二 + + (Cp, ) 5a 


一 0+ + 2 (a ) 
二 让 


1 -~ 


1 
=1017 3 .10 2 = 10, 


由 此 得 a, = 10aw- 即 &4 是 一 个 等 比 数列 、 于 是 ，a。= 10ast 
= 1020 -=…=10”40=10 1 ， 这 就 是 as 的 一 般 表 达 式 . 

设 了 是 定义 在 非 负 总 数 集 上 的 函数 ， 那么 数列 {ao} 也 可 表示 
为 {7 (%)}， 这 样 的 记号 在 讨论 某 些 间 题 时 更 方便 ， 

例 4 设 / (2 是 定义 在 自然 数 集 上 且 取 自然 数值 的 严格 递增 
的 函数 , 如果 (2) = 2, 目 当 17 瑟 素 时， (11) = (171) (2). 

(15) 

证 明 ， 对 一 切 正 整数 丸 有 (2a) =2。 .6 
(第 24 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 试题 ，1963 年 。) 

证 先 来 证 明 /3) = 83。 因为 了 是 严格 递增 的 ， 所 以 F(3) 
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>F(2) = 2。 如 果 能 证 明 .F(3)<4， 那 从 就 必定 有 (3)=- 3 利用 
条 件 (15) 得 fC(3)f(7) = (21)<A(223= 2) 克拉) 42 大 (11) 
<2J (14) = 27 (2)J 7) =4747).，: 

由 此 即 得 (3) 之 4 因而 f(3) = 3， 现 若 (16) 不 成 立 ， 设 使 Fo) 
z#4 的 最 小 正 整 数 为 joy 因为 J(1) = 1( 这 可 从 JJ(2)=2 的 假定 
导出 )，jJ 2) =2，f(3) = 3， 所 以 Nh 之 4。 也 就 是 说 ， 我 们 假定 

f(D)=1, f(2)=2, f(3)=3, *…, (No 一 1)=Mo 一 1，: 

f (10) ab/ | 
因为 有 (0) 之 f (26~1)=Ho~1, 但 f (10) 天 70y 故 因 有 Jf (20) 之 N00。 
又 因为 f 是 严格 递增 的 ， f (no+ 1)>f(m0) 宝 [0， 所 以 (no+1) 
之 No +1。 闻 理 10+ 2)>f (ho 1)>m + 1, 因而 f(%0+2) 
-e+ 2。 一般 来 说 ， 当 UPMo 时 有 | 
~ f 1) >n. i aap . 

现 设 1% 为 奇数 ， 则 2 和》%o=-2 互 素 ， 由 (15) 得 

f 210-2)) = F622)f 02) = 27 (Ho ~ 2) =2(n0—2).(18) 
六 为 24，2(- 2)2MNoy 从 (17) 得 (2(2o ~2))>2(n0 一 2)， 
.这 与 (18) 相 矛盾 . | 

如 果 7 为 偶数 ， 则 2 和 %o~1 互 素 , 于 是 

f (280 1)) = (2)f 610 1) = 2f m1) = 2(%0—1).(19) ~ 

显然 2 人 zto 一 1)>N0，,. 从 (17) 应 有 7 了 (2(po- 1)) 盖 2(po 一 1)， 这 和 
(19) 矛 盾 ， 因 而 (16) 成 立 。 
这 里 的 递 推 方式 和 前 面 几 个 题 很 不 相同 ， 它 建立 在 互 素 的 自 
然 数 上 ， 因 而 处 理 的 方法 也 和 前 面 的 不 同 。 “ 

例 5 设 f,g 是 定义 在 正 整 数 集 Z+ 上 并 取 正 整数 值 的 严格 
递增 函数 ， 如 果 它 们 满足 : 

(i) 7Qr)U9gCD) =21,. 

(ii) f (2*) 站 90Z = 9 

(iii) g(2) = f(f (1)) +1, 
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求 .240)。 (第 20 届 国 际 数学 竞赛 试题 ，1979 年 。) 
在 解 这 题 前 ， 先 证 明 一 个 一 般 的 结果 


命题 。 设 <， 有 是 正 的 无 理 数 ， 且 满足 二 + 方 ~ 1 那么 数列 
[ax]，[2a]，…，[Na]，…， (20) . 
[LB], [20]， 9 [218], “sy (21) 
合 起 来 恰好 不 重复 地 构成 自然 数 集 . 


首先 证 明 [%wa]，[%B] 都 是 严格 递增 的 数列 ， 事 实 上 ， 因为 
a>>1，0>1， 所 以 . 

[4Gz+1)ax]= [za tal>tnast+ tial>Ltnal+1>[Lna]. 
同 理 可 以 证 明 [%B] 也 是 严格 递增 的 于 是 (20)，(21) 两 个 数列 
本 身 没有 重复 ， 如 果 (20) 与 (21) 中 的 数 有 重复 ， 即 存在 自然 数 
%*，IK， 使 得 Fan]=[Bi4]=k， 这 时 an=kt+90，Bm=kt9， 这 
里 0<9,，9?9 过 1， 于 是 

0 


we 1 1 0 Pp 0 
Nt+m=k 二 + kt to. 


但 0< 生 + 六 < 二 + 让 = 1， 这 说 明 2+ 不 是 整数 ， 这 当然 不 


可 能 ， 这 就 证 明了 (20)，(21) 合 起 来 构成 了 不 重复 的 自然 数列 . 
今 再 证 明 任何 自然 数 必 在 (20) 或 (21) 中 出 现 . 设 是 任意 自然 


数 ， 记 = |- |. 如 果 1> 芯 ， 即 <na， 那 么 h< na 之 
[LC(k+1)al/a=kt+1, Dk=fna], 这 说 明太 出 现在 (20) 中 ， 好 
果 n<< 和 <， 则 
， Bo,_ 1 _ 1 
Bi-m>Bh- Sk= Bh(1-1)= Bkj-=h 
Bp-m<Bh-B( Lt! -1) 
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=PR+1) -Bg+1) 


=(k+ DP (1-3)=k+1, 


所 以 [6(8- N)]= Ap， 这 说 明太 出 现在 (21) 中 。 这 就 证 明 了 (20) 
和 (21) 合 起 来 构成 了 不 重复 的 自然 数 系 。 
现在 回 到 例 5. 


解 对 于 清 足 十 + 二 = 1 的 无 理 数 a, ,如 果 令 f(%) = [na 
9(4) = [0]， 那 么 f， g 满足 题目 中 的 条 件 (i)， (ji) 。 现在 选取 
wa = 到 G+w 了 3)， B= 3+V5), 


容易 证 明志 + 1。 我 们 证 明 这 样 的 /，g 也 满足 题 中 的 条 件 


《iii)， 即 要 证 
[28J=ILEnajal+1., (22) 
因为 a>>1，a*=p, 所 以 [naJa<na?= 1， 即 [[Na]a] 委 [20]， 
”但 由 上 面 所 证 的 命题 ， 等 号 不 能 成 立 ， 因 而 [[zaJa]J<[zp]， 即 
[npBJ>L[Lnajal+1., (23) 
另 一 方面 ， 因 为 6=1+a， [7%B6j= [na+1)]= Ena+%j]= Ena] 


十 ph， 又 因 a = 1+ 寺 ， 所 以 
加 1/ 1 
[NUaJa= [ha] 1+ 十 ) 
=“[%a] + [nol> [na] + 工人 oa ~1) 


= [Ma] 二 -十 =[?Np] ~ 1>[xp]- 1， 
Qo 


和 
[%8] 委 [[2a]ac]+1l。 (24) 
综合 (23) 和 (24)， 即 知 (227 成 立 。 
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于 是 js) = [om=| 一 二 xx 出 g(n) = [xzp] 


- [S53 ”| 是 天目 中 要 这 的 了 和 2， 到 现在 容易 算 上 
Fio) 388. - 


思考 题 
已 总结 本 宰 中 五 信任 于 解 题 方 法 的 特点 . 
好 各 能 各 从 例 1 总 结 出 求 满足 


Qn 14 
a =7, On = 二 = 1, 2, 
at 


的 数列 0 的 一 一 般 光 式 的 方法? 其 中 a,，p, vy, 56, ?是 已 知 数 


习题 37 


， 设 (6,}) 满 足 40=10，2, 二 -00n-! 一 77 HM=1,， 2, 
Qn_i—8 
- 求 0 本 
2 设 {cn } 满 足 0 一 1，40n0ne1 一 (2n 十 Co 一 1)3， dnri> Ons 
求 c。. .. 
3. 设 {Cn } 满 足 a=4, ga=10， 032VCa 3 一 503 
求 g。， 
4。 设 {Qn} 满 足 
Co 一 2， 好 1 一 了 


求 cn， 
5， 设 jz) 和 gf2) 是 由 下 列 三 个 条 件 确 定 的 自然 数 序列 ， 
(i) f(D)=1, 
(i) 9(2) 二 HQ 一 1 一 f(n)，a 是 一 个 大 于 4 的 整数 ， 
《 进 ) /Cw 十 1) 是 与 24 个 数 CI) ,7(2)，，F(G2) ,9(1)， gC2)， os 
9g(#) 不 同 的 最 小 的 自然 数 . i 
证 明 存 在 常数 p，4q， 使 得 f(n) 二 [pnj,; g(n)=[gn1, 


’ Cay1I 一 Cn(08- 一 人 一 Ci HB=1, 2, 
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第 38 讲 整 除 修 ， 


谢 肯 刚 


一 、 带 余 除法 i 
我 们 知道 ， 整 数 相 加 、 相 减 或 相 滋 后 都 得 到 整数 ， 而 两 个 整 
数 的 商 就 不 一 定 是 整数 了 。 在 算术 中 ， 大 家 都 学 过 用 一 个 正 整数 
去 除 一 个 整数 得 到 一 个 商 数 和 一 个 余数 的 带 余 除法 。 -例如 ，.179. 
除 以 34 商 5 余 9， 写 成 式 子 就 是 179= 34 x5+9。 
用 一 般 公式 来 表示 ， 就 是 1 : 
定理 1 设 4a, 5 是 给 定 的 正 整 数 ,，5>>0， 则 有 唯一 的 gq 和 
7， 满 足 | - 
a=bgq+r, 0<r<b. (4) 


证 到 g=| 2], 7=Q 一 bq， 即 得 (1). 又 如 果 还 有 g/， 


7! 满 足 (1)， 则 得 b5(q-g =ri~7+， 即 有 blq-gq'|=|r’~-r|. 
因为 5>0 及 Ir'-r1<b， 只 有 r+’~r=g-q=0， 即 /'=7， = 
4。 因此 唯一 性 成 立 。 

在 (1) 中 ，g 称 为 a 除 以 5 的 (不 完全 ) 商 ， ; 称 为 a 除 以 5 的 
余数 ， 当 r=0 时 ,a= bq， 即 4 为 5 与 一 个 整数 的 乘积 ， 称 为 5 
整除 a， 记 成 bla.。bla 也 称 a 是 5 的 倍数 ，5 是 a 的 约 数 . 

用 2 作 除数 ， 其 余数 > 有 2 种 可 能 的 情况 ， 即 y= 0，1，… 
或 4- 1。 特 别 地 ， 用 2 作 除 数 ， 余 数 为 0 或 1， 前 者 被 除数 是 候 
数 ， 后 者 被 除数 为 奇数 。 

例 1 车? 是 奇数 ， 则 8122 -1。 


证 设 n=2k+1, 则 N21i=(2k+1)*~1=8 RC tL) ， 
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由 于 或 +1 为 偶数 ， 因 此 (+1) 为 偶数， 即 避 所 +1 为 下 


数 ， 故 81782 一 1。 | 

例 2 4 个 连续 整数 中 恰 有 一 个 是 的 倍数 . 

证 设 这 2 个 整数 是 M，MT+1，…，7M+MN-1， 又 令 1M = 
N4+1(0<tSN~1)。 当 t=0 时， 显然 区 就 是 4 的 俏 数 如果 
1<t<n~1,， 则 m+n~t 是 1 的 倍数 ， 并 且 是 4 个 数 中 的 一 个 
由 于 的 两 个 不 同 的 偿 数 之 差 至 少 是 x, 而 4 个 连续 整数 中 任 
意 两 个 之 差 至 多 是 % -~ 1， 所 以 其 中 不 可 能 有 两 个 妈 的 倍数 ， 

二 、 叭 一 分 解 定理 ， 最 大 公约 数 

如 果 一 个 大 于 1 的 整数 可 以 写成 两 个 大 于 1 的 整数 的 乘积 ， 
就 称 为 合 数 ， 否 则 称 为 素数 .1 既 不 是 素数 ， 也 不 是 合 数 ， 

定理 2 任何 大 于 1 的 整数 都 可 以 表示 成 素数 的 乘积 ， 若 不 
计 这 些 素数 因子 的 次 序 ， 则 这 种 表示 法 是 唯一 的 。 

定理 2 是 初等 数论 中 最 重要 的 定理 ， 称 为 正 整 数 的 唯一 因子 
分 解 定理 或 算术 基本 定理 。 

把 定理 2 中 所 说 的 素 因 子 分 解 式 中 的 素数 按 其 大 小 次 序 排 
列 ， 并 把 相同 的 乘 在 一 起 ， 就 得 到 唯一 分 解 定 理 的 另 一 种 说 法 ; 
如 果 %Z2， 则 4 可 以 唯一 地 表示 成 

n= pre1% ps3, (2) 
其 中 Di<<p, 都 是 素数 ， Qs ,都 是 正 整数 .。 (2) 通常 称 
为 妈 的 标准 因子 分 解 式 。 有 时 为 了 方便 , 还 可 以 在 标 准 因子 分 解 
式 中 添 某 些 素数 的 零 次 宕 。 

由 定理 2 立刻 可 以 推出 

定理 3 设 少 是 素数 ，plab， 则 pla 或 p15b. 

例 3 若 以 4 和 以 六 都 是 整数 ， 并 且 &% GD， 则 15。 

证 设 & C = 友人 = ppl(ay>0，Pi>0) 是 
以 CE 和 以 5 的 标准 因子 分 解 式 .由 于 以 QQ 所 以 wi<pG= 1 
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5) A= pp b= 用 0 用 0。 由 于 CMR<SpNC= 1 
…，8)， 记 以 al6b. 

由 (2) 可 知 , 名 = pr…ps* 的 正 约 数 d 可 以 写成 d = pi1…p! 
(0 所 Bat)， 由 于 6 有 as+1 种 不 同 的 取 法 ， 所 以 2 的 正 约 数 
个 数 CU) = (1+aD)…(l1+a,)、 | 

给 定 两 个 整数 4，b， 它 们 至 少 有 一 个 公共 的 约 数 1。 如果 
和 5 只 有 这 一 个 正 的 公约 数 ， 就 称 & 与 5 互 素 ,4 和 5 的 公约 数 中 
必 有 一 个 最 大 的 ， 称 这 数 为 a 与 5 的 最 大 公约 数 ， 记 成 (4， 仿 ， 
显然 ,4 与 5 互 案 就 是 (4，0) =1. 

如 果 &= p91…p8* ，5= pl'…p2!: 是 a 和 5 的 标准 分 解 式 ， 
显然 (C， =P.…'， 其 中 71=min(as，B4)。 容 易 看 到 a，b 
的 公约 数 必 是 (4，5) 的 约 数 . 

a 和 5 的 公 倍 数 中 最 小 的 那个 , 记 成 [w， 妇 。 显 然 有 [a，0] 
= pf.pts ， 其 中 以 =max(as，Bi) .容易 证 明 a 和 2 的 公 倍 数 
都 是 La，5] 的 倍数. 

出 上 述 可 知 ，(a，D)[4，05]=ab. 


a bp \ 
例 4 ( (asb) ” (a;D) )= 1. 
i -4 _ 了 二 | a - 
证 若 (a,b) ’ (gb) ) d, 则 有 d (a, b) 9 故 d (a， pp. 


类 似 地 dla,5)15。 因 此 d(a,5) 也 是 4 和 5 的 公约 数 。 由 于 (a， 
妃 是 最 大 公约 数 ， 所 以 必 有 d=1， 

例 5 若 (a,5)=1， 则 [a,5]=ab. 

证 由 CO= (4,0)[a,5bj 即 得 ， 

由 唯一 分 解 定理 很 容易 证 明 下 面 的 结论 . 

例 6 若 (a,e)=1, alb, clb5， 则 ac15.。 


例 LL 车 (a,5) 三 (cd) =1s4, byscsd>0, 并 且 $= 子 ， 财 
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=c， ,b=d. 这 就 是 奴 约 分 数 的 唯一 狂 ， 

三 、 辑 转 相 除法 

用 分 解 因 式 的 方法 求 最 大 公约 数 说 起 来 容易 ， 但 真正 实行 起 
来 并 不 简单 。 下 面 我 们 介绍 另 一 -种 求 最 大 公约 数 的 方法 一 一 驾 转 
相 除 法 ， . 

”定理 4 设 4,， 5 不 同时 为 零 ， 则 
1" (0 及 = (000- 0X) = (a 一 bxs 扩 对 任何 成 立 。 
， .2° 存在 X,y， 使 ax+by= (CD) 。 

3" 车 (db) =1，albc， 则 alc. 

证 1" 只 需 证 明 第 一 个 等 式 。 设 4 是 a 和 5 的 公约 数 ， 则 
-4 也 是 6- a% 的 约 数 。 反 之， 如 果 d 是 a 和 5- ax 的 公约 数 ， 
则 也 是 5 的 约 数 ， 所 以 ，a 与 5 的 公约 数 集 和 a 与 5-ax 的 公约 
数 集 相 同 ， 因 而 它们 的 最 大 数 也 相等 

”2°。 不 失 一 般 性 ， 可 以 设 a> 之 0， 对 5 即 4 和 8 中 较 小 的 
那个 数 用 归纳 法 . 

b=0 时 ,4 之 1， 这 时 4a1b， 故 (4sb) =4， 这 时 取 x=y=1 即 
可 . . 

设 b>1, 令 4a=bg+7，0<r<b， 于 是 由 1* 有 (4 从 = 
(a- bg,b) = (b,7). 现在 5>>7? 之 0， 由 归纳 法 假设 ， 存在 Xis 力 使 
(58) = (bs7) = bX try1= BXt+ (a — bY =ay+h(N ~ gy1). 
令 X=7y1，y=% 一 4y1， 即 得 证 ， . 

3” 由 2*， 存 在 X%,y 使 4x+5y=1， 故 acx+ bey=c， 由 于 
Qlbc， 艾 alacx+bey=c. | 

定理 4 的 1° 和 2° 不 但 给 对 出 了 求 (4,5) 的 方法 ， 并 且 给 出 了 
求 出 一 组 x%,y 使 4x+by= (及 的 方法 。 

例 8 求 (327,180)。 

解 (327,180) = (327 一 180,180) = (147,180) 

= (147,180~ 147)= (147,33) = (147~ 4 x 33,33) 
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= (15,33) = (15,33—2x15)= (15,3) = 3。 
又 有 3=33-2x15=33-2x(147-4x33) 
=9x33—-2x147=9x(180—147)—2x147 
=9x180-11x147=9x180~1l1x(327- 180) 
. =20x180—11x327, . 

定理 4 的 2° 称 为 Be/zout 定理 ， 在 初等 数论 中 有 广泛 的 应 
用 . 全 、 

车 oxo+py=c， 则 X= 和 + 一 ，?= 斩 -对 也 满足 axd+23 
axt+0by= (a,Db) 呈 (3) 
芍 x,y 有 无 穷 多 组 . 

关于 多 个 整数 的 最 大 公约 数 有 下 面 两 个 定理 . 

定理 5 (Qi;Q29… 9441) = ((C Qn1) 00), : 

证 设 素数 旋 在 41;4;,… ,a。 的 因子 分 解 式 中 各 有 1, Qs 
in 次 , 则 旋 在 (Clay…y an) 中 的 次 数 为 min(aiyasy son), - 
在 (Qi9…s4r-1) 中 的 次 数 为 min(ass… Qs-1)s 故 力 在 ((Q1，…， 
Un-1) 390) 中 的 次 数 为 min(min(@ s,s.1) , 05) =min(ai， Ga 
…yaw)， 因 为 任何 素数 在 (Ciy0x，…y0o) 和 ((C，…，0o-DyCn) 中 
的 次 数 相同 ， 它 们 必 相 等 . ~ 

定理 6 设 4Q1,…,as 不 全 为 零 ， 则 必 存 整数 X%1,X2，… Xx，， 
使 i 

QIX1+ QaXs + + Atn = 《Cib0a 30n)， . 
证 对 多 用 数学 归纳 法 ， 当 %= 2 时 显然 ， 
由 定理 5， (CiyCa，…y Ca) = ((09 90 1) Ga)， 故 存在 st 便 
S(Q19°" sr-1) + tian = (G13 29° 3 Gn), | 
由 归纳 假设 ， 存 在 Wi Ua 3 Wns 使 | | 
UiQi1 + U2 +t + Un = (dis02 "90n-1). 
各 Xi= SU Xa= Stfay Mn-1= Sn -1 Xn = t, 即 得 定理 ， 
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定理 4 和 定理 6 揭示 了 一 个 重要 的 事实 ， 若 干 个 非 零 整数 的 
任 一 个 公约 数 ， 都 是 它们 的 最 大 公约 数 的 约 数 

四 、 整 征 多 项 式 

当 变数 取 整 数 时 整 系数 多 项 式 的 值 也 是 整数 ， 但 有 些 不 是 整 


系数 的 多 项 式 在 变数 为 整数 时 也 总 能 取 整 数值 ， 例 如 (zz) = 蕊 - 


+ 也 就 是 . 当 变 数 为 整数 时 取 值 也 是 整数 的 多 项 式 称 为 整 值 多 项 
式 . 什么 样 的 多 项 式 是 整 值 多 项 式 呢 ? 这 一 节 就 讨论 这 个 问题 . 
最 基本 的 一 类 整 值 多 项 式 是 


O10) -DD, ex 


当 0<x<r 1) =0, x>r 时 ( 们 = Cs, xz<0 时 (人 
—X(—X+1)(—-X+7r—1) 
r! 

数 . 注意， 这 里 (*) 不 表示 组 合 数 ， 


定理 7 多 项 式 P(X) 是 整 值 多 项 式 的 充分 必 要 条 件 是 存在 
整数 Qis44-19… 4Q1 ;4o， 使 


P(X) = as(2)+ 人 1) + +al(’) 十 a(*). (4) 


证 条 件 显然 是 充分 的 ， 

下 面 证 明 条 件 的 必要 性 . 设 P(x) 是 次 整 值 多 项 式 ， 对 角 
用 归纳 法 ， 

当 避 = 0 时 显然 ， 

设 P(X) 是 上 +1 次 整 值 多 项 式 . 

我 们 知道 任 一 个 2 次 多 项 式 Q(X) 都 可 以 唯一 地 表示 成 


Q(X) = xc 人) + xi 人 (人 + aoy (ar ER).(5) 
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= (1)" = (一 1D"Cr-x-1，。 都 是 整 


六 为 只 要 令 Y = 0;1,…,N; 通 过 (5) 就 可 以 逐个 确定 出 woyaly…， 
2x; 的 值 ， 
我 们 先 把 P(x) 表 成 (5)， 再 证 明 系 数 都 是 整数 就 行 了 。 设 
P(X)= 人 1) +as(%) 十 十 人 () + Gos ts ER. (6) 


显然 P(X+1) 也 是 整 值 多 项 式 ， 故 Q(X) = P(X+1) - P(X) 是 整 
值 多 项 式 . 由 于 当 y>>1 时 有 
XxX+1N /XN (Xt+1)x.-(X-r+2) 
( 7 )-()= 7 
YX 一 1) (Xr7+1) 
7! 
~ XX 1).…(%-7+2) (Xx+1-X+7-1) 


7! 
=(,”); 


斯 以 人 (xx) = gn) + a( 0 1) 十 十 a(*) + ca 人 (0 

因为 Q@(%) 是 次 整 值 多 项 式 ， 由 归纳 法 假设 以 及 (5) 式 的 唯 
一 性 可 知 ， 1 0k+1 都 是 整数 ， 又 Qo= 了 (0) 也 是 整数 ， 即 (6) 
右边 的 系数 都 是 整数 ， 

把 P(x) 展 开 成 (6) 来 判断 已 (x) 是 否 整 值 多 项 式 往往 要 经 过 
比较 繁 的 计算 ， 下 面 给 出 另 一 个 判断 多 项 式 P(x) 是 否 整 值 多 项 

定理 8 次 多 项 式 P(X) 为 整 值 多 项 式 的 充分 必要 条 件 是 在 
某 避 + 1 个 连续 整数 上 ， 多 项 式 的 值 是 整数 . 

证 条 件 显然 是 必要 的 。 

对 到 用 归纳 法 证 明 条 件 的 充分 性 . 

k= 0 时 显然 ， 

设 P(x) 是 +1 次 多 项 式 ， 当 X=N5h+1，…，h+kt+1l 时 
P(%) 取 整数 值 . 令 
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P(X) = 人 1) + a(4) 十 -十 ca) + ws (0 ER).(7) 


显然 P(X+1) 在 X= 二 1,…s4+k 时 取 整 值 ， 所 以 h 次 多 项 式 
Q(x) = P(x +1)— P(X) | 


= (FE) + ars) + + a +a 


”在 k+1 个 连续 蓝 数 =， n+1，…， + 上 取 整 数 值 ， 因 而 
Q(X) 是 整 值 多 项 式 ， 册 定理 5 可知 Q441，…sQ1 都 是 整数 ， 再 由 


(7) 知 道 、 
= P(n) -a 1) 一 ax 人 (2) 一 人 … 一 ai 人 (人 
也 是 整数 . 因而 P(X) 是 整 值 多 项 式 . 


习 题 38 
设 旋 为 素数 ，1 委 8< 加 一 1， 则 访 |c$， 
车 % 是 大 于 9 的 奇 合 数 ， 则 jz |(2 一 1)1。 
。 求 证， (2" 一 1，2" 一 1)=2™ 一 1。 
。 漂 整数 & 的 次 根 不 是 整数 ， 则 它 必 是 无 理 数 。 


和 人 一 


5、 设 也 为 素数 ， 则 在 4 标准 因子 分 解 式 中 及 的 方 次 为 s+ pa 


十 …: 


“6、 设 5>>0， 则 有 1,4g 使 4 二 bq 了?， rl<2. 当 上 | 产 2 时 ， 这 种 表示 : 


. ， 法 还 是 唯一 的 ， 
7T。 设 # 是 一 个 奇 合 数 ， 则 办 个 过 续 正 整数 的 积 必 是 它们 的 和 的 倍数 
8。 正 整数 e 与 5 使 得 45 十 1 整除 2 十 加 求证， 


+6 5 
一 gD 十 1 是正 整数 的 平方 ,(29 届 IMO， 第 6 题 ) 


9。 设 # 为 正 整 数 ， 求 :MM = 1 2 
.. [二 [a en bd He | 
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第 39 讲 同 余  ， 


谢 豆 刚 . 


一 、 同 余 的 概念 和 性 质 

. 在 我 们 安排 学 习 和 休息 的 时 候 ， 并 不 去 注意 这 一 天 是 今年 的 
第 几 天 ， 而 只 考虑 这 一 天 是 星期 几 ， 这 无 疑 是 很 方便 的 。 因 为 具 
要 把 一 周 的 七 天 怎么 安排 定 下 来 ， 就 等 于 把 相当 长 一 段 时 间 里 每 
天 的 安排 都 定 下 来 了 , 这 种 思考 方法 就 包含 着 同 余 的 概念 .在 数学 
中 常 遇 到 这 样 一 类 问题 ， 它 的 解答 只 与 一 些 数 字 被 某 个 整数 % 除 
后 的 余数 有 关 ， 就 是 说 余数 相同 就 有 同样 的 性 质 . 这 样 就 不 必 去 
考虑 本 来 那个 可 能 很 复杂 的 数 ， 而 代 之 以 一 个 很 简单 的 数 ， 

定义 1 设 %>0. 如 果 w 和 58 被 双 除 后 的 余数 相等 ， 就 称 C 
与 2 关于 模 4% 同 余 .或 简 记 成 zs 六 mod 2%) ， 、 

由 定义 和 整除 的 性 质 ， 容易 证 明 同 作 式 的 下 玉 共 本 人 性质 . 

:性质 1"” 4a==a(%)， 

性 质 2" C==0(0)， 则 b==a(%). 

性 质 3" 若 4=:b(%), .8=c(%)， 则 c==c (2) . 

性 质 4" 4 二 5(%) 的 充分 必要 条 件 是 4la~5、 即 有 a=25+ 
ng, 特别 地 ,a 二 0(%) 即 xla. 

性 和 错 5。 若 4 二 bf)，c 二 4d (%)， 则 

a+tc=b+d(n%), acs=bd (n). 

性 质 5° 的 第 二 个 辐 余 式 的 证 明了 让 6c -bd= (C- De +ble— 
力 即 得 ， 而 由 第 一 个 同 余 式 可 以 挫 知 同 余 式 一 : 边 的 一 项 可 以 变 号 
后 移 到 男 一 边 类 . 

性 质 6" 车 mln， a=b Cn)» 则 ga==b(m)。 和 

性 质 7"” 若 d 是 a,b,4% 的 公约 数 ， 又 有 a 二 b(n)， 则 
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多 
的 ， 

性 质 8” 车 a==b(n)， 则 (4,n) = (5,4) ， 因 为 由 性 质 4° 可 
知 C=D+7Ud， 故 (Cl) = (0-292) = (52), 特别 地 ,， 如果 a 
与 办 互 素 ， 则 5 也 与 % 互 素 . 

根据 对 模 1m 同 余 的 关系 可 以 将 全 体 整 数 分 成 zw 个 类 ， 即 把 
对 模 m 同 侈 的 数 归于 同一 个 类 . 由 于 余数 可 以 是 0*1，…yMMZ ~ 1 
所 以 一 共有 mm 个 类 ,每 类 称 为 模 mm 的 一 个 剩余 类 ， 剩 余 类 的 构 
吉 很 简单 ，k 所 在 的 类 就 是 数 集 A,= {mq+k，g€E Zi}， 

它 可 以 看 成 是 两 端 无 限 的 一 个 以 mm 为 公差 的 等 差 数 列 . 显然 0， 
1*…，M 一 1 分别 属于 不 同 的 类 

例 1 设 D(X) 是 一 个 整 系数 多 项 式 ， 车 4a==b(n)， 划 Pla) 
== 己 (0) (7). 

例 2 一 个 十 进 制 数 与 它 各 位 数字 之 和 关于 模 9 同 余 ， 特 别 
地 ， 它 是 9 的 倍数 的 充分 必要 条 件 是 它 的 各 位 数字 之 和 是 9 的 倍 
数 ， 

证 设 h=ax'10:+Qx-i10rt+t+d'10+a,(0<a 9). 
由 于 10 王 1(9， 故 105s1 (9) ， 所 以 

Ch 108 十 十 Co=s06 十 十 C0 (9) ， 


例 3 设 2 是 奇数 ， 则 n=] (8) ， 
证 设 2=28+1， 则 J 一 1=8. 人 DD .因为 人， 是 


整数 ， 所 以 8112 -1， 即 %2==1 (8)， 

例 3 虽然 简单 ， 但 是 用 处 很 多 . 

我 们 知道 在 等 式 的 两 端 可 以 消去 相同 的 非 零 约 数 ， 同 余 式 两 
端 是 不 是 也 可 以 消去 对 模 与 0 不 同 余 的 约 数 呢 ? 答案 是 否定 的 ， 
例如 9s=3 〈6)， 但 是 3 关 1 〈6)， 即 不 能 消去 因子 3 ， 

关于 这 人 一点， 我们 有 
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定理 1 若 (C, Xp) =1，ab==ac (1), 则 b==c (2) 

证 由 21c0-Cc=65-c) 及 (psC)=1， 故 必 有 XID-c， 
期 b==e (2) ， 

由 定理 1 可 以 推 知 ， 如 果 ==] (2)，c==d (2) (cn) =1y 


cla, dlb, 则 -对 一 - (0 因为 由 ec- 4 qd.8 = 了 (2 


并 Gd) =1， 即 可 得 到 -4 一 -人 (2) 。 


a 


定理 2 若 (4,4) =1， 则 必 存 在 @; 使 4 C==1 (x%)， 
证 取 a， 了 使 4 a+ ny = 1 本 得， 
车 41b， (CU = 1， . 则 4 = (wn)， 两 端 乘 以 a， 出 有 大 


四 -二 (4) ,因此 可 以 把 a 看 成 a 的 “倒数 ”， 我 们 知 


道 ， 在 通常 意义 下 非 零 的 数 才 有 倒数 ,而 在 同 余 的 意义 下 ， 与 模 
互 素 的 数 才 有 倒数 

二 、 完 全 匀 余 系 

定义 2 设 N 之 1，a14:，…s4r 关于 模 2 两 两 不 同 余 ， 则 称 
Le …yGn 为 机 4 的 一 个 完全 剩余 系 ， 简 称 模 的 完 系 ， 

0,1>."* ,10—1 称 为 模 的 最 小 非 负 完 系 . 

显然 完 系 中 的 2 个 数 分 别 属 于 2 个 不 同 的 剩余 类 . 

例 4 设 %>>0， 则 必 有 一 个 妈 的 倍数 6， 其 十 进 制 表示 的 各 
位 数字 为 0 或 1. 和 +4- 丛 


证 n+1 个 数 19119°.9 11.71 属于 模 % 的 至 多 和 双 剩 余 类 ， 
A -他 


故 必 有 两 个 关于 模 2% 间 余 ， 设 为 人 了 和 全 1， 天 < 7 即 有 Hpl4= 
! 们 4 他 万 位 位 

~ ~ A 

了 … 和 一 全 -~ 1.…10…0 ， 


Hs 设 0D2，(C, NU) = 1， 演 证 : 加 有 1<r<n - 1 使 w= 
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1(72) i 四 四 

证 考察 ds …90 :这 2 个 数 ， 由 于 它们 都 和 2 互 素 ， 
因此 不 和 0 在 同一 个 剩余 类 ”所 以 这 刀 个 数 属于 模 双 的 至 多 7 一 
工 个 剩余 类 ”因此 必 有 了 两 个 属于 相同 的 剩余 类 。 即 有 AR</7， 使 

Q'==at(n)， 即 Ci100) ， 取 >=!- 有 即 可 。 

例 6 设 (C,WN) =1，7 是 使 王 1 CO 成 立 的 最 小 正 整 数 ， 

Qa! 圭 1 (Nn)，。 则 7y|7。 

证 设 1=rqt+ti(0<t<r)， 则 有 1=4! 二 (a').Q'==a'(X%)， 

由 7 的 最 小 性 质 可 知 必 有 t=0， 即 +1l. 

-， 贫 5 和 例 6 告 诉 我 们 应 该 该 在 什么 样 的 数 中 去 寻找 景 小 的 正 整 

数 7+,… 使 a'==1(n)。 这 在 很 多 地 方 都 有 用 处 . 

.定理 3 如 果 (4a,%) =]1l，Q1…s4r 是 模 % 的 一 个 完 系 ， 则 

aat bs: `，QUan+5 也 是 模 的 一 个 完 系 ， 

“证 只 要 证 明 44 二 5b;…saan+5 对 机 4 两 两 不 同 余 ， 如 果 
aait+ b==aQy+ 04n)， 因为 (4;%)=1， 所 以 41==4y(%)， 又 1， 
'，4s 是 完 系 ， 所 以 只 有 i=7， 即 得 证 

- 例 7 给 数 集 ={1,2，…， -1}(n 之 3) 的 数 染色 ， 满 足 

dy; 与 4 一 8: 同色 ， (2) -有 省 一 个 REM，(k,n) =1， 使 得 当 i 关 色 
时 与 ~ 计 同 色 ,求证 ，M 只 有 一 色 . 

证 0,1…3% 一 1 是 模 的 最 小 非 负 完 系 ， 所 以 0-k，1.h， 
-~1)% 是 模 的 一 个 完 系 , 令 . 
lkR=ngitr, (=0 1 10<ys<2-1，) 

则 7 三 记 (4)。， 所 以 7os74，…s7n-1 是 模 2 的 最 小 非 负 完 系 ,但 是 

和 = 0; 因 此 {7riy… .yn Ah4. 只 要 证 明 y 与 7 = 1 9 一 2)》 
园 色 即 可 。 出 +1)k= Ni+r1t+ hl= i325 9 — 22) 出 发 、. 2 

若 zrz<M -AR， 则 yoi=j+ps 由 条 件 (2)y7ril 与 加 1 一 及 = 

同色 , 若 7yp>N-A， 则 yoi=yr+R-09 于 是 ytsi 与 素 ~Ytxl= 从 

:~Yi 辐 色 ， 由 条 件 (1) 它 又 要 与 7 同色. 
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因为 7 十 (+1)k， 所 以 不 可 能 有 7Y:=% 一 名 

三 、 缩 负 余 系 

在 第 一 节 中 ， 同 余 式 的 性 质 7" 告诉 我 们 ， 如 果 一 个 剩余 类 
中 有 一 个 数 与 模 n 互 素 ， 则 这 个 类 中 所 有 数 都 和 % 互 素 ， 因 此 我 
们 可 以 说 这 个 类 是 与 模 2 互 素 的 类 ， 与 模 w 互 素 的 剩余 类 数 记 
成 ?Cm)，9?(%) 称 为 欧 拉 函数 ， 在 数论 中 是 很 重 要 的 一 个 函数 . 
显然 2(1) = 1， 而 当 7 之 2 时 1<&9(%) < 

定义 3 如 果 Qi154s9…sQ9 (mw 对 模 4 两 两 不 同 余 ， 并 都 入 
互 素 ， 册 称 02 为 梳 和 的 一 个 缩 剩余 系 ， 简称 为 2 的 

显然 ， % 的 缩 系 的 gm) 个 数 分 别 属于 与 可 模 2 互 素 的 不 同 的 
剩余 类 ， 

”22 的 一 个 完 系 中 与 % 互 素 的 数组 成 的 一 个 缩 系 ， 

当 %z2 时 ， 包 含 在 最 小 非 负 完 系 中 的 那个 缩 系 称 为 模 % 的 
最 小 正 缩 系 ， . 

如 果 是 素数 ， 则 1，…*" 力 - 1 就 是 模 思 的 最 小 正 缩 系 ,由 此 
我 们 马上 得 到 9(p) = 力 - 1， 

如 果 妨 是 素数 ，!P1， 从 妇 的 完 系 1329°% ,ps Dp 
中 去 掉 鼠 一 个 旋 的 倍数 加 2 力图. 力 就 得 到 模 交 的 缩 系 ， 
因此 我 们 又 有 ?(2”)=P' -Pp"!. 

一 般 而 言 ， 设 = p11…p”: 是 2 的 标准 因子 分 解 式 ， 旬 

PH) = Pim PY) ps pe :1) 
-二 

限于 篇 幅 ， 这 个 公式 就 不 证 了 ， | 

定理 4 如 果 (C,Mp) =1，4is…sQp(ln 是 模 1% 的 一 人 缩 系 ，… 
则 aa，…*ade( 也 是 模 % 的 缩 系 . (证 明 与 定理 3 类似，) 

定理 5 《 欧 拉 ) 设 (ac，Mh) = 1， 则 io)=1 (%) - 
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证 设 Qi9"…94ay (ww 是 模 %4 的 缩 系 ， 则 441，… 4a9 (nm 也 是 模 

丸和 的 缩 系 ， 因 此 
aa1adr (nA "ap (nn (1). | 

由 于 (Qis4) = 1， 可 以 在 同 余 式 两 端 把 41…ar (ny 消 去 ， 就 证 明了 
定理 . 

. 由 定理 5 和 例 6 可知， 使 4 二 1(%) 成 立 的 最 小 正 数 数 7 是 
y(n) 的 因子 . 

定理 5 的 一 个 特例 就 是 

， 定 理 6 ( 费 尔 马 ) 设 少 是 未 数 ， 则 ?==4(p)， 

诈 Pl% 时 ， 显然 . 如 +n， 则 由 定理 5，%”™!==1(p), 即 
n?==%(p). 

例 8 设 上 为 素数 ， 则 (p~ 1)1! 王 -1( 办 。 

证 力 =2,3 时， 显然 设 户 是 大 于 3 的 素数 ， 对 任 意 2<2 
<p-2, 必 有 4, 2 人 4 Pp ~-2, 使 44==1(p),， 必 Qz4， 否则 
=1(D)， 即 pi(4t1)(4-1)， 故 a 三 圭 1(p)， 此 为 不 可 能 。 


又 显然 当 4 关 a( 办 时 ， 必 如 大 WH (办 ， 由 此 可 以 将 2,3，…， 
Dp-2 按 a 和 4a 配 成 33 对 数 . 克 2.3.….(p-2)=1(p)， 也 


就 是 (p11! 二 -1(p). 

例 8 就 是 著名 的 威尔逊 定理 

域 尔 还 定理 的 首 命 题 也 成 立 的 ， 因 为 我 们 有 下 面 的 例题 . 

例 9 车 %>5，% 是 合 数 ， 则 (2 ~ 1)1==0(2)。 

证 设 刀 = 2 和 Mi 委 jp2 并 且 Hs 之 3， 由 于 hn 一 1 之 314, 一 1 
>221， 客 1,2,…,n 一 1 中 有 两 个 数 是 1 的 倍数 ， 其 中 必 有 一 
个 不 等 于 %， 扬 以 1,2,…,% 一 1 中 有 两 个 数 分 别 是 %; 和 74s 的 人民 
数 ， 邑 有 2 = Ntz1 (2 一 1)1。 

四 、 同 余 方程 组 - 

先 看 一 次 同 余 方程 的 求解 问题 , 
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焕 罗 林 对 


外 四 


定理 7 阁 (4,%) =1， 则 方程 ax+b==0(%) ， (1) 
有 解 . 这 些 解 组 成 模 2 的 一 个 剩余 类 (对 于 这 种 情况 ， 我 们 说 解 
对 模 2 是 唯一 的 ) . 

证 显然 X= -ab 是 (1) 的 解 这 里 4 满足 44=1(n). 
江上 且 当 X==Xo(7) 时 ， 也 满足 (1) 式 . 又 如 果 Xi1 是 (1) 的 一 个 
解 ， 则 有 Cxo+ p==Cxi+D(02)， 即 XX 二 Xo(1)， 因此 (1) 的 解 
模 2% 唯一 . 
定理 8 设 (m,7)=1、 则 方程 组 X==a (In)，X 二 b(n) (2) 
对 模 mn 有 唯一 解 . 

证 令 X=a+t+mt， 于 是 有 Qa+tMmt 寺 Bb (%), 可见， 可 以 取 
上 =iU4(b--Q)， 这 里 MU 满足 MUM 二 1(%n)， 于 是 X60=a+mm(b-a) 
就 是 方程 组 (2) 的 一 个 解 。 直接 代入 (2) 的 两 个 方程 也 可 以 证 明 
Mo=0(M) 和 Xo 三 b(1). 

如 果 % 二 XoCmn)， 则 有 Xi 二 Xo 二 4 (mm) 及 X= 二 b(n)， 
因此 ，x%。 所 在 的 模 mx 的 剩余 类 中 的 数 都 是 (2) 的 解 ， 

又 如 果 xX， 适合 (2) 式 ， 则 有 X==a 寺 Xx。(14)， 即 14|X1 一 Xos 类 
似 有 721X1 一 xo， 由 于 C4,1) =1, 敦 12281X3 一 Xos 即 X==Xo(I07》。 
定理 8 是 孙子 定理 的 特殊 情况 .孙子 定理 的 一 般 情形 为 

定理 9 设 Mi ?pz …， jin 两 两 互 素 ， 则 方程 组 

X==01(101), ,X==An (1Nn) (3) 
有 解 。 它 的 解 关于 模 41,…, ?4 还 是 唯一 的 ， 孙 子 定理 一 般 称 为 
中 国 剩余 定理 。 

例 10 ”在 运动 会 上 进行 团体 操 表演 ， 需 从 每 排 16 人 的 矩形 
旗 变 换 为 每 排 23 人 的 和 矩形 阵 ， 在 进行 这 两 种 阵 形 表演 时 分 别 要 
有 4 人 和 5 人 作 前 草 兢 手 ， 间 至少 要 多 少 人 参加 表演 ? 

解 设 要 有 X 人 ， 由 题 意 可 知 x==4(16), X==5(23)。 (4) 
由 第 一 个 同 余 式 可 知 (x, 16) = (4,16) =4、 所 以 要 有 xX=4y， 因 
而 方程 组 化 成 y=1(4), 49==5(23), (5) 


315 


因为 4X6-23x1=1， 所 以 4=5。 因 而 (5) 又 可 化 成 
J 二 1 (4), y= 二 30 二 7 (23) 。 (6) 
令 y= 1+4t 可 知 4t=6 (23)， 即 t==36 二 13 (23)， 因 此 y=1+. 
4t=1+4(13+234)。 即 xXx=4y=4+16X13+16X23u. 可 得 (4) 
的 解 为 : X=4+16x13==212 (368), 
“所 以 最 少 要 212 人 。 


习题 39 
1. 设 户 为 烷 数 ，a? 二 Bb? (Dp)， 则 @? 寺 pb? (加 )， 
2. 求证 在 11， 111，… 中 没有 平方 数 ， 
3. 设 % 一 48B 十 2，|zz| 一 1， 求 证 拉 士 23 十 … 十 Unr0。 
4.. 设 记 为 奇 素数 ， 证 明 2? 一 1 的 素 因 子 有 形式 2px+1。 
一 8 重 、 
7 
5。 求 了 ” (有 > 1 的 来 二 位 数 ( 按 十 进位 制 ) . 
6. 求证 ，5 个 连续 正 整 数 之 积 不 是 平方 数 。 
. 设 91 12"2 一 1， Hol 278—1, 1 Mi |2"—1, 46"|2"1 一 1 ， 求 证 
。 、J1 一 jpo 一 … . “一 7 一 1 
8. 设 旋 为 硒 素 数 ,&,D 与 力 互 素 . 求证 ， 必 存 在 0<x<V 瑟 ， +» 0<7< 
W 方 ， 使 C2x2=52%2 〔( 力 )， 
9， 设 X0 一 XI1 一 1，Xayl 一 Mn 十 24n_1(UD1)，3Jo 一 1 力 二 ?yl 一 297 十 
33a-1 (NH 之 1)。 求 证， 数列 Xi,xa 与 和 ,yo 中 没有 相 同 的 数 ， 


和 


10.。 设 思 为 奇 素数 ， 求 证 在 1,2，… , 力 一 1 中 恰 有 -如一 个 关于 模 与 一 
平方 数 同 余 。 
“11 . 设 p 为 素数 ， G1 ,ly 和 bi, “by 是 模 力 的 两 个 完 系 ， 求证 ob 

yp apbyp 不 是 模 上 的 完 系 ， - | 
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第 40 讲 不 定 方 程 * 
谢 器 网 


不 定 方程 是 初等 数论 中 最 有 超 的 内 容 . 解 不 定 方程 不 但 要 熟 
知 初等 数论 的 基础 知识 ， 还 要 能 十 分 灵活 巧妙 地 加 以 运用 。 一 个 
方程 摆 在 面前 往往 令 人 一 筹 莫 展 ， 一 旦 柳暗花明 ， 顺 利 解决 ， 又 
令 人 拍案 叫绝 ， 欣 喜 若 狂 . 这 正 是 它 的 魅力 所 在 . 

一 、 二 元 一 次 不 定 方程 

二 元 一 次 不 定 方程 是 指 ax + by=c. - (1) 

定理 1 人 (a, Db) Ic. 如 Xo 是 
《1) 的 一 组 解 ， 员 


， . 
X= Xo tt y= at cez (2) 


是 (1) 的 全 部 解 ， | | 
-证 ” 先 证 条 件 是 充分 的 ， 当 (4,b) =1 时 ， 取 和 %, 使 4xo++ 
yo=1。 于 是 Xocs yoc 就 是 (1) 的 解 . 一 (a,5b) lc 时 ， 由 于 

b :. C 

Cs Ca; 记 厅 ) = 故 由 上 述 可 知 -2 Dt DY CD) 

有 解 。 这 些 解 显然 也 是 (1) 的 解 。 

再 证 条 件 的 必要 性 . 如 (1) 有 解 (X03 0) > 则 axo + by = C， 

内 于 (4;5) 1a，(a, 5)15， 故 (a,B) |2x。 + by,=6。 
“显然 (2) 都 是 (1) 的 解 ， 如 果 Yo yi 也 是 (1) 的 解 ， 则 有 a(x 


~—X0) + ob(yi— y0) =0, 二 ca (1 一 yo) =0. 由 
Ed 3 : . 


ze _ 、 bp - _ . 
污 ( 《0 5) GD) 1, 所 以 a,b) Xi Yoy 即 有 4EZ 使 X 
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a 
-这 a,b) -ts 于 是 y= aD) t. 
和 


a yes 0 _ 
mb” be (Ca) 
是 等 价 的 ， 因 而 它 的 解 是 模 - 一 一 一 Ca, -的 一 个 剩余 类 . 


定理 1 的 证 明 过 程 也 指出 了 求解 的 方法 . 
例 1 求 244+157= 1t 的 通 解 和 正 整数 解 . 
解 “方程 等 价 于 
8X+5y= 37. (37 
由 加 转 相 中 法 
(8,5)= (8—5,5)= (3,5)=(3,5—3)=(8,2)= (3—-2,2)=1,» 
1=3-2=3-(5-3)=2x3-5=2x(8-5)-5=2x8-3x5. 
故 (3) 有 一 组 解 X=37Xx2=74, X = 一 3x37= 一 111。 故 
X=74-5ft, y= —1il+8t (t€Z2) (4) 
是 (3) 的 全 部 解 . 
求 正 整 数 解 ， 只 要 取 t 使 x>>0, y>0 即 可 . > 
只 有 t=14， 于 是 X=4,y=1. 
定理 2 设 4,28>0, (a,5)=1， 则 当 c>ab- a by 
ax+by=c | (4) 
有 非 负 整 数 解 ， 但 当 c= 45-4-.b 时 (4) 无 非 负 整数 解 . 
证 设 %o yo 是 (4) 的 -- 组 解 ， 则 
X=Xo tbt, y= -at : 
也 是 (4) 的 解 。 取 tt 使 0 三 * 志 5 - 1。 于 是 当 c 汪 ab~-4a~b 时 ， 
bxX=c-axrpc-a(b-1)>ab-a-b-(ab-a)= -0b, 
故 y 盖 -1， 即 7>0. 
又 若 有 xX 之 0，y 之 0， 使 4x+by=ab-4-58b， 则 有 ab= 
Q(X+1)+bCy+1), 由 于 (45)=1, 要 有 4ly+1,， 51x+1， 又 
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记 于 23+1>0,X+1>0, 放 y+1>4,x+1 之 bp。 故 ab= a(x+1) 
十 6(7+1) 之 245 不 可 能 。 
”第 38 讲 定理 6 告诉 我 们 ， 当 (44,…, bu) Ic 时 ， 方 程 
QiNit +AnXs=C - (5) 
有 人 解 。 当 %>>2 时 通 解 公式 比较 烦 ， 就 不 介绍 了 ， 而 当 %>2, Co 
… 4 都 大 于 0 时 ,要求 站 大 的 。 合 方程 (5) 无 非 负 束 数 解 的 问题 
则 还 是 一 个 没有 完全 解决 的 问题 ， - 

二 、 勾 股 数 | 

中 国 工 茎 在 很 早 的 时 候 就 已 经 知道 久 三 、 股 四 、 弦 五 ， 并 用 
这 个 道理 来 画 直 角 了 。 

一 般 ， 把 满足 方程 x+ 六 =z22 (6) : 
的 一 组 整数 称 为 一 组 勾 股 数 . 求 勾 股 数 也 就 是 求解 不 定 方程 (6)， 

由 (6) 可 以 看 出 ， 只 要 求 出 (6) 的 全 部 非 负 整数 解 ， 另 外 的 解 
也 就 可 以 求 出 来 .又 如 果 已 经 求 出 (6) 的 所 有 满足 (z, 7?) = 1 的 解 ， 
另外 的 解 也 就 可 以 都 求 出 来 。 (xy ?) = 1 的 解 称 为 (6) 的 本 原 解 。 
干 面 来 求 (6) 的 非 负 本 原 解 ， . 
”“ 解 不 定 方程 的 一 种 常用 办 法 是 ， 假 定 已 经 求 出 了 方程 的 解 ， 
毒 根据 方程 的 限制 来 看 这 些 解 应 具有 的 性 质 ， 设 (xz, y,z) 是 (6 ) 
的 非 负 本 原 解 。 

因为 (xy) = 1， 故 4 中 必 有 一 个 奇数 ， 但 不 可 能 都 是 奇 
数 。 因 车 不 然 ， 则 z 是 偶数 ， 于 是 有 

ium ym] (4), XI+ ymm2 (4), 22=50 (4). 

后 二 式 说 明寺 闫 关 z? (4)， 自 然 XY? 二 名 六 22。 

设 2| 和 2 十。 人 ) -和 二 -2 全 .由 于 


-2 2)=1. 所 以 


2 . 


(二 
2 . 

— + — + x - 
| 一 a ) Le 2 = 212 B42> 
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wu>0>0， (w=1。 解 之 得 2= 坟 + = 一 V2 和 = 240， 
4, 2>0，(u，2) =1。 又 因 z 是 奇数 ， 所 以 4, 2 一 奇 一 偶 ， 容 易 
验证 ， 对 任何 正 整数 uo0>0, (u, =1, 4 2 一 奇 一 偶 。Y% = 
2x0,y= 妈 - 思 ，z= 妈 + 人 9 都 是 (6) 的 正 的 本 原 解 。 这 样 ， 
多 = 220，y= 拓 一 太 ，Y= 翰 十 仿 
toD0 (0) =1，ww2 一 奇 一 偶 ) 
就 是 (6) 的 所 有 21x 的 正 的 本 原 解 ， 由 此 可 以 求 出 (6) 的 所 有 整 
数 解 。 
费 马 尔 提出 了 一 个 有 名 的 猜想 ， 当 nn 之 3 时 
X"+y" =2" 
没有 整数 解 ， 

经 过 三 百 多 年 的 艰苦 努力 ， 数学 家 在 缆 尔 马 消息 上 已 经 取得 
了 很 大 的 进展 ， 并 且 在 研究 这 个 猜想 的 过 程 中 ， 使 数论 的 内 容 和 
工具 都 有 了 十 分 重要 的 发 展 。 费 尔 马 猜 想 的 最 终 解 决 ， 也 许 还 难 
以 预期 ， 但 是 数学 家 们 在 探求 解决 这 个 问题 的 过 程 中 ， 必 将 获得 
比 问题 本 身 更 为 重要 的 成 果 。 有 许多 青年 朋友 试图 以 初等 方法 一 
举 解决 这 个 重大 历史 难题 事实 已 经 证 明 这 种 努力 都 是 白费 ， 许 
多 人 为 此 浪费 了 宝贵 的 青春 ， 是 很 不 值得 的 ， 

三 、 佩 尔 (Pell) 方程 

设 D>0， 县 只 不 是 方程 


~ Dy=C . (7) 
称 为 Pell 方程 me 
是 1。 . (8) 
如 果 加 ?是 (8) 的 解 ， = 一 二 .因此 当 y 比 较 大 


A 


般 用 分 母 为 Q(@>>1) 的 分 数 去 近似 表示 一 个 无 理 数 4， 只 能 使 误 
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差 小 到 -- 世 - 以 内 . 但 有 一 些 @， 却 能 使 这 个 差 小 到 - 训 以 内 .这 是 


有 理 数 分 布 中 的 一 个 重要 现象 . 

定理 3 ”如 果 方 程 (8) 有 非 零 解 ， 则 有 无 穷 多 解 。 

证 设 (x1,2) 是 (8) 的 非 零 解 。 可 设 X1>>0，y1>>0， 令 Xs+ 
JrnvV D= (Nit+ YiVD)"， 则 《xns yn) 也 是 解 ， 要 证 明 这 一 点 ， 首 
先 注意 到 

Xa— yr D = (iv 人 万) 
《这 一 点 由 归纳 法 很 容易 证 明 ) ， 于 是 
Xx2~ Dy2= (x2 ~ Dy?)"=1, | 
由 于 (x+ yiv 万 )" 是 严格 增加 的 ， 所 以 得 到 的 解 都 不 同 。 

定理 4 如 果 e=Xxit+yiwD 是 (8) 的 最 小 正解 ， 则 x+ 加， 
VD = (x1+ yivVD)" 就 得 到 (8) 的 全 部 正解 。( 证 略 ) 

引 理 设 a 是 无 理 数 ，Q 之 1， 则 必 有 整数 为 多 1<y<Q, 


使 |% 一 cy1< 襄 . 


证 将 {0:Q}, {1'a)， … {Qa} ({%} 表示 艺 的 小 数 部 分 ， 即 
{X} =Y-[XY] ) 这 Q@+1 个 数 按 大 小 次 序 排列 起 来 , 这 些 点 连同 1， 
把 区 间 [0, 1] 分 成 @+1 个 小 区 间 ， 因 为 a ee 这 些小 区 间 


长 度 都 要 大 于 零 ， 其 中 必 有 一 个 ， 其 长 度 小 于 gt 。 设 这 个 区 
间 为 [{mQ}, {na}]ICm 尖 44) 或 者 [{na}, 1]。 有 

[Cmad -tnaj- (M -wx < gi 
显然 1 委 1M -WU <@， 取 y= [m4-n| 就 行 了 ， 当 区 间 [{na}, 1 
的 长 度 小 于 -本 十 时 ， 可 以 类 似 地 证 明 . 


-2% 


推论 设 a 是 无 更 数 ， 则 必 有 无 穷 多 个 分 数 子 ， 使 


1 
< 
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证 “用 反 证 法 。 如 果 只 有 有 限 多 个 ， 令 这 些 分 数 与 之 闻 的 
最 小 距离 为 +， 因 a 为 无 理 数 ; 必 之 0， 取 整数 @> 士 ， 则 由 引 
理 可 知 ， 必 有 %% 少 @>y 之 1 使 

x- ay|< 二 <r 
于 是 又 有 


% 一 上 1 
-二 < 六 ， 


上 面 第 一 个 不 等 式 说 明 - 在 假设 中 记 说 的 那些 有 再 数 中 第 一 个 i 
不 等 式 说 明 性 不 在 其 中 ， 就 得 到 矛盾 。 


a < 和 ?7， | 


定理 5 设 VD 不 是 整数 ， 则 存在 | 过 2vDD +1， 使 x? 
-Dy 有 无 交 多 解 。 

证 ”由 引 理 的 推论 ， 存 在 无 穷 多 对 整数 如 y; 例 乞 -VD < 
-1 _ ， 故 和 +v 万 < 万 + 人 -yy 万 万 + i 
i 测 关 +vD| 2v 万 + v 万 <2v 万 + 点 因此 


瞩 -D 上 K 南 (QVD +D， 即 是 有 无 穷 多 对 整数 入 y， 使 1 


Dy*|<2wVD+1. 由 于 只 有 有 限 多 个 整数 满足 |k|<2VD 1， 
因此 其 中 必 有 一 个 和， 使 有 无 穷 多 对 三 态 满足 共 ~ DD 六 = 有 
定理 6 方程 (8) 有 和 解 . 
。 证 取 k 使 作 - Dy =h 有 无 穷 多 解 ， 这些 解 按照 模 1 有 | 分 
类 ， 至 多 有 如 类 .因而 必 有 两 组 不 同 的 正 整数 解 (x1，y1)， 
《Ya Jaz)， 使 
XimsX (|k|), y==y, (1P1)。 
于 是 有 
Rk?= (Xi 一 DY) (x — Dy2?) = (XiX2-DYy1Yy2) -DEX Ys — Xay1) 
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但是 . 
XX 一 Dyy,.=X1 ~ Dyr=0 (1k1), 
Xiys— XayismXiy1 一 XiJisz0 (|k|), 


所 以 ， t= A Py, 3 = -就 是 (8) 的 解 


由 定理 1 可知， 方程 (8) 有 无 穷 多 组 解 。 
另 一 个 佩 尔 方程 . 
-Dy=-—1 (9) 
比较 困难 ， 不 作 仔 细 研 究 ， 只 进行 一 些 简 单 的 讨论 ， 
定理 7 如果 方程 (9) 有 正 整 数 解 (xy y1)， 令 x。+ VDy, = 
(Xt VD yD)", 则 (xz yzn) 是 (8) 的 解 , (Xan-t，。yzn-1) 是 (9) 的 
解 。( 证 明 与 定理 3 类 似 ， 格 。) 
定理 8 如 果 (xoy 加 ) 是 方程 (7) 的 正 整数 解 ， (wis y) 是 方程 
《8) 的 正 整数 解 ，z+ v 万 ?= (x%6+ VDy)(Xit+ vv Dy), 则 Xx， y 
是 方程 (7) 的 正 整数 解 . (证 明 与 定理 3 类 似 ， 略 。) 
例 2 求证 ， 有 无 穷 多 个 % 使 前 % 个 自然 数 的 均 方 根 为 整 
数 。 
证 ee 于 是 
p=( +t 12 十 -和 六 = VDD 


6 
即 有 2n*+3n+1= 8. 整理 得 
(4 + 3)*— 48k*=1,。 (10) 
只 要 证 明 佩 尔 方程 
Xx:— 48y:=1 (11) 


有 无 穷 多 组 解 (Xx, y)， 使 Y==3 (4)。 

由 于 2 一 48y*=1 有 解 (7,1)， 故 (7+ V48)*=X+ v48y; 
就 给 出 (11) 的 解 ， 用 归纳 法 可 证 明 
Nuss 3 (4), Kas sml (4), 于 是 4= 一 (k=1,2,.…) 
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就 是 方程 (10) 的 解 。 前 两 个 解 是 = 7 337. 
四 、 杂 例 
例 3 求 正 整数 刀 zz， 使 1!+21+…+MNI = 2， 
. 解 直接 计算 可 得 到 =n=1，k=n=3 两 组 解 . 当 n 尖 4 时 
11 +21 + .+N =1+2+6+24==3 (5) 
但 平方 数 模 5 余 0, 1, 4， 故 不 能 有 其 他 解 . 
例 4 求 方程 2 -1 Jo 6p>1 的 正 整数 解 。 
最 然 %= 2 不 可 能 有 解 以 下 设 #>2 显然 》 是 奇数 
如 果 避 是 奇数 ， 则 有 
2 = FI CV . 
因为 六 1 一 y+… 一 y+1 由 个 奇数 相 加 而 成 ， 因 而 也 是 奇 
数 ， 与 左边 比较 ， 这 个 和 只 能 是 1。 因 而 2" = +l, 中 =1, 不 
“ 合 要 求 。 
如 果 叉 是 偶数 ， 则 Ye1 (8)， 故 六 =1 (8)， 从 而 2 1 
1 (8y。 但 当 M>1 时 ， 这 是 不 可 能 的 ， 六 此 方程 没有 k>1, > 
1 的 解 。 
例 5 求 方程 x y+ = 3Xyz 的 整数 解 . 
解 XYy+2- 3xy2 | 
= (XH+YIT2) (Nt TAY 2 2X) = 0, 
,车 xX+y+z=0， 则 取 X=4 y=0，2= 一 W~V。 
由 知 + 姑 + 如 -Xy- 和 -人 =0 得 
(YX-J) + (3 一 2)2 二 (2 一 MX)2= 0 
可 取 X=y=2z=w， 于 的 全 部 束 数 解 为 
X=U, .. 
| 2=2, gy VE 或 +=y=z= wwEZ. 
= WD, 
例 6 求 方程 3.2*+1=y 的 站 整数 解 
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解 %=1,2 时 方程 无 解 。 设 * 之 3. 由 于 (y， 6) =1, 故 ?= 

6k 土 1， 代入 方程 有 ， 
3.2*+1=36k:+12k+1, . 

即 有 2*-2=R(38+1) 。 (12) 
k= 1 时 ， 得 到 二 组 解 %= 3， = 5 和 = 4, y= 7。 而 >>1 时 ， 
(12) 右 端 必 有 奇 素 因子 ， 因为 如 是 偶数 ， 则 3k+1 为 奇数 ， 这 
与 左 端 为 2 的 方 军 相 矛 盾 。 故 没有 >>1 的 解 。 “ 

例 7 求证 圆 如 + 六 =1 上 有 无 穷 多 个 有 理 点 。 

证 ”由 于 2+?= = 如 有 无 穷 多 组 整数 解 ， 并 满足 (m,&) = 


(2 有) = 1， 于 是 4 = 且 ， y= 怒 就 是 单位 较 上 的 有 理 点 . 


例 8 求 方程 (4-41)! =-~1 的 正 整 数 解 ,. 

解 ” 当 n=2,3 时 得 到 k=1。 n=4 时 无 解 . 2=5 了 时 有 =2. 
设 % 之 6， 由 于 (x 一 1)1 为 偶数 ， 故 为 奇数 ， 因 而 4%-1 是 一 个 
合 数 ， 于 是 由 第 39 讲 的 例 9 有 “ 

(4- 2)1=0 (n~ 1),. . 
又 由 于 MT 441), 及 (4 一 2)1=W1+W2+ .++1， 故 
| (n—2N=1+1+ .+ lesp=0 (1% ~ 1),.- : 
即 X-I&8， 因 而 有 zz- 1。 于 是 又 有 
(2 一 1)1 = 三 和 一 TDPMorI 一 1 
当 >z>6 时 是 不 可 能 的 。 所 以 方程 只 有 三 个 解 ，. 
(1,k) = (2,1), (3,1)s (5,2); 

例 9 求 方 程 x*+ y+z?=x?y? 的 正 整 数 解 . 

解 由 于 (x?-1)(y?-1)=z?+1， 可 知 *，y 均 为 偶数 ( 否 
则 ， 左 边 寺 0 (4)， 而 右边 二 1 或 2 (4) )， 因而 z 也 是 偶数 令 
X=2° X11 Y=2°Y, 2=2°21 其 中 al1 并 且 Xi Ji 中 至 少 有 一 
个 是 奇数 ， 于 是 有 Xi2 + yi 二 217 = 49X12712。 (13) 
由 于 Xi yi 一 奇 一 偶 ， 故 
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Xi 十 Ji2T Al + Ci2=1 或 2 (4)， 
但 由 (13) 及 wx>>1 可 知 
MXi2 十 912 十 Zl2==0 (4) 
这 是 不 可 能 的 。 所 以 原 方程 无 解 ， 
例 10 求 方程 2x"=y"”! 的 正 整数 解 . 
` 解 由 于 21y， 设 了 = 21. “yi 2 十 yi X= 2"x2 十 zi 于 是 有 
20320X = 2001358 4， 所 以 1+74 = (% 一 Dl, 解 二 元 一 次 不 定 方 
程 (%~1)7- Wr=1 可 得 
| l=nt-1, r=(%- Dt-1 (t>1), 
又 有 xm =y41"”!， 必 有 X41=2"”!，y1=2”"。 因 而 
=2"2(2t) "1 = 2 
y=2"1(20"19)" = 2"1k", 
其 中 % 之 2，m>1，k 之 1， 


习题 40 


1, 求 方程 二 二 十 广 = 寺 的 正 整 数 解 ， 


2 设 Y,y>0(zy 力 =1。 售 消 处 有 装 x 千克 和 ? 千克 的 容器 各 一 只 ， 求 
证 ， 只 要 虱 客 要 购买 的 油 起 整数 千克 ， 就 可 以 只 用 这 两 只 容器 进行 销 
售 . . 

3. 求 方程 "+! 一 27 士 1,%>1 的 正 整 数 解 ， 

4。 求 方程 Y3 十 办 十 23 一 4 十 ?十 2 一 3 的 整数 解 ，， 

5。 证明 ， 方 程 15%2 一 7 一 9 无 整数 解 . 

6。 求 % 一 1 十 Y 十 %2 十 %3 十 X%4 的 整数 解 . 

7.。 求 方程 2 一 3% 一 ! 的 正 整数 解 ， 

38。 求 方程 xy 一 yz 十 1 的 正 整数 解 。 

9.， 求 正 整数 za， 使 前 # 个 自然 数 之 和 为 平方 数 。 
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第 41 讲 记 数 法 
谢 虚 有 


一 、 记 数 制 

选 定 一 个 大 于 1 的 整数 5， 就 可 以 把 非 负 整数 用 5 的 一 些 守 
的 不 超过 5- 1 的 非 负 倍数 之 和 唯一 地 表示 出 来 , 这 就 是 以 5 为 基 
的 5 进 计数 制 。 写 成 式 子 就 是 

N=@ tarbtitarbt +anb" (Oa<b-1), (1) . 

b 渤 抽 记 数 法 的 基本 原则 就 是 " 686 进 1”。 把 一 个 正 整 数 入 
走 成 5 进 制 数 就 是 不 断 用 5 的 短 作 带 余 除法 ， 

设 WSN<Dbt! (0)， 由 带 余 除 法 可 知 

N=ab'+ry, 1<a<b-1, 0&7r,<b'. 

这 里 的 不 完全 商 Qi 就 是 入 在 5b 进 制 中 的 首位 数字 ,- 再 用"! 去 
除 六 得 到 的 不 完全 商 41-1 就 是 入 的 第 二 位 数字 ， 如 此 等 等 . 
册 有 N=awb'itarb Titt+tarbt+a:h (<a,<b-1). 
这 个 表示 法 写成 8 进 制 数 就 是 N=.(giQ1-1% 0100),. 

在 这 一 讲 里 ， 十 进 制 数 的 基数 10 都 省 去 不 写 。 

用 5 进 制 数 也 同样 可 以 记 负 整 数 ， 有 理 数 和 无 理 数 ， 可 以 证 
朋 一 个 数 是 有 理 数 的 充分 必要 条 件 是 它 的 5 进 制 表示 是 一 个 循环 
小 数 , 由 于 我 们 只 讲 非 负 整 数 ， 这 些 就 不 深入 讨论 了 ， 
， 例 1 将 203 表 成 2 进 制 ，3 进 制 和 12 进 制 数 ， 在 12 进 制 
中 记 10 为 了 +，11 为 e。 

解 203=27+75=27+20+11=27+24+22+2+1 

= (1100111),, 
203=2.34+41=2.34+33+14=2， 34+33+32+3+2 = (21112),» 
203=122+59=122+4.12+11= (14e)1s, 


327 


5 进位 制 数 的 四 则 运算 与 十 进 位 制 数 的 四 则 运算 有 许多 相同 

之 处 ， 加 法 按 “ 送 5 进 1" 的 原则 就 行 ， 减 法 也 是 不 够 减 时 向 前 一 
位 数字 借 1 成 (10)s， 乘 法 就 是 连 加 运算 ， 除 法 就 是 连 减 运算 ， 
等 等 ， 
例 2 设 C 是 一 个 正 整 数 集 ，C 中 的 数 写成 3 进 制 时 ， 各 位 
数字 都 不 为 2， 求 证， C 中 任意 三 个 数 都 不 组 成 等 差 级 数 。 
证 设 C 中 三 个 数 %,y,z 为 等 差 级 数 ，2y=X+z。 对 这 个 
和 式 用 3 进 制 进行 运算 。 由 于 为 z 的 各 位 数字 均 不 超过 1， 所 以 
在 运算 过 程 中 未 发 生 进位 的 情况 ， 并 且 27 的 各 位 数字 不 是 0 就 
是 2. 27 的 某 一 位 上 如 果 是 0， 则 x%，z 的 对 应 位 也 是 0 如 果 
227 的 某 一 位 上 是 2， 则 x,，&z 对 应 位 上 的 数字 就 都 是 1， 由 此 必 
然 有 X=z=y. . 

一 般 的 习惯 总 是 认为 把 一个 正 更 数 写成 b 进 制 数 时 ， 各 位 数 
学 都 必须 是 非 负 的 。 其 实 ， 在 8=2k+1 时 ,5 进 制 数 的 系数 还 
可 以 用 一 k, ~ k++ 1, … 0，1， 一 1, k 这 2k+ 1 个 值 。 我 们 称 这 
种 写法 为 5 制 数 。 把 5 进 制 数 换 成 5 制 数 很 容易 ， 只 要 从 个 位 
开始 ， 把 第 一 个 遇 到 的 大 于 的 系数 1 改 成 1-2k-1 并 向 前 一 
位 进 1， 依 次 做 到 最 后 就 行 了 。 在 记 数 中 把 ~ ! 写成 上 

例如 前 面 举 的 例子 203 = (21112),=(21121)="= 
《111111)s,. 

… 采 用 3/ 制 表 明 ， 五 可 以 将 一 个 正 束 数 一 地 记 成 一 些 不 同 的 
3 的 方 次 数 的 和 与 差 ， 

1 例 3 设 22p 枚 棋子 分 成 两 堆 ， 把 某 一 堆 中 的 34(8Z0) 枚 棋 
子 投入 另 一 堆 去 ， 称 为 一 次 “调整 ， 拨 过 去 的 棋 子 数 称 为 “调整 
数 " 。 求 证 ， 必 可 经 过 调整 数 为 严格 减少 的 有 限 次 调整 ， 使 两 堆 
棋子 数 相等 

证 设 甲 堆 棋 子 比 乙 堆 棋子 多 。 由 于 棋子 总 数 为 24， 故 棋 
子 差 数 为 20。 要 调整 到 两 堆 棋 子 一 样 多 ， 就 必须 从 甲 堆 调整 7 
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校 棋子 到 乙 堆 里 去 。 把 wm 写成 3' 制 数 ， 其 系数 为 1 的 项 就 是 要 
自 甲 堆 棋子 氢 入 乙 堆 的 调整 数 ， 系 数 为 -1 的 项 就 是 由 乙 堆 拨 入 
畦 堆 的 调整 数 。 依 3 的 方 次 数 由 大 到 小 逐次 调整 就 能 达到 最 终 目 
的 ， 从 证 明 过 程 中 可 以 看 出 ， 这 种 调整 方式 还 是 唯一 的 ， 
二 、 二 进 制 的 四 则 运算 
二 进 制 的 加 法 表 很 简单 ， 就 是 ，0+0=0,0+1=1,1+0=1， 
1L1+1=(10):,. 二 进 制 的 乘法 表 也 很 简单 , 就 是 :0x0-0,0x1=0， 
1x0=0, 1x1=1. 
例如 (11011); + (111):， 列 成 算式 就 是 
+ 、、JI.T.I 〈 打 "、" 的 地 方 表示 进 过 位 ) 
(1000 1 0) 
又 如 ， (1101); x (101)。， 列 成 算式 就 是 | 


( 打 *、* 的 地 方才 示 进 过 位 ) 


己 | 呆 呈 玫 


0 
,1,1,0, 
CIT010 0 1)2 

减法 是 加 法 的 逆 运 算 ， 也 可 以 用 不 够 减 人 1 成 (10): 的 方法 
进行 .但 是 在 计算 机 里 不 用 这 个 方法 ， 因 为 这 样 做 会 增加 机 器 运 
竺 的 次 数 ， 通 常用 的 是 “ 补 数 法 " ， 这 种 方法 在 心算 中 也 常用 到 ， 
例如 要 减 去 97， 就 加 上 3 再 减 去 100，3 就 是 97 的 补 数 ， 这 里 计 
算 的 过 程 是 求 出 补 数 ， 然 后 作 被 加 数 与 补 数 的 加 法 ， 最 后 减 去 一 
个 10 的 方 次 数 。 后 两 步 做 起 来 都 很 容易 ， 第 一 步 在 二 进 制 中 做 
起 来 也 很 容易 .例如 (101): 的 补 数 就 是 (1000):- (101):= (11):. 
实际 计算 的 时 候 ， 从 个 位 开始 往 前 看 ， 第 一 个 1 不 变 ， 以 后 把 0 
换 成 1，1 换 成 0， 就 得 到 补 数 ， 例 如 求 (11101):- (1011):， 先 
求 出 (1011): 的 补 数 为 (101)*, 于 是 (11101):- (1011)s= (11101)， 
+ (101)»— (10000)s = (1101):+ (101)» = (10010)». 
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除法 运算 可 用 连 减 代替， 同时 减法 也 用 补 数 法 做 。 例 如 尾 
(1101): 除 (101101):， 列 成 算式 就 是 


11 
1101) 101T101 
-1 101 
O110 ~—-(10110):— (10000); 
+ 001:1 一 (1101); 的 补 数 
10011 
一 1101 
0011 ~—(10011):.— (10000); 
十 0 0 1 1 一 (1101): 的 补 数 
110 


即 得 到 (101101): = (1101):x (11); + (110);. 

三 、 有 关 二 进 制 的 例题 

例 4 若 一 个 二 进 制 整数 的 各 位 数字 之 和 为 偶数 ， 则 称 为 一 
个 4 数 ， 否 则 称 为 一 个 瑟 数 。 求 前 2 个 了 4 数 之 和 234. 

解 ” 用 An) 和 B(n) 分 别 表示 不 超过 x 的 4 数 之 和 及 瑟 数 
之 和 ， 显然， 27; 20 +1 中 有 一 个 4 数 , 一 个 互 数 ， 所 以 ， 在 0， 
19…s21t1~1 中 有 扫 数 和 电 数 各 有 2! 个 ， 因此 M= AC(2'+1-1). 
又 显然 有 A(m) + BM) =1+2+…+Hn 如 

设 0<m<2' -1， 则 在 2:+ fm 与 74 中 一 个 为 4 数 ， 一 个 为 
BB 数 ， 因 此 ， 如 果 有 一 个 召 数 mx, 就 得 到 一 个 4 数 2:+m。 由 此 
可 建立 [0,2:~ 1 中 的 五 数 六 与 [2592441- 1] 中 的 4 数 和 244 说 之 
间 的 一 一 对 应 . 对 [0,2:- 1 中 的 召 数 rm 求 和 ， 就 得 到 

M=4(02-D+ 之 (25+712) 


=A(2: -1)+2:.271+ B(2:~ 1) 
二 2i"1(2i~ 1) 十 2241 = 221 一 251， 


例 5 /了 是 定义 在 全 体 正 整数 集 上 的 函数 ， 设 正 整数 好 的 二 
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| 进 制 表示 为 (aiC -iao):， 则 7) 的 值 等 于 把 2 中 的 0 换 
成 -= 1, 即 令 b,=24-1， 则 J (CCCiC Q100)2) = (i151-1°"*015,);, 
求 f 的 一 个 递 推 公式 . 

. 解 设 2:<HN<21t1- 1 N=0.21+ A121+ +0Q1.2+ Qo。 
于 是 将 &ai 中 为 0 的 数 改 成 1 就 变 成 2?:-1， 所 以 增加 的 这 些 
数 就 是 241-2-1， 于 是 得 到 Jp) =2- ( 231 一 41)=22+1 
一 2041. 当 %=2k 时 ,fC(2k) =48+1- 2+1=2(28+T1- 21) 一 1= 
1 .2f (8) 一 1. 当 M= 28+1 时 ，j(28+1)=4 色 +3 一 2441= 2(2 肛 十 
“=20+1=27(8)+1. 亦 即 得 到 下 列 公式 

f=1, /2k) =2f (8) -1,f(2h+1) =2f(k) +1, 

例 6 设 正 整数 a,5 互 素 ， 妥 表示 以 4 为首 项 ，2 为 公 比 的 
等 比 数列 ，B 表示 以 5 为 首 项 ，2 为 公 比 的 等 比 数列 ， 求 证 任 一 
个 不 小 于 C8 的 正 整数 ， 都 可 以 表 成 A;B 中 的 一 些 不 同 的 项 之 和 . 

证 . 由 第 40 讲 的 定理 2， 当 % 之 4 时， 存在 非 负 整 数 使 ZX + 

.Dy=n. 将 + 和 > 写成 二 进 制 数 ，x 的 每 一 项 对 应 着 4 中 的 一 
项 C.2 ，2y 的 每 一 项 对 应 着 B 的 一 项 5.2*， 即 得 证 . | 

例 7 入 为 正 整 数 集 ， 在 入 上 定义 函数 如 下 f(1) =1， 
(3)=3, 目 对 mEN 有 (22) = 了 (2),f(4n+1) =2f(2n+1)-— 
J (3 (47+3)=3f(24+1) 一 2f(%)， 问 ， 有 多 少 个 hEN Hn 
<1988， 使 得 Jf(2) =n?( 第 29 册 IMO， 第 3 题 . ) 

解 ” 把 前 几 个 和 f(x) 的 值 用 二 进 制 数列 表 如 下 : 

Mh 1'.10 11 100 101 110 11ll 1000 1001 

fln) 1 0 11 001 101 011 111 0001 1001 

从 表 中 看 出 ， 当 1= (QQ4-4…Q100)s 时 ， 似乎 和 fl1) = 
《4oQ1…G4-141),，。 了 (4) 即 是 把 的 二 进 制 表示 倒 过 来 写 ， 不 过 要 
注意 ， 必 须 a1 = 

设 2:<n<2+1~1。 对 1 用 归纳 法 来 证 实 上述 的 猜测 。 7 = 
0 1 时 ， 显 然 ， 设 2251<zs2242- 1， 则 %= (Gi+1Q1°* 4140):. 
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1 知 果 GCo = 0, 则 Jp) = 大 (CCiriG Li = (4+1)s =: 
(uci- +1)2。 

2"” 如 果 w = a = 1， 则 fn) = 3f ( (Qi.4241)2) 一 ， 
2f XQ 02)2) = 3 (ls Cities — (20 Qit1)s = 3°21+ 
3 ir) 2 (G2 dr)2 = 2tIt2+ (CpG = (QQ Grrn) se 

3” 如 果 a,= 1， 41=0， 则 f(x)= 2f((Q1+1'*"4240):) 一 
fit laya) =2(000apCi+1) 2 (G2 G441)2 = 2014+ 2(02p031)8 

一 (datiGin)s = (dodids*" 141)2, ， 
因此 就 证 明了 我 们 的 猜测 ， 由 此 可 知 ， 如 果 fla “00)2) =" 

(po Ae = 0KEED). 
: :由 于 满足 了 (n)=% 的 正 整数 写成 二 渤 制 时 是 对 称 的 形式 ， 把 


这 种 数 称 为 “对 称 数 ”显然 一 个 /位 对 称 数 可 以 由 它 的 末 [2 二] 
A 


一 一 对 应 关系 . 因此 /位 对 神 数 的 个 玫 为 2 故 在 [1， 2 


的 对 称 数 只 有 DCD = 2[5-]+ 3 与 2441 个 ， 

l=2k-1 时, D(D) =26: +2(262 二 二 1)=3.2o1 一 2， 

l=2k 时 , DO =2(201+2tr2+… 和 十 1)=201 一 2 

现在 可 以 解答 前 面 提 出 来 的 问题 了 ， 由 

1988 =2+2°+2+27+2 +2: =(11111000100); 
可 知 ，[1, 2!!] 中 的 对 称 数 个 数 减 去 [1988, 24] 中 的 对 称 数 的 个 
数 即 为 记 求 . 

- [1, 2 中 的 对 称 数 有 3.25 一 2 =94 个 ， 其 中 大 于 1988 的 仅 
有 阿 个 它们 是 

ittl1011111 和 (LII11111111 
所 以 ， 有 92 个 不 超过 1988 的 正 整 数 2， 使 F(zy =32， 
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第 如 讲 多 项 页 式 的 基本 运 云 算 


李 尚志 


Bx 为 元 的 一 元 多 项 式 只 有 形式 fx) =QnX + daiX" tt 
+ QIX+ Ado, 其 中 Co Ci pyCr-i Qn 是 系数. 当 Qn=4r-1= 二 
Q1=Q, =0 时 玫 (%) 为 夫 多 项 式 ， 当 Gn 关 0 时 称 f(Xx) 为 扩 次 多 项 


; 式 , 记 degf (x) =n， an 称 为 有 (x) 首 项 系数 ， a =1 时 称 f(2) 为 


首 一 多 项 式 ， 
多 项 式 .7(z) = =CaX" 十 …+CIY+GCo 与 g(X) = A 
b, 相 坊 减 , 是 将 它们 的 间 次 项 系数 相 加 减 , 即 f(x) 土 g(X) = (Cs 十 


.60) + (boD)X+…。 而 它们 的 乘积 /xz)9(X) 由 (Cox +… .+a 


+ Qo) (bnxX™ 十 ， .+5x+) 去 播 号 和 合并 同类 项 得 到 ， 即 
/(X)g(%) = Gopmt "tm Gatme 1X"T™ 十 “+C1%+Cos 其 中 i 次 项 
系数 cf = aobirabi-it"** + di-iDbi + Qibo, 当 g(x) 关 0 时 可 以 用 f(x) 
除 以 g(x), 得 到 唯一 的 商 式 q(x) 和 余 式 7(%*), 和 使 f(x) = 4(4) 
g XY +7(%), 且 degr (2) >degg(*) 戟 >(z) =0， 当 yY(XY) = = 0 时 


称 9(X) 整 除 .F(x)， 记 为 gx) fC), 养 记 Q(X)= 38 ” 


一 、 多 项 式 的 相等 
. 两 个 多 项 式 相 等 ， 是 指 它们 的 次 数 相同 并 且 同 次 项 的 系数 分 
别 都 相等 因此， 要 证 明 关于 多 项 式 的 恒等式 ， 可 以 将 等 式 两 边 
整理 后 比较 同 次 项 系数 , 反 过 来 ， 如 果 已 知 这 个 蚀 管 式 成 立 ， 则 
可 以 得 到 关于 隔 次 项 系数 的 等 式 ， 
例 1 求 (+X)?+(l+X)t+ (1+X) + 4) 展开 


式 里 必 的 系数 ,， cig63 年 北京 市 数学 吉 赛 试题 y 
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)"+2= (1 (1 +X) +%)" 1 
《1+X)—1 


= 二 [C+x)"- (1+x)3]， 因 此 ， 原 式 里 好 的 系数 即 是 


本 者 


解 (1+X%)3+ (1+ Xt (1+% 


3 2 
(1+X)"+3— (1+ X)s 里 %3s 的 系数 ,为 Ca -1= 毛 本 


上 题 中 如 果 直 接 展开 原 式 ,xz 的 系数 为 CS+C3+…+C2 
这 说 明 C3+C3+…+C2,=C3,s 一 i， 一般 地 ,对 任意 自然 数 襄 
与 1 比较 等 式 (1+ 2 ”+ C+)" +) 


+ (1+X)"] 两 边 *” 的 系数 可 得 到 关于 组 合 数 的 恒等式 
Cnt Chite + Cr, = C+ 
例 2 求 所 有 满足 条 件 P(x?) = 《P(x))? 的 多 项 式 PC 
，” 解 ”如果 P(X) 为 常数 a 则 a&a= Pl) = (PCD = a, a=0 
或 1. 

设 degP(4) = zl P(X) = Q.X" 二 Co- ‘dX+ ds 
其 中 如 zx0， 比较 P(X?) = Qsx*" + py 
.22X2 十 的 首 项 系数 得 Cs= dl2，as = 1. 假如 .PCx) = QiX*-!+ 
十 GX 二 04 不 为 零 ， 设 degju(xy) = f0(X) = CNCIYI1+ 
t+ do 0， 比较 P(X2) = 2 上 2 二 “与 (P(0))*= 
2 的 中 采 
数 得 24% = 0，a, =0， lb 获 f(x)=0，P(x)=%X". 


— AA. B C 
例 3 将 1) 0-5) 实 示 成 和 + 了 + 到 二 -的 形式 . 
_4 B CC 

解 将 到 CC T+ r+ zz 两 边 同 乘 以 
X(X- 1)(% 一 2) 得 1 = A(X-1)(xX- 2) + BxX(X— 2) + Cx(X ~ 1). 
取 X= 0 得 1= 24，4 = 二 . 取 XY=1 得 B=-1 . 有 X=2 得 C= 
由 

当 多 项 式 f(x) = =9(X) 时 ，jJ (4) = gCa) 当 然 对 4 的 一 “ 切 值 @ 
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成 立 . 当 jx) 9(X) 也 可 能 有 某 些 C 使 f(a) = g(a)， 这 样 的 @ 
即 是 方程 1(x) - g(x) = 0 的 根 , 不 超过 2 次 的 方程 至 多 有 2 个 不 
同 的 根 ， 因 此 有 - 

定理 1( 多 项 式 恒 等 定理 ) 设 多 项 式 有 (x) 与 g(x) 的 次 数 都 
不 超过 %. 如 果 有 +1 个 不 同 的 值 4a 使 f(a) = 9(C)， 则 多 项 式 
了 (X) 与 g(%) 相 等 . 

例 4 为 正 整 数 ， 求 多 项 式 有 (x) 使 f(f (Xx)) = Cf - 

解 ” 当 了/(X) 是 常数 4 时 取 a 满足 4=at 即 可 . 

设 degf (x) = 之 1 .注意 到 (8B) = Br 对 所 有 的 6= ao) 成 
立 ， 只 要 8 可 取得 足够 多 不 同 的 值 就 可 知 f(x) = 从 .对 每 一 个 有 
值 ,使 f(a) =8 的 a 值 至 多 个 . 因此 ， 当 a 取 了 4m 个 不 同 的 
值 时 至 少 能 得 到 7 个 不 同 的 6 值 .a 可 取得 无 穷 多 个 不 同 的 值 ， 
于 是 有 无 穷 多 个 不 同 的 B= (a) 使 7(p) = Bp*. 由 恒 等 定理 即 得 
f (x)=, 

例 5 求 所 有 的 多 项 式 f(x)， 使 它 对 一 切 整 数 坟 4 取 整 数位 
f CGO) 


解 ” 对 每 个 自然 数 名 定义 (从 = ED 


则 当 整 数 > 时 (7) = C$ 是 整数 ， 当 0<m<k-1 时 (2?) =0， 
当 M<0 时 (?) = (~1)4Ct_mizrl 也 是 整数 ,因此 ， 当 A,，Ai, 

"5, 是 整数 时 (xX) = A,+ A1(7) + As($) +… +4,(z) 对 一 切 
整数 1% 取 整 数值 /zz) . 反 过 来 ,对 不 超过 2 次 的 多 项 式 (xX)， 
依次 取 B= (0), Bi=f(1)-B,,B,=/f(2)-B,- (3)B,,.…, 

B,=f(n)- B,- (1)B,- (2)B-…-(®.) BL, 则 (8) = 万 ,十 
Bi(1)+ Bs(2)+…+B.(:) 对 7%+1 个 慎 =0，1，2，…，4 成 
立 ， 由 恒 等 定理 知 f(x) = B+ B1(1) + B.(3) +… +B,(*) ,如果 
当 1% 为 整数 时 (2m) 总 为 整数 , 则 有 (0), (1),…, 了 (n) 都 是 整 
数 ， 按 前 述 方式 定义 的 B,，B,，…，B, 也 都 是 整数 ， 因 此 ， 记 
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有 的 + A(7) + A252) 十 … + A,《5) 愉 为 所 求 ， 其 中 是 任意 
正 整 数 ， 4 Ai, A,, ”9 4 ,是 任意 整数 。 

多 项 式 的 上 述 吉 达 式 f(x) = A0+A1(3)+As(3) + … 十 4 (5 
对 于 级 数 求 和 十 分 有 用 . 例如 要 求 +2s+32+…+73， 先 
把 通 项 cs = Ms( 看 作 允 的 三 次 多 项 式 ) 表示 成 za= C34+6C2+6C3 
的 形式 ， 由 组 合 数 的 公式 C+ CY,1+… + Cs=C4+4 即 得 1 + 23 
十 二 Na (CC + COC) +6(Cr C+ + Ca) +6(CE+ 


2 2 
Cr+C3)= C2 +6C3 +T6C4 = 各 和 


二 、 多 项 式 的 系数 范围 
_。 多 项 式 的 系数 范围 ， 可 以 取 整 数 集合 、 有 理 数 集合 、 实 数 集 
合 、 复 数 集合 等 . 
如果 一 个 数 集 刀 对 加 、 减 、 乘 运算 封闭 ( 即 刀 中 任意 两 数 
的 和 、 差 、 积 仍 在 DD 中 ), 就 称 DD 为数 环 ,如 果 数 集 政 对 加 , 减 、 
乘 、 除 (除数 不 为 0) 四 则 运算 封闭 ， 就 称 玉 为 数 域 . 前 面 所 说 的 
四 个 数 集 都 是 数 环 ， 后 三 个 数 集 是 数 域 . 

我 们 注意 到 ， 两 个 多 项 式 了 (%) 与 g(%) 的 和 、 差 、 积 的 系数 
是 由 f(x) 与 g(%) 的 系数 经 加 、 减 、 乘 运算 得 到 的 因此， 如 果 
了 (%) 与 g(%) 的 系数 在 数 环 吃 中 ， 则 (x) 土 g(x%)，f(%)g(x) 的 
系数 也 在 DD 中. 用 g(%) 对 f(x) 作 带 余 除法 时 ， 商 式 g(x) 与 余 
起 +(%) 的 系数 由 (4X) 与 g(%) 的 系数 经 加 、 减 、 乘 、 除 得 到 ， 当 
了 (X) 与 9(%) 的 系数 在 数 域 下 中 时 (x) 与 7(x) 的 系数 也 在 万 
中 .但 我 们 又 注意 到 , 作 带 余 除法 时 ,对 系数 作 的 每 次 除法 都 以 除 
式 的 首 项 系数 为 除数 . 当 除 式 是 首 一 多 项 式 时 ， 对 系数 就 只 作 了 
加 、 减 、 乘 运算 ， 只 要 吕 是 数 环 (不 必 是 数 域 ), 就 可 保证 当 被 除 
起 与 除 式 系数 在 D 中 时 商 与 余 式 的 系数 也 在 .D 中 、 

例 6 设 4,5 是 实数 50,，a+bi 且 是 实 系数 方程 f(x)=0 
的 根 ; 则 a~ 友 也 是 A(x) =0 的 根 、 
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“证 -7FGC+ox) 被 大 +1 除 的 商 'Q(X) 与 余 式 c+ dx 仍 是 实 系 
数 多 项 式 . 将 4 = 代入 等 式 f(a+ bx) = g(x)(X*+1)+c+d% 十 
边 得 ct+di=0, d=c=0, 于 是 f(4Gt+Dbx)=g(X%)(X?+1), 将 X= 
-2 代入 即 得 f(a-8)=0 

例 7 (1) 若 a，5b，, < 是 有 理 数 ， 上 且 a+t+b8/F te T=0, 
则 CC=p=cC=0， 

(2) 若 & 了 是 有 理 系数 方程 f(x)=0 的 根 ， 则 & 3 o 与 


心 3@? 也 是 (x) =0 的 根 ， 其 中 o= 一 3 . 


证 (1) 当 c=0 时 易 见 b=0,，a=0, 设 c#0， 则 & 了 是 有 
理 系 数 方程 w+ 和 +cx2=0 的 根 , 则 时 当然 也 是 Ya-- 2=0 的 根 
用 %a- 2 除 以 C+8x+cx2 得 到 的 商 式 g(xX) 及 余 式 dx+e 都 是 有 
理 系 数 多 项 式 . 将 *=A3 代 入 等 式 X%3-2=g(X) (a+bx+cx’) 


+dx+e 两 边 得 Gd& 了 +e= 0, 于 是 d=0( 否 则 &% TI = ~ 乡 为 有 理 


数 )，e=0，X3 一 2=4(X) (4 + Bx+CX?); 有 理 系数 一 次 方程 g(%》 
= 0 有 有 理 根 w，as- 2=d(a) (4a+ba+ca?) =0， 矛盾 . 这 说 明 
不 可 能 c 头 0， 只 能 c=0 从 而 4=b=0., 

《2) A(X) 除 以 x? 2 得 到 的 商 式 q(X) 和 余 式 4+BbX+cx? 是 
有 理 系 数 多 项 式 .将 Y4= BT 代入 JJ) = (7X) (XxX?-2)+a+Dbx+ 
cx5% 得 a+byZF+cA4=0， 于 是 由 (1) 知 a=6b=c=0， f(xX)= 
dX) (X32) ,NX — 2= 0 的 三 个 根性， 以 2m， 以 2 0 都 是 (7X) 
= 0 的 根 ， 

例 8 a 取 什么 整数 值 时 ，%? 一 *+a 整除 Xx'3+%+90. 

证 由 于 f(x)=X3+%+90 与 g(X%)= 作 ~-%+Q 是 整 系数 多 
项 式 且 g(%) 的 首 项 系数 为 1， 故 (7X) 除 以 g(x) 的 商 式 q(x) 也 为 
整 系数 ， 当 * 取 整 数值 Xo 时 g(xXo)1f(%0o). 取 X=0,1 得 4190 是 
a192, 于 是 Cl12=92-90，C= 土 1, 土 2. 取 Y= 一 1 得 (2 + a) |88， 
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Crx#1l 且 &#-2. 取 Y= -2 得 (6+a)18104，a -1 直接 计算 可 
知人 (X2 -YX+2)1(x+X+90)， 于 是 = 2 是 唯一 解 ， 

三 、 余 数 定理 与 因 式 定理 ， 

定理 2 (余数 定理 ) 多 项 式 f(*) 除 以 +*-a 的 余数 等 于 
wj ec) . 

证 设 商 为 94(X)， 余数 为 7， 在 等 式 (4) = Q(X)(X~A) +r 
两 边 取 x=& 即 得 7 = f(a). 


由 余数 定理 立即 得 
定理 3 ( 因 式 定理 ) 多 项 式 f(x) 被 *~a 整除 的 充分 必要 
条 件 是 f(a) = 0. 


推论 jxz)-c) 被 Y-C 整 除 . 

例 9 证 明 多 项 式 A(x) = (e030 + Xsin 8)"- cosn0— x sinng 
被 XY+ 1 整除， 

证 注意 X?+1=(x+D)(X-), 由 f( 圭 2)= (eos 9+isin 9) 
一 (Cosn0+Zsinn0) = 0 知 f(X) 被 X*-i 与 X+i 整 除 从 而 被 
(一 让 (XY+ 人 =X?+1 整除 ， 

例 10 求证 f(x)= pe 
1 整除 ， 其 中 a,5b, c,d 是 正 整 数 ， 

证 注意 g(X)=X3+X2+%+1=(X+1)(X+ 外 (XX 一 让, 易 见 
J/(~1)=f(+2)=0， 再 用 因 式 定理 即 得 . 

例 11 /(X)=X4+X3+%24X+1, 求 (X5) 除 以 了 (x) 的 余 式 ， 

解 ” 注 意 f(X)|(x5 一 1), 先 用 f(x5) 除 以 Xx 一 1, 令 y= 
则 /7) 除 以 了 =- 1 的 余 臣 为 1(1)=5,， f(y)=g(y)(y-1)+5, 
(xX?) = gCX5)(X 一 1)f(X) +5， 所 求 余 式 为 5， 

例 12 天 (x%) 是 整 系数 多 项 式 ， 且 有 四 个 不 同 整数 a, 4,c， 
dd 使 F(a)= 且 (Bb)=A(c)=F(d)=5. 证 明 不 存在 整数 使 (k) 
二 8, 

证 取 G(%)= 玉 (xX)-5， 则 由 G(a)=G(D)= Ge) = Gd} 
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=0 知 COX)= (YX-C)(Y-D)(XY-C)Y-G@) 瑟 (YX)， 殖 (xz) 为 束 系 
数 多 项 式 . 对 任意 整数 包 有 - 0， 有 -已 有 -co 一 为 四 个 不 
同 的 整数 ， 其 习 积 的 绝对 值 等 于 0 或 大 于 3，G(&B) 关 3， 丈 (有 ) 六 
4， 

例 13 设 C， 包 “为 不 同 整数 ， 求 证 ， 不 存在 整 系数 多 项 
式 P(z) 使 P(C) = P(b)=c 且 P(e)=a. 

证 设 存在 这 样 的 P(x). 我 们 有 (Xa)1(P(x)- P(c))， 
P(X) -PIC)= (XQ)Q(X)， 且 Q(X) 为 整 系数 多 项 式 . 将 X= 
5b 代入 得 (58~a)1(P(B5) -Pla))=c~5.、 同 理 ，(c- 了 |(P(0) - 
PD)=a-c,a-clb-a. 由 (5b-a)l(c~-D)1(a-c)1(5-4) 知 
Ib-al=|c-6b| = la-cl<*0. 但 由 (5-Q)+(e~5)=c-a 知 
la-cl=15~al+lc-bl>>15~-al 或 la-c|l=1b-al- je- 外 < 
lb-al, 环 盾 . 

例 14 解 方程 x+Js+2zs=(Y+J+2)3， 
和解 原 方程 即 J(z yz)=Xa+ 和 +22- (+y+2)3=0。 我 
们 可 以 将 /xz yz) 看 作 x 的 一 元 多 项 式 F(x)， 其 “系数 数 范围 是 
J，2 的 整 系数 多 项 式 . 这 个 “系数 "范围 对 加 、 减 ,. 乘 运算 封闭 
因 式 定理 仍 成 立 , 当 x 取 "“ 值 " -y 时 FF(-y)=f(- — yy,2) = 0 
区 《x+ 外 f(x， 2)， 将 %，》，z 的 位 置 作 任意 置换 时 
f(x, JJ，2) 仍 不 变 ， 而 因子 ++y 变 成 因子 Y+2 了 十 2。 于 是 
(Ys2)=24(T++y)(X+2z)(y+2)， 比 较 两 边 的 次 数 可 知 2 为 党 
数 ( 取 4=y = z=1 可 求 得 1= 工 Gd = -3) 于 是 原 方程 为 
A(%+y)(X+2)(y+2z)=0， 全 部 解 为 满足 条 件 x= -3 或 Y= 一 
sz 或 J= -2 的 任意 数组 (xz, jp z) . 

”四 、 播 值 公式 . 

例 15 多 项 式 f(x) 被 X*- 4 除 余 4， 被 YX-0 除 余 B,a 5， 

求 了 (和) 被 (XY- a)(x-~) 除 的 余 式 ， 四 
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解 取 尺 (z)= A = + 人 D, 则 R(a)=A4= fa), 


Rb) = B= GD) 于 是 GO) - f(x)— R(X) 当 X= 4,5 时 取 值 都 
是 9， 由 因 式 定理 知 G(X) 被 (x 一 4) (x 四) 整除， 由 f(x) = G(x) 
上 CD 及 cegRCD <2 或 R(x) “0 知 民 (2 为 所 求 祭 式 ， 加 

一 般 地 ， 设 a Gz ln 是 不 同 的 数 ， 则 对 任意 %# 个 数 


ww AD) (X— Qi D(X-Qs+1) “(xX-0n) 
A do" 4 取 P(X) CC 


(1<z 2 )， 并 取 玉 (zx) = Li92i(X) + Asps(X) + +A.P,(X), 可 
使 R(a)= A 对 1<i<n 成 立 且 对 任 意 多 项 式 fx)» 所 有 的 
f(ai) = 四 (1<i<<n) 的 充分 必要 条 件 是 :f(xX) 除 以 (% 一 4D (x 一 
Q2)…(% 一 Qn) 的 余 式 为 R(X) 县 (%) 的 上 上 述 表 达 式 称 为 拉 格 朗 晶 
播 值 公式 ， 

例 16 求 X%3+X 人 9 二 XX 十 ?十 双 除 以 和 一 x 的 余 式 ， 

解法 一 X33 一 X=x(X-1)(Xt+1) f(x)= = 4 十 和 但 十 多 25 十 9 十 
人 除 以 %,*-1,x+1 的 余数 分 别 是 (0)=0, (1)=5 和 f(=1) = 


2 SXCX+1) , -5XX71) i 
-5 于是 所 求 余 式 尽 (2 = 9 计生 交 =. 


解法 二 十 二 二 CX 一 了 下 》 十 先 ( 和 全 一 ) 十 轩 
(Wm 1) 十 YX 一 1) + ST, (XI— 11) XE™ 1), (Xs 一 和)|X(X2m 一 . 


1), !' 故 所 求 余 式 为 54 。 


习 题 42 


,利用 等 式 (1 + GD"mG49 于 和 1 十 (CD3 二 (C5)8 十 十 
Ca) . 
2， 确 定 所 有 的 多 项 式 Po 合 PCaHD= (PEL PO =0 
35.46 是 有 理 数 且 50，a+bV 3 是 有 理 系数 多 项 式 f(x) 的 根 求证 
2 一 bv 21 也 是 (x) 的 根 . 


4. f(x)= x 十 gx 十 证 明 Pre ,fC2) 本 /3) 中 至少 有 一个 六 
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。 已 知 对 于 某 个 自然 数 % 之 2， 多 项 式 Wi(%)= 二 QiX 十 Di(aisDbi 是 实数 ， 多 


一 1,2,3) 满 足 关系 式 Wi(z)" 十 wa(4" 一 za(%) "证明 ， 这 些 多 项 式 可 以 
表示 成 zai(z) 一 Ci(4x 十 六 )，i 一 1,2，3， 并 且 4,B,C1,Cs，Cs 是 基 
些 实数 ，(1971-1972 年 波兰 数学 竞赛 试题 ，) 


、 设 P(x) 是 整 系数 多 项 式 ， 且 对 四 个 不 同 整数 X1, Xs,X3,X4 有 P(X4) 二 


2，1<i<4. 求 证 ， 对 于 任何 整数 x*，P(X) 不 能 等 于 1,3,5,7,9 中 的 任 
何 一 个 。(1963 年 北京 数学 竞赛 试题 . 1 


“1 _ | 
， 证明， 如 果实 数 4，5，c 满足 关系 式 工 十 二 十 二 一 -二 下 80， 则 对 


任何 奇数 %， 让 十 地 + 让 = i .(1955=1956 年 波兰 数 


学 竞赛 试题 。) 
P(X) 是 整 系数 多 项 式 ，P(2)， P(3) 痢 是 6 的 倍数 ， 求 证 (5) 也 是 6 的 


倍数 ， 


,041，…， Qn 是 个 不 同 的 整数 , 求证 P(X)=(% 一 @1)?(% 一 Ce) 


(x 一 cn) 十 1 不 能 分 解 为 整 系数 多 项 式 之 积 , 


(1) 求证 ， 不 存在 整 系数 多 项 式 卫 (*), 使 已 (16) 一 25 且 忆 (25) 一 49。 


， (2) 整 系数 多 项 式 P(X) 甬 否 同时 请 足下 (0 一 10， P(20)=20 和 


11, 
12, 


P(30)=40? 
求 XYl0 十 1 除 以 (zs 十 DCx4 一 分 的 余 式 。 


4 十 克 一 010 是 已 知 业 ，3 求 om 二 "(19531954 年 波兰 数学 . 
竞赛 试题 ，》 
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-第 43 讲 ”多项式 的 唯一 分 解 


李 尚志 


一 、 复 数 范围 内 的 唯一 分 解 

由 代数 基本 定理 ， 复 系数 7 次 多 项 式 (pH1)J(x) 至 少 有 一 
个 复数 根 w (注意 ， 我 们 把 方程 f(x) =0 的 根 也 称 为 多 项 式 的 
根 ) 由 因 式 定理 ， 了 (xX) 被 x 一 Ql 整除 ， f(xX)= (YX 一 Qa) fx) 
(XY) 是 4 一 1 次 多 项 式 . 当 n-1>1 时 对 f1(x) 又 可 作 同 样 的 讨 
论 。 照 此 下 去 ， 最 后 可 得 f(x) = A(x 一 a )(X 一 as).… (Xa,)， 
其 中 4 是 了 (x) 的 首 项 系数 . 或 进一步 写成 (x) = 4(z -am 
(XK~ 2) "(XA)" 的 形式 使 a，a…， wa。 互 不 相同 . f(a) 
=A(a-aD™(a-a)".(a-a,)"=0 的 充分 必要 条 件 是 a 
等 于 某 个 Qi, 因此 Qi a, 就 是 了 (x) 的 全 部 的 不 同 的 复数 根 ， 
每 个 ms 称 为 根 w 的 重 数 ， 它 也 就 是 使 (Xa,)" 整除 了 (Xx) 的 最 
大 整数 m., 根 Ci Aas 及 其 重 数 NI0 Me 都 由 了 (xX) 唯 一 决 
定 . 这 就 证 明了 | , 

定理 1( 复 数 范围 内 的 唯一 分 解 定理 ) 如 果 不 考虑 因子 的 顺 
序 ， 则 每 个 非常 数 多 项 式 f(x) 在 复数 范围 内 可 以 唯 二 地 分 解 为 
A(X— AI IX— Aa) 的 形式 . 

推论 2% 次 多 项 式 至 多 有 2 个 不 同 的 根 . 


例 1 令 O=cos-2z_Hisin_ 25 ， 求证 ， 
多 名 
(1) X= (tT X00) X01), 


(2) 1+@O+aoz+… 十 On1= 0. 
(3) (1~@) (~ 8)..(1— 0" 1) = 了 2 
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27 .sin (1% — 1)7 = % 


. nT . 
(4) Sia -—sin = -i 
了 27 A 2” 1， 


证 (1) 方程 x"-1=0( 即 x*=1) 的 六 个 复数 根 为 cos--24 
+isin-2kr -os 0<h<cz- 1， 于 是 加- 1 的 唯一 分 解 式 为 2 


~1=(x— Do OD) X01), 


(2) 由 "=1 及 1 知 1 站 四 二 0 二 和 二 or 和 一 2 =- 0。 


(3) 由 入 -1=(4-1)(G+X+%2+… 二 YeD 知 ， 方程 1+% 
二 X2 十 十 X=0 的 解 为 Xx"=1 且 Xx¥1， yw, 0, On 
了 是 Lt) 1), 取 *= 
1 邯 得 . 

(4) 在 (3) 的 等 式 两 边 取 绝 对 值得 |1- oll1— ?| 


wr! = 但 对 1<h<n 一 1 有 |1 一 | = Cam) 


2 3 让 一 一 一 ahr | -VQ- COS 一 一 一 2 -2 + ( sin 2 2hkn ) = /2-20 2cos2hr 


/十 下 好 =2sin- 人 Ar ， 于 是 得 2"sia 工 sin -25 .sin (2 一 DT 
HU 也 区 Nn 


2 

=4#， 两 边 同 除 以 2* 即 得 . 

二 、 实 数 范围 内 的 分 解 

如 果实 系数 多 项 式 (x) 有 患 根 w +i (其 中 aiy hi 为 实数 
且 B#0)， 则 还 有 虚 根 qi - biz f(x)=[x- (ai+ Bi)JLX- (a 
-pz)]/(Y)=[GY-aD)2+p2z)，( 人 -aoD)2+6 是 实 系数 
多 项 式 ， 从 而 .f1(X) 也 是 实 系 数 多 项 式 . 对 f1(x) 又 可 作 同 样 的 
讨论 ， 照 此 下 去 可 得 f(x4)=[(x-a)?+ B22]"i[(X- 0) 
+ B82J" 及 (x)， 其 中 刁 (X) 的 复数 根 421,…，%4 全 是 实数 ， 厂 (xX) 
= A(CX~ 4)'1...(X 一 4)"1， 于 是 得 
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定理 2( 实 数 范围 内 的 瞧 一 分 解 定理 ) ” 实 系数 多 项 式 f(x) 在 
实数 范围 内 可 以 唯一 地 分 解 为 4[(Y- ai)2+ B21…[(x- a,)? 
+ Bj" X20).(%-2)"， 其 中 a 二 Bii,-…, a, +Bi 与 4 
“0 分 别 是 了 (xX) 的 全 部 不 同 的 虚 根 和 实 根 ， Hi, os Ti1, 
…,V4 是 它们 的 重 数 . 

例 2 在 实数 范围 内 分 解 X4+Xs+X2 十 X 二 


解法 一 令 中 = cos -+isin 到 4 十 Ya 十 M2 十 和 十 1 = 


[Ct wx oI 0 CX os)]= (*-2x eo- 委 - 11) 
。 (27 os 全) ， 
解法 二 stmtetz+1=#[ (+) + r(x+ 二 )+1] 


er) Da Dd) fe 
1)- 二 工 - eh X2 一 3 lx+1) (r+ + Slr+1). 


上 题解 法 一 澡 用 于 知道 全 部 复数 根 的 情形 、 解法 二 -适用 于 形 
如 e+ ten th ta 的 多 项 式 ， 比 较 两 种 解法 的 答案 可 顺 


= l,e s_AT -V5-1 
便 得 出 cos - 和 =. 


例 3 Cz) 是 实 条 数 首 一 多 项 式 ， 次 数 之 1， 且 无 实 根 . 求 
证 P(x) 可 写成 两 个 实 系 数 多 项 式 的 平方 和 ， 

证 P(x)=[(x~ a +B (ta) + BY". 设 [(% 
A) +tPAl LX- oo) + Bij": = Q(X) + Q(X)i, Q(X) 与 
Q:(4) 是 实 系数 多 项 式 . 则 C(x 一 wa) Bim:[(x 一 ww) -Bims 
= Q(X) — Q(x)i, P(X)= [Q(x) + Q(X)iJEQY) — Q(x) 
去 [QiCX) 卫 十 LQ2C%X) J 。 

在 上 题 中 ，P(Y) 是 平方 和 之 积 ， 我 们 实际 上 是 证 明了 ， 任 
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意 个 平方 和 之 积 仍 是 平方 和 .对 两 个 平方 和 之 积 ， 用 我 们 的 方法 
可 得 (f+ f°) (gr 十 ga2) =[(fit fa) (gi1+ gzz) 开 (上 户 ~ fs 
(gi1~ 922)1=[(fig91— ga) + (figs+ f29)i1:L(f i191 f39:)— 
(figs+ f291)i]= (figi~ go)2+ (f1g9: + sg) 

三 、 有 理 系 数 与 整 系数 多 项 式 

例 4 两 个 整 系数 多 项 式 (x) 与 9(Y) 的 乘积 是 偶 系数 多 项 
式 ， 求 证 ，f(X%) 与 g(*) 中 必 有 一 个 是 偶 系 数 多 项 式 . 

证 如 果 f(x) 与 g(%) 都 含有 奇 系数 ， 则 将 它们 的 奇 系数 全 
换 成 1, 侦 系数 全 换 成 0 之 后 得 到 两 个 非 零 多 项 式 f1(X) 与 91(X)， 
f x)=f1(X) +2F(X), g(X) = g(x) +2G(X), P(X) 与 G(X) 是 
整 系 数 的 多 项 式 . f(x)g(Xx)=f1(X)gi(X*) + 2 及 (%)， 太 (%) 为 
整 系数 多 项 式 ，f1(X)gi(*) 首 项 ( 设 为 m 次 项 ) 系数 为 1，f(X》 
g(%) 的 m 次 项 系数 为 奇数 ， 蔬 盾 . 

例 4 是 下 面 的 定理 的 特例 ， 定 理 中 所 说 的 本 原 多 项 式 ， 是 指 
各 项 系数 互 素 的 整 系数 多 项 式 ， 对 整 系数 多 项 式 了 (X*)，f 1(X) 
及 整 数 c， 我 们 将 用 (7X) 二 /1(X) (modc) 来 表示 Cc 整除 f(%) 
- f1(%) 的 所 有 的 系数 。 注意 当 f(x*) 寺 f(x) (modc) 且 g(%) 专 
g(x) (modc) 时 有 (xX)+g(X) 二 f(x) + gi(%) (modc) 及 
fx) gx)=f1(X) g(xX) (mode). 

定理 3 (高 斯 引 理 ) 本 原 多 项 式 (x) 与 9(%) 的 乘 积 仍 是 

证 假如 f(x)g(x) 的 各 项 系数 有 最 大 公约 数 4>>1，4 有 素 
因子 p， 则 f(x)g(x)==0 (modp); 但 f(X) 才 0 (modp) 且 g(%) 
尖 0 (modp). 将 A(x) 与 g(x*) 的 系数 中 的 倍数 全 换 成 9， 得 到 
非 零 多 项 式 1(X) 与 gi(X),(X)g(X%) 二 f 1(X)g1(X%) (modp). 
f1(%) 与 g.(*%) 的 首 项 系数 4 与 5 都 不 被 bp 整除 ， 故 f(xX) 
gi1(%) 的 首 项 系数 a5 也 不 被 p 整除 ，f1(X)gi(%) 寺 0 (modp) ，， 
故 f(x)g(X) 志 0 (modp)。 矛盾 . | 
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定理 4( 高 斯 引 理 ) 如果 整 系数 多 项 式 P(x) 能 分 解 为 两 个 
有 理 系 数 多 项 式 f(x) 与 9(Y) 之 积 ， 则 存在 有 理 数 1 使 P(z) 是 
整 系数 多 项 式 .4f(X) 与 2-1g(%) 之 积 ， 


证 可 选 自然 数 4; b,c， d 使 P(x) = 四/(%) 与 G (Xx) = 
4 g(x) 都 是 整 系数 本 原 多 项 式 ， 从 而 F(x)G(x) 是 本 原 多 项 式 . 


P(X) = -fFUx) Gz) = TF)G%), 其 中 7 是 既 约 分 数 ， 


由 P(Y ) 是 整 系数 多 项 式 知 上 整除 Fx)G(x) 的 各 项 系数 ， 因 而 
z=1，P(X) 分解 为 整 系数 多 项 式 sF(X) 与 G(x) 的 乘积 ，s FCX) 


=4f (4), GX) = 41-1g(%), 其 中 2=- 吧 . 
例 5 求 有 理 数 &， 使 coskr 也 是 有 理 数 . 
解 ” 记 w= cos kr +i sin kr. 设 k= (mm, 4 为 整数 是 


记 0) .出 ”=cos 2mz +z sin2mz=1, 是 X22"-1 的 根 ，X?*" 一 


1 被 有 理 系数 多 项 式 (+ wo) (x 避 ) = -2% cos kr+1 整 除 ， 因 


而 被 某 个 整 系数 多 项 式 c(X? - 2xcoskr + 1) 在 整 系 数 范 围 内 整 
除 . 只 能 c= 土 1，2 cos kr 为 整数 ， 再 由 | Cos pz| 委 1 知 cog pr 
= 0， 土方 或 二 1，R= 去 或 二 (为 整数 ) 

如 果 多 项 式 P(x) 在 取 定 的 系数 范围 内 不 能 分 解 为 两 个 至 少 
一 次 的 因子 之 积 ， 就 称 P(X) 在 这 个 范围 内 不 可 约 ， 

例 6 证 明 已 x)= 和 好 -3X4+6xs-3X2+9X- 6 在 整数 范围 内 
不 可 约 ， (1962-1963 年 波兰 数学 竞赛 试题 ，) 

.证 注意 P(X)==x (mod3). 设 在 整数 范围 内 有 分 解 式 P(x) 
(x)g(%) 使 deg f(X)=m 之 1 和 degg(x)=k>1， 将 f(x) 与 
9(X) 系 数 中 3 的 倍数 全 换 成 0 得 到 1(X) 与 g1(x), 则 f(x)gi(x) 
三 /(X)g(%) 二 xX (mod 3)，f1(X) 与 g(x) 的 最 低 次 非 零 系数 a 
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与 5 都 不 被 3 整除 ， 因 而 f1(%)gi(X) 的 最 低 次 非 符 系数 a 不 被 
3 整除、 只 能 是 i 的 系数 .可见 了 iCX)gi(X)=abxs,，f1(%)= 
ax", gi(X) = Bx*, f(x) 与 g(x) 的 常数 项 都 被 3 整除 ， P(X)= f(x) 
9(%) 的 常数 项 6 应 被 9 整除 ， 但 事实 上 9 十 ~ 6， 矛盾 . 
定理 5( 受 森 斯 坦 判 列 法 ) 设 f(X)=asx"+an_X"1+ + 

ax+Q, 是 整 系数 多 项 式 , 如 果 存在 素数 使 pta。， 但 pla， 
(0O<j<2 -1)， 且 戎 +eo， 则 7(%) 在 有 理 数 范围 内 不 可 约 . 

证 ”用例 8 的 方法 (用 上 p 代替 3) 可 证 了 (x) 在 整数 范围 内 不 可 
约 ， 再 由 定理 5 知 它 在 有 理 数 范围 内 也 不 可 约 . 

例 7 Xt+x*+X?+xX+1 在 有 理 数 范畴 内 不 可 约 . 

证 法 一 ” 设 在 有 理 数 范围 内 有 分 解 了 (X)-Xxt+x3+X*+X+1 
= f(a), 令 y=X-1 则 jy+1)= f(y+1Dfz(y+1). 但 


由 f(x)= 太 , 于 知 7O+D = 公信 = T= y+5y +10y: +10y 


+5，. 由 定理 5( 取 p=5) 知 f(y+1) 不 可 约 ， 了 矛盾. 
证 法 二 将 有 理 数 分 解 和 Rf(X)=Xt+ X33 + Xt+ XxX+1= 
f1(x)fa(X) 右边 的 因子 再 分 解 可 得 实 分 解 式 f(xX)= (x?- 


3 -lr+1) tS tr+1) .fi(X) 不 可 能 签 于 x?~ 


V3- 1x41 与 42+ S++1x+1 这 两 个 实 不 可 约 因子 的 任何 一 


个 (因为 这 两 个 因子 都 含有 无 理 系数 )， 当 5eg (7 全 1 时 六 CX)》 
f(x) 在 有 理 数 范围 内 的 不 可 约 性 ， 

下 面 的 例题 可 进一步 说 明 整 数 的 同 余 概 念 的 应 用 ,我 们 要 用 
到 同 余 式 (XY+y)*"==X*+ jy” (mod2)，m 为 任意 ' 正 整数 ,这 
个 同 余 式 可 通过 对 mm 作 数 学 归纳 法 来 证 明 ， 当 1% = 1 时 , (x 二?) 


yt (m0d2)， 设 (X21X2"m1 + yl 
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Amod 2)， 则 (x+y)™=[(X+y): (Xt yx 
+ J” (mod 2). 事实 上 ， 对 任意 素数 可 同样 证 明 (x y= 
Xx?"+ yr" (mod p). : 

例 8 求人 x+ De 展开 式 中 奇 系数 的 个 数 ， 

. 解 我 们 只 关心 系数 的 奇偶 性 ， 显 然 可 以 考虑 模 2 的 同 余 
式 . 将 刀 按 二 进 制 展开 成 &=21+22+ 二 2 其 中 /ys 
YiP0， 网 (+1)2 = (Xt x 十 于)22 (和 十 开 )27 三 = 
《MXN21 二 1)(X2 2 十 (YX2 + 1)(mod27， fi(%) = (x*! + 1) 
(X22+1)…(X2 +1) 是 有 个 二 项 式 的 乘积 ， 展 开 后 共有 2: 项 ， 
每 项 由 X22"!，X**，…,X*"* 中 取出 若干 个 来 相 乘 得 到 ， 具 有 形式 
X12 1+122 r+ 2 ky 其 中 i lis 2 ** “Lk 取 值 为 1 或 0。 注意 71=i12"! 十 
292 +t.tin2" 恰 是 整数 1 的 二 进 制 展开 式 , 当 数组 (2,22,…524) 取 . 
值 不 同时 得 到 的 i 也 不 同 .这 说 明 f1(x) 展开 式 中 的 2* 项 中 没有 
同类 项 , 这 些 项 的 系数 都 是 1.f1(X%) 展 开 式 中 奇 系数 有 2* 个 , (X 十 
1)"* 展 开 式 中 奇 系数 也 是 2: 个 ,为 4 的 二 进 制 展 开 中 1 的 个 数 ， 

例 9 0 委 P<2"-1， 证 明 组 合 数 Cg-: 是 奇数 ， 

.证 需要 证 明 的 是 (Xx+1)*” 的 展开 式 里 各 项 系数 全 为 奇 
数 ， 这 是 例 8 的 特殊 情况 ,2 一 1=2"m1+224 .二 22 十 2+1， 
于 是 (4+1)2" =s(X2 1) (X22+1)..(X2+1) (xX+1) (mod 
2), 而 fi(4) = (X21) (Xt) (CX? + 11) (x+1) = 
(了 (Y+1)(Y-1D Xa nl 


无 一 上 = 


-+ 了 + 的 系 妆 全 为 1， 于 是 (xz+ D7 ”的 展开 系数 CS-， 全 是 
数 ，0 才 hk 才 2" 一 1. 
五 、 一 些 技巧 
1， 双 二 次 三 项 式 的 配方 
人 但 有 时 和 需 用 到 


十 二 和 
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1 yt Bx?+ = (4 4200 +0) = (20 Da 60)? C20 本 
~ Dx’. 

- 例 10 对 整数 刀 证 明 妈 2002 +4 为 合 数 ， 

证 7 一 2002 十 4= (62 一 2)2 一 16%2 = (112 -2 二 47) (72 -2 
44)， 且 两 个 因子 Mi 一 2 士 44 = (1 土 2)2 一 6 关 土 1 . . 

例 11 证 角 有 无 内 个 自然 数 4， 全 得 对 任意 自 伏 数 加 站 
e+2 都 不 是 素数 .. 

证 对 每 个 大 于 1 的 整数 m 取 a=4m， 则 Wt+a= (2 二 
2m2)?— 41712742 = (12 + 21m? 十 2711》 《112 十 2752 一 21m7), ?+ 2m2 
土 2m74 = (NN 土 m)? 十 Mm? 之 4，N4+4 总 为 合 数 ， 

2. 1+ 和 +X2m+ +Yonn 的 有 理 分 解 


nm 
利用 等 式 1+ x+A2n 二 和 二 MD 二 =， 将 xm-1 


二 
与 如 -1 作 适 当 分 解 后 再 约 分 . 
例 12 ”在 有 理 数 范围 内 分 解 %2+ 和 +%+%+1I， (1978 年 
全 国 中 学 数学 竞赛 试题 。) | 


- _ 和 1 %—1 X11 + Xs+1 3 2 
解 原 式 = -和 一 六 


十 YT1) (YX 一 和 十 MX5 一 和 十 %s 一 % 十 1) ， ~ 
例 13 对 什么 4, 多 项 式 1+7?+X+ .+X 2 被 1 二 区 十 
人 + + 整除 ， 


解 ” 要 求人 使 Q(X) = 二 + 各 二 入 小于- 为 台式 ,但 


1 十 第 十 家 ?十 


2n_ 2 __ _ 得 
Q(x) = 所 二 本 1 lS+1 由 因 式 定 


理 ，Q(x) 为 整 式 ( 妈 (x%+1)| (x”+1)) 的 充分 必要 条 件 为 (一 1)" 
+1=0， 即 为 奇数 . 


“$8,. Ww= = co +isin 27. 的 性 质 1+ + or+ “wt=0 
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的 应 用 

例 14 求 cos5。+cos77。+Ccos149"+ C083221 "+ CO0S293 

解 记 cos5° +isin5°=a, cos72°+isin72°=w， 则 所 求 
的 数 为 复数 A=a+t+aw+t+aw?+aw+aw 的 实 部 . 但 4=a(l+ 


Wt + WW) = ao. 全 2 二 = 0， 故 记 求 的 数 为 0. 


例 15 设 P(X),Q(X),RR(X) 均 为 x 的 多 项 式 ， 且 满足 P(x’) 
+XQ(X3) = (Xx?+X+1)RCX) .证明 1 是 这 三 个 多 项 式 的 公共 根 、 


证 取 必 = C08- +i sin- ， 则 @3=1,w?+w+1=0. 将 


= 吃 ，02 分 别 代 入 P(X?) +XQ(X3) = (x2?+%+1)R(X) 得 P01) 
+wQ(1) =0，P(1) +w0:Q(1) =0， 两 式 相 减 得 (%--2”)Q(1) = 
0. Q(1)=0，P(1)= -0Q(1)=0 ， 再 将 x*=1 代 入 P(x3) + 
XQ(X) = (x2+x+1)R(X) 得 3R(1) = P()+Q(01)=0, ROD= 
0 


习 题 43 

1。 将 x? 十 x4 十 1 分 解 为 不 可 约 因 式 之 积 ，(1) 在 有 理 数 域 上 ，(27 在 实 
数 域 上 ，(3) 在 复数 域 上 . 

。 求 证 :对 任意 复 系数 多 项 式 f (x)，, 存在 多 项 式 9g(z)， 使 Pr)l9(xl00) . 

求证 ，x%t 一 10x? 十 1 在 有 理 数 范围 内 不 可 约 . 

。0，b，7 为 整数 ， 求 证 ， 存 在 整数 %，?， 使 (oa2 十 832) 一 3 十 32。 

。 多 项 式 x3+bx? 十 cx 十 d 的 系数 都 是 整数 ， 并 且 bd 二 cd 是 奇数 。 证 
明 ， 这 多 项 式 不 能 分 解 为 丙 个 整 系数 多 项 式 的 乘积 (1963 年 北京 数 

”学 竞赛 试题 ，) 

6. 证明 X 十 2X? 十 2X 十 2 在 整数 范围 内 不 能 三 分 解 ， (1922-1923 年 匈 牙 
利 数学 党 赛 试题 ，) 

7。&，5 为 连续 整数 ， 求 证 ，@? 十 ?十 (ab)? 是 完全 平方 数 ， 

8。 求证，x 取 任 何 自然 数 时 ， 多 项 式 443 十 6X2 十 4% 十 1 的 值 总 是 合 数 、 

9。 求证，X? 十 ?十 … 十 十 1 整除 X99 十 X8888 寺 ,十 1。 


on pe > 
. 
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10. 


11. 


12., 


# 是 大 于 1 的 自然 数 ， 求 证 cos ++cos- 生 十 十 cos 2 一 0。 
(1957~1958 年 波兰 数学 竞赛 试题 ，) 


求证 cos 于 一 c08- 和 十 co8.2 一 十。 (第 五 届 国 际 数学 竞赛 试题 , ) 更 


四 | i _ 27x _ 37 
般 地 ,对 自然 数 坎 , 求 证 cos 一 T1083 Ti tC0s-3 TT 
二 (一 1Jr-lcos HA _ 1 

十 … 十 (一 1) C0s— 十 1 到 


设 P(X),@(x), R(x) 及 S(%*) 管 为 多 项 式 ， 且 满足 P(x5) 十 +x@(x5) 
十 XRR(X5) 二 (Xt 十 %3 十 2 十 X 十 1)S(x)， 求 证 ,x 一 1 是 P(x) 的 因 
子 。( 第 五 届 美 国 数学 竞赛 试题 ， ) 
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第 44 讲 多 项 式 的 公 因 式 
地 肖 大 


如 果 两 个 多 项 式 f(%X) 与 9(X) 同 时 被 多 项 式 d (x) 整除 ， 就 称 
d(x) 为 1(%) 与 9(x) 的 公 因 式 .如 果 D(X) 是 (x) 与 g(%) 的 公 因 
式 ,并 且 / (x) 与 g(x) 的 所 有 的 公 因 式 都 整除 D(x》, 则 D(X%) 称 为 
(x) 与 9(x) 的 最 高 公 因 式 ,如 果 Dix) 与 D.C%) 都 是 了 (x) 与 9(X) 
的 最 高 公 因 式 ， 则 Di(%x) 整 除 D(x)，D,(X) 也 整除 Di(x)， 于 
是 D(X) = 24D1(%) ,4 是 某 个 非 零 常数 .如果 我 们 还 要 求 最 高 公 因 
式 的 首 项 系数 为 1, 则 f(x) 与 g(x) 的 最 高 公 因 式 是 唯一 的 ， 记 作 
《fCX)sg(X)) ， 当 (J (X)，g(X))=1 时 称 f(%x) 与 g(x) 互 素 . 

一 、 公 共 根 与 公 因 式 

如 果 知 道 了 (x) 与 g(x) 在 复数 范围 内 的 分 解 式 f(X)= 
A(X—- A) (XQ)"™, g(X) = B(X— BO" B)™ ， 则 
dX) = (X 一 p01…(X 一 Pr) 和 7 为 (Xx) 与 g(x) 的 公 因 式 的 充分 必要 
条 件 是 ，d (x) 的 根 91，…，Yy; 都 是 JJ 与 9( 科 的 公共 根 ， 并 且 
每 个 根 7; 在 4(x) 中 的 重 数 &, 不 超过 它 分 别 在 (x)，g(x) 中 的 
重 数 ， 如果 d(%) 是 (xX) 与 9(Xx) 的 最 高 公 因 式 ， 则 y1，…，Y; 是 
了 (x) 与 9(%) 的 全 部 公共 根 ,而 每 个 根 mw 在 d(x) 中 的 重 数 是 yi 在 
f(x) 中 与 g(x) 中 的 两 个 重 数 中 较 小 的 一 

例 1 求 X”~1 与 *”-1 的 最 高 公 因 式 . 

解法 一 ” 先 求 最 高 公 因 式 4(xX) = (Xx”"~1，x"-1) 的 根 ， 即 
求 *"-1 与 4"~1 的 公共 根 . 

设 d= (n，m) 是 % 与 m 的 最 大 公约 数 ， 则 x4~1 的 每 个 根 


a 满足 as=1 从 而 a”= (as) =1 二 1 且 a"= (ad) 卫 = 1sa 是 
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%" 一 1 与 *"~1 的 公共 根 . 反 过 来 , 设 a 是 X%"-1 与 **-1 的 公 
共 根 ， 则 w" = a"=1， 由 整数 的 性 质 知 存在 整数 s 与 使 sx + tm 
=d， 于 是 as=a"tim= (as) (anji=1 11=1，a 是 x*-1 的 - 
根 . 
可 见 ， d(*) 的 根 就 是 ** ~ 1 的 全 部 根 a1， As, *, aa, 由 
于 x"~1 与 *"~1 的 根 都 是 一 重 的 ， d(x) 的 根 也 都 是 一 重 的 ， 
d(x) = (%~ Qo) (YX 一 Ca ) “(4 ou) = X71., | | 


解法 二 设 < 是 如 -1 与 1 -1 的 公共 根 ， 则 = dosh 


++i sin 2pr -= cos -2 +isin_2jr «0h<n- 1,0<jm ~ 1. 
于 是 名 = 二 = 二 ,二 是 由 全 与 雯 约 分 得 到 的 最 简 分 数 ， 分 


母 上 是 xz 与 说 的 公约 数 ， 整 除 儿 与 mm 的 最 大 公约 数 于 是 w4 = 
os( 2d)+isin( 2 .d)=1， “是 各- 1 的 根 . 反 过 来 易 

-1 的 根 是 x*~1 与 *"-1 的 公共 根 ， 于 是 仍 可 得 出 (x 一 
1，X 一 TI)=%e 一 1 . 
“. 例 2 求 所 有 的 正 整 数 m 与 4 使 1+x"+w*+.…+x"" 被 
1+X+ 二 二 x" 整除 (第 六 届 美 国 数学 竞赛 试题 ，) 

解 记 J(z)=1+:02 二 MY28 二 十 WYma g(Y) =14X 人 EX 
+ 各， 由 于 3"i-1= (X-1)9g( 纪 的 根 都 是 一 重 的 ，x”"*!- 1 的 
因子 g(%*) 的 根 也 都 是 一 重 的 , 故 g(x)|f(%) 的 充分 必要 条 件 
为 ，g(%) 的 根 都 是 f(x) 的 根 。 由 于 X19* 一 1= x" 一 1)/(x)， 
GAX)TCX™I 一 1) | (Xm*tD*-1) ， g(x) 的 : 根 都 是 Yer+D0z-1 的 
根 ,要 使 9(X) 的 根 都 是 F(x) 的 根 ， 充分 必要 条 件 为 ，g(x) 的 根 
都 不 是 x"- 1 的 根 ， 即 ; go -1 无 公共 根 ，x"+i 一 1 与 x" 
- 工 的 公共 根 只 有 1。 (zx"*!-1，x"-1)=x~1，, 但 由 例 1 知 
(Xi 一 1 39 和 一 1)=Xintbn) 1， 于是， 满足 条 件 (m+1，7) 
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:二 1 的 所 有 mr，% 为 所 求 ， 

二 、 力 转 相 除法 . 

在 一 般 情况 下 ， 很 难 求 出 多 项 式 f(x),g(%*) 的 全 部 复数 根 ， 
因而 不 能 用 求 公共 根 的 办 法 来 求 最 高 公 因 式 . 但 却 总 可 以 用 下 面 
介绍 的 驾 转 相 除 法 ， 作 一 系列 带 余 除 法 来 求 最 高 公 因 式 . 

多 项 式 f(%x) 与 g(X*) 的 公 因 式 都 整除 S(X)f (x) +T (0209(Z)， 
这 里 S(x)，T(x) 是 任意 多 项 式 . 特别 ,最 高 公 因 式 (f (x), g(x)) 
整除 1(%) = 了 (X) +T(X)g(x); 当然 (f(%),g(X%)) 整 除 g(x)， 于 
是 (f(x)，g(X)) 整 除 (f1(x),g(%)), 反 过 来 ， 由 f(%) = 1(X) 一 
T(x)g(X) 又 可 知 (f 1(%)， 9(X)) 整 除 (f (xX)，g(%)), 这 说 明 (f (Xx)， 
g(xX)) = (f1(X),g(x)). 于 是 ， 在 求 (f(x),g(x)) 时 我 们 可 以 
用 任意 (x) +T(x)g(%) 来 代替 f(x)， 特 别 当 g(x) 二 0 我 们 用 余 
式 r(X) = (xX) 一 q(x)g(x) 代 符 了 (Xx) 来 简化 运算 ,这 就 得 到 了 求 
《f(x)，g(x)) 的 轧 转 相 除 法 如 下 : 

.在 g(x)|f(X) 时 (f(xX)，g(X))=b™1ig(Xx)， 当 了 (x)|g(%) 时 
《f(4)，g(%))=a™!:f(x)，a,b 分别 是 (Xx) 与 9(%) 的 首 项 系数 ， 
其 余 情 况 不 妨 设 degf (x)>>degg(x)， 用 f(x) 除 以 g(x) 得 余 
址 ri(%)， 当 ri(X) 十 g(%) 再 用 g(%) 除 以 ri(%) 得 余 式 r,(X%) ， 照 
此 下 去 可 得 一 系列 余 式 ri(X)，r2(X)， 9 TiNX)s 其 中 每 
个 riri(%) 是 rr-1(%) 除 以 re(%) 的 余 式 (Jf (%),g(%)) = (g(xX)， 
FT1CX)) = (ri(X) ,ralX)) = = rN), ri(X)) = ,由 于 degf (x) 
>degg(X?)>>degr1(Xx)>,…>>degri(%)>…， 经 过 有 限 次 之 后 必 
然 得 到 某 个 resi(X) = 0，reC%) 天 0sre(%X)|re_i(%), (f (x), g(X)) 
= (re-1(X)s re(X)) = Ars CX) ;2 是 常数 (使 ?rs(X%) 为 首 一 多 项 式 ) 。 

在 实际 计算 时 ， 为 了 避免 在 带 余 除法 中 过 时 出 现 分 系数 ， 还 
可 应 用 等 式 (f(x), g(X%)) = (Af (72) BPg(x)), 其 中 4 8 是 任意 
非 零 常数 .。 2 

例 3 求 (Xt 一 X*+X?+2,X1+3X3+X? 一 2)，. 
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解 (xz) = 入 +3X8+ 知 -2 除 以 g(z) = Xt 一 N+X2+2 余 
"Dh g(x) 除 以 子 ri(*) 余 rs(X)=X2+% + 1， “ 


"4(%), 于 是 (g(x), (WX))=r2(X) = Xt+%+1， 

“全 4 求证 ， 对 任意 自然 数 %，2%: + 与 34?+24+1 的 最 
大 公约 数 为 1 或 3. 

证 〈2N2 二 NM，372 十 2 二 TI) = (272 二 ?2 (3702 二 2 十 1) 一 
《27224+M))= 212 + 7 H+ REI)= 22 +H) 2H2 4+ 1) ， 
H+N+1)= (N02 NtH+1) = (H+2, (N+N+1) — (H+2)» 
(2 一 1))= (n+2，3)|3， 故 (2%? 4，3%?+24+1)=1 或 3， 


注意 在 例 4 中 不 能 用 (34?+24+1) 一 立 (202 二 7 = 也 十 工 


代替 372 + 27 + 1 来 求 (24? +709 3102 十 221) 。 

由 于 (f(xX)，g(%)) 是 由 (x%) 与 9g(%) 经 过 一 系列 带 余 除法 得 
出 的 ， 当 (x) 与 g(x) 的 系数 在 某 个 数 域 中 时 ，(f(x), g(x)) 的 
”系数 也 在 这 个 数 域 中 . . 

例 5 证 明 ， 如果 两 个 整 系数 三 次 方程 有 一 个 公共 的 无 理 
根 ， 那 么 它们 还 有 另 一 个 公共 根 . (1965-1966 年 波兰 数学 竞赛 
题 . ) ， 
证 设 这 两 个 方程 f(x) = 0 与 g(x)= 0 的 公共 的 无 理 根 为 
.用 Jf(X%) 除 以 g(x) 得 余 式 r(x%) = (4X) 一 ig(X)=ax?+bx+c» 
4，4，5，c 都 是 有 理 数 . aa?+batc=f(a)-2g(a)=0, 当 a 


=0 时 应 有 5=0 (否则 a= - -8 为 有 理 数 ， 矛 盾 )，c= 0， 


J 了 (%) = 2g(x)，g(x) =0 的 全 部 根 即 是 J(x) = 0 与 g(x) =0 的 全 
部 公共 根 ， 而 g(x)=0 必 有 和 根 Bxa (否则 g(x)= A(x-a)3= 
Axs-3aAx*+…， 由 有 扫 与 ~-3a4 为 有 理 数 将 得 a 为 有 理 数 ， 矛 
盾 )。 现 在 设 a 关 0， 用 g(x) 除 以 r(x) 得 余 式 ri(%) = g(x) 一 


q(x)r(%) =dx+e，ri(%) 与 gq(*) 郁 是 有 理 系 数 多 项 式 . da+e 
355 


=g(a) -da)r(ae)=0 从 而 d=e=0，r(x)19(Y)， 且 由 JCY) = 
29(X) +r(%) 知 7(X)| FX) r(x) = 0 的 根 都 是 了 (x) = 0 与 9(Y) 
=0 的 公共 根 ,有 旦 r(x) =0 必 另 有 根 B 关 a( 否 则 rr(X) =a(x- 4)? 
=ax* 一 2aax+a%x*， 由 .4 与 ~294 为 有 理 数 得 a 为 有 理 数 ， 矛 
盾 )， - | : 
例 5 的 结论 对 任意 次 数 的 了 (%) 与 9(%) 也 都 成 立 , 证 明 如 下 ， 
(xX) 与 9(%*) 的 最 高 公 因 式 d(x) 可 用 一 系列 带 余 除 法 得 出 , 因 
此 仍 为 有 理 系数 多 项 式 . d(x) = 0 的 根 就 是 f(%)=0 与 g(x)=0 
的 全 部 公共 根 . 特别 ，f (x) 与 g(x*) 的 公共 无 理 根 a 是 4d4(%)::0 
的 根 ， 因 而 degd (x) 之 1, 如 果 ad(x)=0 除去 a 之 外 没有 别 的 
根 ， 则 d(x)=A(x~-a)"= Ax”"-maAx"!+.…， 由 系数 和 4 与 
-maA "4 为 有 理 数 知 < 应 为 有 理 数 ， 矛盾 . 

三 、 多 项 式 的 重 根 . 

如 果 多 项 式 jx%) 的 根 w 的 重 数 至 少 是 2， 即 (x 一 a)?|f (x)， 
就 称 a 为 f(%) 的 重 根 . 为 了 判断 a 是 否 f(x%) 的 重 根 ， 需 要 求 
了 (9%) 除 以 (x 一 &)* 的 余 式 . 

例 6 2 为 自然 数 . 求证 (% 一 Da grt1— n(x 1)~X, 

证 JCY)=X 一 MY 一 1) 一 X=Y%(Y "一 1) 一 MN(Y 一 1)= (x 
一 1)4(Y)， 其 中 9g(Y) =Y(Y 1+Y 2 十 十 % 二 1 一人，0() = 
~7=0， .由 因 式 定理 知 (x 一 1) g(x)， 从 而 (x 一 1)?|f(x)、 

例 7 >>1， 求 方程 f(x) =x"-nx+% 一 1 的 根 1 的 重 数 . 

”人 解 。 要 求 的 是 使 (x% 一 1)"|f(x) 的 最 大 指数 m. 令 y=x-1， 
则 m 就 是 使 y"|f(y + 1) 的 最 大 整数 ， 也 就 是 (y+1) 的 展开 式 
中 最 低 次 非 零 项 的 次 数 . 但 f(y+1)= (y+1)"-n(y+1)+n~1 
=y"+Cly"™1i+ .+Cn-2y 2+Ay+ 1~-ny~N+n-1 = y"+ 
C3y"! 二 …+ Cs-2y?， 最 低 次 非 零 项 为 Cr 2， ， 放 1 在 f(x) 中 
的 重 数 为 2。 四 | 

例 8 如 时 Xp>>1， 证 明 GxY+1)2- 和 ~1=0 有 重 根 当 且 仅 当 
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.28-1T 被 6 整除 . 

”证 设 /(%)=(x+1)"-x"-1=0 有 重 根 a， 则 f(x) 被 (x 一 
4): 整除 . 令 y =Y- ai 则 jy+o 被 7 整除 . 但 Foy+a) = (y 
+a+1l) (yy+a) -1=Q(y) y+[n(at+ 1)2-1- nail]y+ 
f(a), 芍 pCat1)"1~-na"™! = f(a)=0， a 是 f(x) 与 .PCx) 
=2(X+I 一 MX 的 公共 根 ， 也 就 是 最 高 公 因 式 (f(x)， 

了 (x)) 的 根 . 因此 ,f(x) 有 重 根 的 充分 必要 条 件 为 (了 (x), 了 7(x)》 


, : _ 1 _ __ 1 7 。 
(CO CD) = (F070)= (fw f(x) 


(xX+1), 


f’ CO = (4 1 一 1 (Xt1) "1 x1) = (x"-!— 1， 


(x+ Do Xin-1 十 (YI 一 1))》 = (Ye 一 1，(Y+1)2-1i ~1) 


要 使 weri- 1，(z+ De 大 就 是 要 方程 x"-!-1=0 与 
(GD 10 有 公共 解 woa' (etIDily ae=cos-22r + 


-287 TT 
i Sin ,0<h<n-2, 由 [ar1] ~V (iene) (sin 24 


hn-1 
14 2k7 1 + 3 = COST T 
=1 得 cos 一 一 亏 ?&+1= 去 i= Cos 也 二 sin 了 ， 由 
《qt+1)”!=1 即 知 6|(n~1). 反 过 来 当 6|(4-]) 时 a=-+ 


2 
3 就 是 了 (%) 与 f(x) 的 公共 根 ， 因 而 是 原 方程 的 重 根 . 


对 任意 f(X) = Qsx"+an_ix"-!1+ “tadX taxta fy +t a) 
除 以 y* 的 余 式 是 了 (a)y + f(a)， 因 而 f(x) 除 以 (x 的 余 式 
为 了 (OD)(X~a)+f(a)， 这 里 f(a) =nana"-!i+ (Np 二 Da 
+ 20xx+0 .4 是 jx) 的 重 根 的 充分 必要 条 件 为 oa) = 
Ja)=0， 即 w“ 是.JCx) = Nanx"1+ (4 一 17C 1Y "2 十 +20ox 
+ 与 了 (%) 的 公共 根 ， 即 (f(x)，f'(x)) 的 根 ， f(x) 有 重 根 的 
充分 必要 条 件 为 (f(X)， f(x)) 1. 注意 六 (a) 就 是 多 项 式 必 (x%》 
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= /7)-— 一 7 (Oy r= a 时 的 值 ， 也 是 函数 工人 二 -f(y sa 


xX—a 
“ 鸥 极限 ， 即 f(x) 在 x*=a 处 的 导数 . f'(%) 就 是 (x) 的 导数 ， 
地、 互 案 的 多 项 式 
用 加 转 相 除 法 求 CF(x)，59(2z)) 的 时 候 , 得 到 一 串 余 式 ri(z)， 
fa(Y)，…，re(XY)， 其 中 每 个 rt(X) = rs(X) 一 gr(X)ri-t (0Y) ， 
1<i<R( 约 定 r,(X) = g(xX)，r-1(X)= f(xX)) ， 最 后 一 个 余 式 
ye(Y)|re-i(X) ， 从 而 (CGOx)，g(X))》 = Ms (YX) = Ms-a(X) ~ 
Aqr《X)re-i(%) .将 re-i(z)=re-a(X) -gt-i(Y)rz-a(X) 代入 并 整 
理 得 (f(x%),g(X)) = Sr-s(X)rs-s(Y) + Ti a(X)rea(X), Sis (X) 
.与 了 xx-:(2) 是 某 两 个 多 项 式 . 再 将 rs-s(X) 的 表达 式 代 入 并 整理 得 
《f(x),g(X)) = Sr-s(t)re-i(X) +Te_s(x)ro-s(X)……， 最 后 可 
得 (J(X), g(x)) = SCX)/(X) +T(x)g(x);SCX) 与 (x) 是 某 两 个 
多 项 式 ,特别 当 f(xX) 与 9(X) 互 素 时 有 S(x)f(x) +TCx)g(x)=1 
反 过 来 ， 如 果 有 多 项 式 S(x) 与 T(x) 使 SCx)f(x) +T(x)g(x) = 
1, 则 (Cf (xX), g(x)) 11, Cf (xX), g(x))=1. 
例 9 Jf(X)=X*+X+1,9(X) =X?*+1, 求 一 对 多 项 式 S(x)， 
了 了 (x) 使 SCx)f(x) +T(X) g(x) = (f(x), g(74)). 
解 r(x)=f(X)— (xX+ 1)g (x) = -Xx r(xX) = g(x) ~ 
《一 X)ri(X) =1， 于 是 (J (X%)，g(X))=1=g(%)--(-X)(f(X) ~- 
《XY+1)9g(%)) = Xf (7) + (1— Xx)g(x), S (x) = % 与 T(X) = 
1 一 % 一 X? 为 所 求 ， , 
例 10 求 多 项 式 P(x%)， 全 PC 被 妈 + 1 整除 P(x) + 1 被 
-+ 这 + 整除 . 
解 ”要求 P(X)= Q(X) (rx?+1), P(X)+1= Qu) (prt t+ 
1)， 于 是 1= (P(x) +1) 一 P(X)= Q(X) (Xs+ Yi+1) -Qi(x) (7? 
+1) .在 例 11 中 已 求 得 X%(X?+X2+1) + (1 一 % 一 2) CX? 二 1) = 
' 荐 取 Q(X) = XN Q(X) = 一 (1—-%~%X), P(X)= Q1(%) (Xx2+ 1》 
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= (X2+Y-I)(%+1I) 即 为 所 求 . 

一 般 地 ， 设 有 (x) 与 xz) 互 素 ， 则 有 SG)， TD 便 SC 
+ 了 (4Y)9g(X) = 1， 于 是 已 (X) = SO)JGx) =1-T(Y)9g(0) 被 FOX) 
与 9(%) 除 的 余 式 分 别 是 0 和 和 1， 而 Ps(2) = 1- P1(%) 除 以 f(x)， 
9(%) 分 别 余 1，0。 要 选 P(X) 使 P(x) 除 以 了 (x)，g(x) 的 余 式 分 
别 等 于 指定 的 Ri(x)，Rs(x)， 取 P(x) = R(x) = Ri(x)P1(X) + 
开 :(X) 忆 (ZX) 即 可 ， 如 果 另 一 个 P(X) 除 以 f(x) 39(%) 的 余 式 也 分 
别 是 R,Cx), RX), 则 PC%) 与 R(X) 除 以 f(x)g(%x) 的 余 式 相同 ， 

例 11 多 项 式 f(x) 除 以 x?+1,x?+2 的 余 式 分 别 是 4X+4， 
4X+8， 求 (xX) 除 以 (Xx?+1) (x?+ 2) 的 余 式 ， 

解法 一 (x?+2) 一 (Xx?+1)=1，x?*+2 除 以 Xr+1 与 X*+2 
分 别 余 1 和 和 0， 而 ~ 了] 除 以 x*+1 与 XY+2 分 别 余 0 和 1， 于 
是 R(X) = (4X+4) (x? 十 2) + (4X+8)( 一 难 一 1) 除 以 xX?+1 与 x? 十 
2 的 余 式 分 别 是 4Y+ 4 与 4%+8， 与 1(X) 除 以 +1，x*+2 的 余 
式 相同 . 可 见 f(x) 一 怀 (x) 被 (x?+1) (x?*+2) 整 除 ， 由 deg R(X) 
<3<deg((%2+1)(0X2T2)) 即 知 尺 (X) 为 所 求 余 式 ， 展 开 得 尺 Cx) 
= 一 4X2 十 4X、 

解法 二 jx) = Q(x) (Xx?+2)+4x+8, 商 式 Q@(x) 再 除 以 x:+1 得 
商 式 q(Xx) 与 余 式 Qax+b, (Xx) = g(xX) (x?+1) (Xx:+2)+(ax+Db) (Xx:+2) 
+4X+8=qg(X) (x +1) (x +2)+ (axtO (x +1)+artht+ 4x+ 
8， 由 f(xX) 除 以 Xx?+1 余 4X%+4 得 4axXT+D+4X+8=4X+4，ax 十 
b= -4,，a=0, b= -4. 于 是 了 f(x) 除 以 (x+1) (x?+2) 的 余 式 
为 (4ax+D) (xX?+2)+4X+8= ~4(%+2)+4X+8= AX?+ 4X, 


例 12 求证 ， ee 请 其 中 /Go 与 


g(%) 是 实 系数 多 项 式 . 


证 设 logsx= 工 7 和 过 约 分 可 使 f 刀 的 分 子 与 分 母 互 
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素 , 即 (f(2),gC0D) =1. 工 站 =10g,(x*) = 2logax = 2， 
f(x’)g(x) =2f(X)g(x")， 由 (J (%)，g(%)) =1， 可 知 存 在 多 项 
式 S(X) 与 (2 使 SOF 4) +T(x)g(xX) =1， 于 是 S(X2). f (x) 
+ 天 (x) g(x?) =1， 这 说 明 .f (xX) 与 9(%”) 也 互 素 .于 是 ;由 
f(x”)12f(X)g(x’) 可 得 f(x°) 12f(x)， 册 g(x?)|f (xg(x) 可 得 
g(x’) | gx). 但 degf (x2) = 2deg (2f (x2)), f(x°)]2f (2) 仅 当 子 (Xx) 


是 常数 才 可 能 . 闻 样 ， 由 9 19(2) 也 得 出 9(4) 为 常数， 于 是 


f (x) 
:为 常数 ， logax 为 常数 ， 了 矛盾。 


习 题 44 
1, Wm, %, p, 4 是 自然 数 ， 求 (1 十 %2 十 22? 十 局 ,十 交 (a 一 DD， et et 


De), 


2， 证明 在 数列 2 十 1,23 十 1,222 十 1,…，22" 十 1… 中 任意 两 个 数 互 素 ，.- 


3 分数 242 二 4 对 任何 自然 数 4 第 不 可 约 ，( 第 一 届 国际 数学 党 赛 试题 .) 


4. (1) 求 二 次 方程 x? 十 PX 十 qi 二 0 与 X%? 十 pax 十 qo 二 0 有 公共 根 的 充 要 条 
人 钊 ， 
(2)- 证 明 ， 如 果 上 述 二 方程 不 重合 且 有 公共 根 ， 且 ，41， 加 ，44 为 

有 理 数 ， 则 两 方程 的 根 都 是 有 理 数 . (1959-1960 年 波兰 数学 竞赛 
试题 ，) 

5， 已 知 方程 +? 一 3x? 十 4 二 0 有 两 根 相等 ， 解 这 个 方程 。 

6. 求 三 次 方程 *? 十 px 十 9 二 0 有 重 根 的 条 件 . 

7. 先 证 xs 十 十 3 十 2% 十 2 一 0 的 重 根 ， 再 解 这 个 方程 


首 。 求证 gz 不能 写 写成 天 2) 的 形式 ， 其 中 (Xx) 与 8(x) 为 实 系数 多 项 式 . 


9. 求 zae 除 以 CY 十 1)*(x? 十 1) 的 余 式 ， 
30， 束 一 个 5 次 多 项 PG) 全 (一 IPCD)+1) Get):1(P#)— 1). 
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第 45 讲 1 次 方程 
李 尚 志 


一 、 一 元 一 次 方程 

一 元 二 次 方程 的 性 质 是 我 们 热 知 的 ， 但 如 何 灵活 应 用 ， 仍 不 
是 一 件 容易 的 事情 

例 1 设 一 元 二 次 方程 (b~ c)x?+ (c 一 -x+ (a 已 = 0 的 而 
根 相等 ， 证 明 。a，2，c 构成 等 差 数 列 


证 易 看 出 x=1 是 根 ， 于 是 两 根 都 为 1, 两 根 之 积 -4 二 2 = 


1L，C-D=0-c，0.0，5C 成 等 差 数 列 

例 2 求 常数 4,B,C,D, p,qg， 使 A(X-p)?:+ B(x oa 
5X2+ 8x+14, C(x—p)*+ D(X-q)*= +10¢+7., 

解 如 果 4= 0 或 =0， 则 5x?+8% + 14= 万 (X- 9g)2 或 
4(Y- 沪 2?， 方 程 5x2+ 8X+14= 0 两 根 相 等 ， 判别 式 应 为 0. 但 关 
别 式 82-4x5x1l4= 一 216 关 0, 矛盾 。 

可 见 4，B 都 不 为 0。 考虑 二 次 三 项 式 (4) = 4(5X2+8x+ 
14) + (2°+10%+7)= (52+ x+ (82+10)x+144+7, 其 中 4 


为 参数 . 32= -G 或 - 万 时 ， f(x) =0 分 别 具 有 重 根 g 或 p， 
四 C824 10) A527 D424 =0， 解 之 得 1= 3 或 
,将 4 的 这 两 个 值 分 别 代入 7 (2 得 加 1，q= ~2 或 p= -2， 
和 = 1 
当 g= -2,，p=1 时， 在 4 -Da+ BCz+r2)2= 5X3 十 8Y 十 
14 与 C(xX=1)?*+D(xX+2)*=X?+10X%+7 两 式 中 取 x= -2 得 4 
F561 


=2, A= -1, D=3, B=2. 

例 3 求 满足 下 列 条 件 的 所 有 的 四 实数 组 (%1，%s，%3，X4) ， 
其 中 任 一 数 加 上 其 余 三 数 之 积 等 于 2. (第 七 届 国 际 数 学 竞赛 试 
题 . ) 

解 ” 如 果 某 个 x%=0， 则 对 其 余 三 数 %j，Xs，X1 有 Xs= Xs 二 
XiMiMt=2， 同 样 4 =%i=2，Xi+XrMtXi=0+82， 矛盾。 可见 
由 个 数 都 不 能 为 0, 它们 的 乘积 4#0. 这 时 ,对 任 一 数 %:， 其 余 


三 数 之 积 toxnxi= 人 -， ht tA 0. 即 ， 四 
Xi 


不 数 都 是 二 次 方程 X*~-2x%+A=0 的 根 . 
如 果 这 四 个 数 不 全 相等 ， 设 Xx1 关 X1， 而 其 余 两 数 为 %j，Xi . 
Xi 与 Xi 是 方程 x*~2x+ 有 妇 =0 仅 有 的 两 根 ， 由 Xi 沽 Xi 知 Az1， 


%s 也 是 方程 仅 有 的 两 根 ， A= xix =1, 了 矛盾 . 故 X%j= Xi， Xj= 
1, 如 果 %=1i， 则 由 1:~-2x1+ 有 A4=0 得 4=1, 仍 子 盾 . 故 
尖 1， Ky= 一 1， 由 (~-1)2-2x(-1D)+4=0 知 4= -3 Xi 
是 方程 2% 一 3=0 的 两 根 ， 其 中 一 个 为 3， 另 一 个 为 ~1. 于 
是 ， 当 四 数 不 全 相等 时 ， 其 中 一 数 为 3， 另 外 三 数 为 -1 

如 果 四 个 数 全 相等 , 则 Xi + X= YATXaxsXu=2 ，X2 二 Xi 一 2 
=0. 易 见 和 =1 是 一 个 解 ， 可 知 X3 二 X11 一 2= (Xi 一 1)(XE + 十 
2)=0. 和 3 二 XL1+2=0 无 实数 解 . 故 X=Xs=Xxs=%。=1 为 此 种 
情形 下 的 唯一 实数 解 ， 

二 、 囊 达 定 理 : 

设 %4 次 方程 46X%"+QX t+…+Qrix+Qo=0 的 个 复数 根 
为 Yi Xn， 则 有 分 解 式 
OoX +t ON TAN It tA Xt Co = (X — XX Xa). 


将 此 式 右边 展开 并 比较 两 边 系 数 得 ，oi(Yi，…，Xa) = Xi 十 十 
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ns= 一 全 ，Oz(Xi “og Xn) 一 XXX2 十 IX Xs + 2 
0 . - 


. a . 
十 二 Ma = GEN Nn) = 2 Xi Ni = 
Co letl<"< tren 


(一 De es Galt1, ha Xn) = = XX "Xn= (~— 1)"—* 0 ,其 中 
0 


Ok(Yi 9Xa)= 2 .家 示 所 有 的 4 ti.(1< 


1<tl<t Cik 
六 << < 之 和 ， 即 从 i， 9 Xn 这 4 个 数 中 每 次 取 避 
个 相 乘 、 所 有 这 些 乘积 之 和 ， 
” 例 4 如 果 方 程 X**+ax*+Pbx+c=0 有 三 个 成 等 差 数 列 的 实 
根 ， 实 数 4a，5， 5 应 注 居 什么 样 的 充分 必要 条 件 ? (1951-1952 征 
波兰 数学 竞赛 试题 . ) 
解 三 根 艺 ， 思 ， 和 成 等 关 数 列 ， 因 而 刀 + 入 = di 


Xi+ Xs+ Xa= ~ Gs ti= ~ 了 代入 原 方程 得 (~ 4) +a(- 刍 
+b(- 4)+e= 0, 2 2 9ab+ 27c= 0. 镜 下 的 事情 是 要 使 另外 


两 根 4，xs 为 实数 . 我 人 有 各 +X9=2%4= 一 他 ， 又 由 t+ 


YiXs + MYaYs = 五 得 XiXs = b— (Xi+ Xs) Xs =b— 香 a: 于 是 Xi,Xs 是 
方程 %?+ 各 ax + (5 和 鱼 a*) =0 的 两 根 ， 此 方程 的 两 根 都 为 实数 
的 充 要 条 件 是 (得 Cs- 4(0- 和音 4*) 之 0，a* ~ 3b 之 0、 因 此 ， 所 求 
的 条 件 是 2a*— 9ab +27c=0 且 0- 35>0. 1 

三 、 对 称 范 数 

前 面 所 定义 的 ce (X，…，YX) LI<E<2) 都 是 4 ，…，Xs 这 
% 个 变量 的 函数 、 而 且 ， 在 这 些 函 数 表 达 式 中 ， 可 以 把 2 个 变量 
的 位 置 作 任意 掉 换 ,函数 表达 式 仍 不 变 具有 这 种 性 质 的 函数 称 为 
对 称 函 数 ， 当 它 是 多 项 式 范 数 时 称 为 对 称 多 项 式 ， ax(2i …，Xa) 
《1<p<2) 这 刀 个 对 簿 风 项 式 被 特别 称 为 初等 对 称 函 数 ， 除 此 
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以 外 还 有 许多 别 的 对 称 函数 ， 如 Sm 《Xs ，:…"， An) = 4 十 4 二 这 
二 Xx?(m 为 自然 数 ). 

在 高 等 代数 中 可 以 证 明 ;.. 所 有 的 对 称 多 项 式 P(xi,…， Xn) 
都 可 以 表示 成 初等 对 称 函 数 06(X1,…, x) (1kS<n) 的 多 项 式 . 
这 里 虽然 还 不 能 证 明 这 个 一 般 的 结论 ， 但 我 们 应 当 学 会 一 些 简单 
的 表示 或 .例如 X? 二 X23 二 … 十 X22= (Xi 十 Xn)? 一 2 


XXj= 0 一 20;， 又 如 , 当 %= 2 时 全 十 和 = (Xi1+X2)s 一 
1<t<Jen : 加 


3(X1+X2a)XiXs = 08 一 30102# 当 h=3 时， 由 等 式 X3++X3+X3 一 
3XiXays= (Kit Xst X3) CXF + KET XE— XX2 — XX 本 得 
十 + X=g(g? 一 302) + 30s 而 对 一 般 的 2， 有 Xe +，… 二 YX8 
= (Xi 二 +…w 十 Ya)(XY2 十。 +) W020 ) ~ (gigs 


一 30s) = 和 = oY 一 30 102+ 308. 
例 5 设 coax 六 尼 实 系 数 广 程 acot z+ bcos x+- 0. 求 
cos2x 所 满足 的 一 个 二 次 方程 (第 一 属国 际 数学 竞赛 试题 ) 
解法 一 ” 设 二 次 方程 ay* +by+C=0 的 两 根 为 y,,y:， 其 中 
yi1= COSX. 由 于 Cos2% = 2CO8’X -1, 我 们 设法 以 2y? 1 与 2y8 


1 为 要 和 一 个 二 次 方程 即 可 .由 市 达 定理 ，y,+y -2 


La 20c 


ytya= sy 二 (V+ Ya) 2y1y2= .于 是 (2y3 一 1) 


2 — dac— 2 
22 


+ 22 -1D=2084+23)-2= » (2y2—1).(2y3 


一 2 2 
一 UD= 4(y0a)3- 2(y8+33)+1= -和 二 2 at .所 求 方 
a 2 一 , “ 
程 为 cog22Y - 2 人 5 2 二 4 C 二 20 -cos2y +A 2 + =0， 


或 化 为 Excos22X 一 (22 一 4ac- 202)cos2Y 十 (0°- ~ 2 + 44C + a) 
二 0, . 
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解法 二 ”由 原 方程 得 ccossX+c= -icosY. 两 边 平方 得 
(acos’*% + C)2= pb2coS2Y ， 将 co82Y = 一 932 代入 并 整理 期 得 


所 需 方 程 ， 

例 6 xi 与 xy 是 方程 妈 +pxt-1=0 的 两 根 ， 其 中 情 为 厅 
数 、 求 证 ， 对 任何 整数 4 之 0， 数 x?+x? 和 X311+X23!! 是 互 素 
整数 .(1964-1965 年 波兰 数学 竞赛 试题 ，) 

证 由 XxXs= 一 1 知 X，Xs 都 不 为 0. 

对 刀 用 数学 归纳 法 ， 当 和 = 0 时 ,x+X8 = 2 与 他 十 X= 一 上 
是 互 素 整数 . 设 已 经 知道 +? +X 与 X27*!+%21! 是 互 素 整数 ， 则 
KI + XE = (Kit Xa) Xt! 十 X3+l) 一 KiXs (XI+ X23) =—p: 
(Xt +1) + (X?+%?) 是 台 数 ， 且 (X31! 二 X2t!l,， X212++ 
KE) = (XE AL XI 十 XB Kit Xo) XII+ X21)) 
= (Xatrl 二 Ma+t， ~ XiXs( Xr+ XL)) = (X71 + X21 ， XI+X2) = 
1， 如 所 和 欲 证 . 

例 7 设 Y，y，2 为 复数 ，jJ (2) = Xx"+ y+2"， 且 f 2) = 和 
对 2=1， 2，3 成 立 . 求 1(4)，f(5)，f(6)， 

解 01=X+yt+2=f(1)=1,0.=Xy+tX2+ ye= $C(f(1))? 
~ 上 (2)]= -去 . 记 os=Xyz， 则 YY，3J 2 是 方程 共 - 丰 ~ 走 一 
os=0 的 三 个 根 ， 从 而 是 方程 如 -大 -二 -st 3=(0 的 三 
个 根 ，% 为 整数 是 之 3. 将 t=*，y，z 分 别 代 入 方程 所 ~t"! 一 
#4"”?~ ost"*=0 的 两 边 ， 再 将 所 得 的 三 个 等 式 相 加 ， 得 f(*) 一 
te- 1 -下 -2)-oaf-3)=0. 这 里 ， 我 们 约定 1(0) = 3. 


将 4=3 代入 得 303= (3) ~ 了 (2) -于 JI ) = 于 ,wa= 也 . 于 是 


fm) =y7os-D+ 村 /Ce-2) + 二 Ga-3) .将 4=4 代 入 即 可 求 
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名 74) = 宇 . 类似 可 得 f(5)=6, f(6) = 一 


_ 坡地， 对 任意 复数 X1，…:，Xn， 记 Sm = XT+ 十 X% O04 一 


| XuXso Xin 则 Xi，…sXs 是 方程 Xx?” 一 01X"!1+ 0o%"3 
1<il<"<Hken . 


一 … 二 (一 1)"0。=0 的 根 ， 当 m 之 x 时 它们 也 都 是 如- cx"!+ 

YX” 一 (一 1) "oxX™™” =0 的 根 ， 将 X= Xs 9 Xs 分 别 代 

入 此 方程 ， 再 将 所 得 的 4 个 等 式 相 加 ， 即 得 . | 
本 牛顿 公式 :Sm 一 Sm_101 十 Sm_202 一 十 (一 1)"Sn_a0n = 0, 

四 、 根 的 相反 数 、 倒 数 、 平 方 . 

设 %，…，Xs 是 4 次 方程 f(X)=Q0xX”+QX"1+… 十 Cn- 
+n=0 的 2 个 根 .我们 可 以 找 出 分 别 以 这 2 个 根 的 相反 数 、 倒 
数 或 平方 为 根 的 新 方程 来 . 

对 任意 常数 w，p8 且 a#0， 以 axit+ P(A<i<n) 为 根 的 方 
程 为 P(X)=aofx- (adi+ 有 )]…[LX- (ax + 有 = 0 ， P(X)= 


wa -8 -x) (8 - 4) .而 由 (4) = Q(X-X1) (区 一 


xp) 9(x) =af( 8B) +a Bt et 


.特别 ， 取 a= -1 及 B= 0 全 二 所 有 的 Xi(1<i<n) 为 根 
让 为 dX ltaX" ?+ (~1)"g, =0. 


当 in 关 0 时 所 有 的 4 关 0(1<i<2)， U1<i<n) 为 根 的 


(~ 1) "ax" 
XIX2 Nn 


CC A 
二 Co _ 

以 y = x? 为 未 知 数 、 以 x?(1<1i<<n) 为 根 的 方程 为 9(y) =42。 
Ay— XI) ey— X22) =0, Py) =ad (XI ~ XI) (XL — XE) (X22) 


方程 为 PCDO = as( 4 二)- x- 二 )= 0, PX) = 
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=[a XA) X— XIE -1A ~ XA) (一 %n)] = 
/OT -1)"F(-X)]= (aX +aX" lt Gn) (GoX" — Xt 
‘+ (~1)"g,). 
例 8 已 知 r,，s, tf 是 xX*+ax?+bx+c= 0 的 三 个 根 . 
(1) 求 以 rs’, 和 次 方程 . 


(2) 假定 cx*0， 求 二 + 二 + 十. 
解 (1) aa 
(CQX2+C)2= xX 4 (20— Aa) Xt+ (12 一 20C)X2 一 C2， 放 Y%s+ (20 一 02) 


2 + (b?— 2 一 C?=0 为 所 求 的 方程 , 
(2) 以 二 让 各 ?五 二 为 根 的 一 个 方程 是 一 62X3 二 (到 一 20C)X2 十 


(2b— a)X+1= aa 


五 、 实 根 

hh 次 方程 x" 二 CQ IX +4aix+4,=0 的 根 如 果 
全 为 非 负 实 数 ， 虽 由 囊 达 定理 知 (一 1)*a4(1<hk<n) 全 为 非 负 实 
数 . 如 果 已 知 (- 1)*ax(1 和 <2) 全 为 非 负 实数 ， 则 原 方程 没有 . 
负数 根 . 


例 9 求证 方程 如 - 必 一 瞩 x 二 =0 的 根 不 是 全 为 实数 ， 
证 设 原 方程 三 个 根 4，Xs，%s 全 为 实数 ， 则 x 了 3，x3，4 
全 为 非 负 实 数 . 由 (x 一 一 2 去 x+ 二 )- 


(*- x) - (x*+ + 二 ) = Me 一 2X4 一 供 一 襄 知 以 x3， Xa, NF 
和 XIXF 十 %2X 和 十 X8XS = - 吉 


<0，Yi yayYs 不 能 全 为 实数 ， 
上 题 也 可 在 一 开始 就 直接 计算 Xx 二 XYY? 十 X32X$ = (XX2 二 
367- 


Tt 2 一 一 
<0. | | 

例 10 求证 : 不论 a 取 何 值 ， 只 要 实 系数 方程 2X2+ ax 
+86=0 有 四 个 实 根 ， 则 必 有 181s1. 

证 设 原 方 程 四 个 实 恨 为 X.，%:，Xs，X4. 当 B=0 时 当然 
161<1. 设 8z0，X2，X2X8 YX2 都 是 正 数 , 革 (YX2 二 X 二 % 和 +X3) 
>AXxIxBXIX3 .但 X23+X24 XR+X= (Xi+ Xs + Xs + X4)2 一 
2 局 xx=0-2x(-2)=4, +xx4 = P 故 ]>>V 名 ， 


1<ty<y& 
|B|<1. 

例 11 设 a 与 5 为 实数 ， 202<50 证 明 五 次 方程 4+ axt+ 
bxs+cx?+dx+e=0 的 根 不 能 都 是 实数 ，( 第 十 二 届 美 国 数学 竞 
赛 试 题 . .) 

证 设 方程 的 五 个 根 x，， MX29 “9 2 全 为 实数 ， 则 对 任意 
1<i<j<&5， 有 (X: 一 %)?>0, 即 Xt+%4-2Xi%, 之 0. 将 所 有 这 些 . 
等 式 相 加 得 4 3 季 一 2 已 AidrP0， 即 4(02 一 20) -2b>0, . 


2a 之 55, 与 原 题 条 件 相 违 。 

六 、 有 理 根 与 整数 解 

关于 有 理 根 的 等 式 都 可 以 化 成 关于 整数 的 等 式 ， 从 而 可 用 整 
数 的 整除 性 质 与 因子 分 解 . 

例 12 如 果 整 系数 方程 cx + bx+c=0Cla#0) 有 有 理 根 ， 求 
证 6，0，5 中 至 少 有 一 个 是 偶数 . (1958-1959 年 波兰 数学 竞赛 
试题 . ) : . i | 

证 设 眠 约 分 数 呈 是 这 个 方程 的 根 , 风 a( 二) +b( 革 )+c- 
0, ar*+Brst+cs*=0. 如 果 a, b, c 都 是 奇数 ， 又 由 r 与 5 互 素 
知 7 与 s 至 少 有 一 个 为 奇数 ， 则 ar:+ brs+cs: 是 三 个 奇数 之 和 
( 当 ” Si 为 奇数 ) 或 两 个 偶数 与 一 个 奇数 之 和 ( 当 r，s 一 奇 一 
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俩 )， 只 能 为 奇数 ， 不 能 等 于 0， 了 矛盾. 

例 13( 有 理 根 定理 ) 如 果 有 婚约 分 数 -5 是 整 系数 方程 P(x) = 
ox CI 十 Cn-X+Cn=0 的 根 ， 则 rcslao， 

证 s"P() = Coz" Co 1S 二 二 Cn ysS" I++GaS = 0， 于 
是 Qns"= -7(dozw1+Gyn-2s+…+Cn-iSn 0 被 7 整除 ， 由 yys 开 
素 得 ylc.. 又 slco = -SC lt …+Cn-IyS 2+CnS" 1)， 出 
yyS 互 素 得 slao 

例 14 证 明 ， 如 果 在 2 取 三 个 不 同 的 整数 值 时 ， 变量 4 的 

整 系数 多 项 式 f(x) 的 绝对 值 都 是 1， 那 么 f(x) = 0 没有 整数 根 
《1967-1968 年 波兰 数学 竞赛 试题 。) 

证 设 f(x)=0 有 整数 根 X。， 则 了 (x) = (x 一 X。) Qs 和 
@Q(x) 是 整 系数 多 项 式 ， 设 对 三 个 不 同 整 数 ziyxayxs 有 | 了 (xX1)| = =- 
[fxs)1=|f(xs)|= 1， 则 1x;-xo1 整除 |f(xj)|=1， 从 而 
1x:- Mo = 1 对 liS3 成 立 ， 当 XX, Xs 互 不 相同 时 不 可 能 . 

例 15 求 方程 22(2 - 1)2= 4(m2 一 1) 的 整数 解 四 与 32， 

解 4m* -n(n 一 1)?=4, [2m+n(n -1)32m— n(n 1)]; 
=4, 4 分 解 成 的 两 个 因子 2m +n(% 一 1) 的 奇偶 性 相同 ， 只 能 同 
时 为 土 2， 由 2m+2(2- 1) =2m 一 4(% 一 1) = 土 2 可 解 出 2=0 或 
1, m= 土 1 

注意 以 上 两 题 的 关键 是 ， 设法 让 未 知 的 整数 去 整除 很 小 的 整 
数 d( 题 中 d=1,4), 而 d 的 因子 的 可 能 性 很 少 ， 


-习题 .45 
1。 方程 如一 px 十 gq 一 0 的 两 根 为 7 和 s， 且 都 不 为 0: 求 以 和 2 二 十 和 s? 十 
二 为 根 的 二 次 方程 ，(1956 年 北京 数学 竞赛 试题 ，) 


2。 为 使 方程 *3 十 4X? 十 bx 十 c==0 有 三 个 成 等 比 数列 的 不 同 的 实 根 ， 实 数 
369 


6，b, 6 应 满足 什么 样 的 充分 必要 条 件 ，(1954-1955 年 波兰 数学 竞赛 
试题 . ) . . 

5， 解 方程 % (8 一 x)” 十 录 [ 于 二 25 一 东 《8 一 人 (2 于 厅 十 7， 

4， 不 展开 括号 而 解 方程 (12X 一 1)(6x 一 1)(4XY 一 1)(3x 一 1) 一 5。 

5。 解 方程 入 十 (X 一 人 一 626.〈1957 年 北京 数学 竞赛 试题 ，) 

6。 解 方程 组 


X+y+2=0, 
x 十 2 十 22 二 2， 
和 Y 一 2。 
其 中 6，0 是 给 定 的 数 . 
， 间 ，Z， 满足 什么 条 件 时 ，X， 少 。 为 不 同 的 正 数 2( 第 三 届 国 际 妆 学 
竞赛 试题 。) 
7 了。 已 知 实数 *,》,z 满 足 条 件 x* 十 十 2 二 3， +5， X3 十 y3 二 23 二 
7， 求 和 4 十 久 十 2 
8. 求证 ， 实 系数 方程 已 (YX) 一 Coy? 十 CU 十 … -十 空 二 5 十 1 一 0 的 根 不 能 
全 是 实数 ， 
9。 有 求证， 对 正 整 数 %>1， 方程 1 十 2% 二 32 十 一 十 4"! 二 入 有 一 个 有 理 
根 在 1 与 2 之 间 。 . 


10。 解 方程 组 
x+y+2+w=10, 
MX 十 妇 十 2 十 20 一 30， 
XY3 十 人 3 十 z3 十 103 一 100， 
XIUW = 24, 

11， 求 方程 Y?=% 十 ? 的 整数 解 ， 

YX 十 十 2 一 0; 
12 求 方程 组 人 的 整数 解 。 


X3 十 轨 十 2 一 一 18 
《1978 年 全 国 数学 竞赛 试题 ，) 
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第 46 讲 ”用 图 来 解 题 


李 观 生 


1947 年 ， 在 匈牙利 举行 数学 竞赛 的 时 候 ， 出 了 这 么 一 道 题 ，， 
证 明 ， 在 任何 六 个 人 中 ， 总 有 三 个 人 相互 认识 ， 或 者 互 不 认识 。 
这 道 题 一 出 现 ， 立 即 引起 各 国 从 事 数 学 竞赛 的 数学 教育 家 以 及 组 
合 数 学 (特别 是 图 论 ) 专 家 的 注目 .1953 年 ,美国 普 特 南 (Putnam) 
数学 竞赛 时 ， 又 出 了 这 道 题 ，1955 年 ， 加 拿 大 著名 组 合 数学 专 
家 格林 伍德 与 格 里 逊 专 门 撰写 论文 ， 对 这 道 题 作 了 推广 ， 1958 
年 ,美国 著名 数学 杂志 《美国 数学 月 刊 》 将 这 道 题 列 为 问题 E1321， 
广泛 征求 解答 . 以 后 ， 这 道 题 的 种 种 推广 就 经 常 被 各 种 水 平 的 数 
学 竞赛 用 做 试题 . 

一 道 数 学 竞赛 题 引 起 如 此 广泛 的 重视 ， 自 有 其 深刻 的 原因 ， 
扼要 地 说 ， 这 主要 是 因为 它 以 组 合 数 学 的 一 个 分 支 一 一 图 论 作 为 
背景 ， 而 且 也 因为 它 本 身 是 组 合 数学 中 一 类 典型 的 问题 一 一 拉 姆 
赛 (Ramsey) 型 问题 的 锥 形 . 当然 ， 要 想 弄 清 这 些 话 的 含义 ， 还 
有 许多 术语 与 细节 需要 加 以 说 明 . 我 们 先 从 图 的 概念 谈 起 

什么 是 图 ? 简单 地 说 ， 亡 谓 一 个 图 G 是 由 一 个 顶点 集合 站 
以 及 连结 顶点 集合 六 中 顶点 的 边 的 集合 五 组 成 的 、 例 如 ， 图 46 
一 1 所 示 的 图 Ci CG:， G;, Ce 和 Gs 都 是 图 . 在 图 Gi 中 ， 顶点 
集合 是 站 = {Xl，X2s，Xs，X4}， 边 集 合 是 EE= {el，es，e@s, és 
es ， 其 中 el 是 连结 顶点 % 和 ya 的 边 ， 等 等 ， 在 图 G; 中 ， 顶点 
集合 是 六 = {Xi1，Xs，Xs，y1，yY2，y3}， 边 集合 是 = {el，esy， 
es，…，eo} .应 指出 的 是 ， 在 图 Gs 中， 两边 的 交点 不 一 定 是 顶 
点 .例如 在 图 Gi 中 连结 顶点 x 和 %s 的 边 e: 与 连结 顶点 各 和 
x 的 边 6 相交， 其 交点 并 不 是 图 Gi 的 顶点 为 区 别 顶 点 和 交 
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图 46=1 

点 ”在 图 G 中 顶点 总 用 小 加 图 表示 

由 顶点 集合 六 与 边 集合 E 组 成 的 图 G 记 作 G= (V, Ey.V 
申 的 元 素 则 做 顶点 ,顶点 集合 VV 所 含 顶点 的 个 数 | 叫做 图 G 的 
粉 .例如 图 Gi 是 4 阶 图 ， 图 G; 是 6 价 图 ， 等 等 边 集 合 巨 中 
的 元 素 叫做 边 。 如 果 边 。 连结 顶点 w 和 v2， 则 边 e 记 作 wv， 并 说 
w 和 vw 是 相 邻 的 ， 否则 就 说 zx 和 w 是 不 相 令 的， 例如 在 图 Gi 中 
顶点 4s 与 % 是 相 邻 的 ， 但 与 4 不 相 邻 . 如 果 边 e 连结 的 是 ' 同 
一 个 顶点 bp， 则 e 叫做 过 顶点 & 的 环 . 例如 在 图 Gs 中 eo 即 是 过 
顶点 Xs 的 环 ， 如 果 边 e 和 e’ 连结 的 顶点 是 wx 和 2 ， 则 e 和 e" 叫 
做 重 边 ,例如 在 图 Gs 中 边 e 和 。' 是 重 边 . 没有 环 和 重 边 的 图 出 
做 简单 图 .例如 图 G,，G, 和 Gs 都 是 简单 图 . 

设 * 是 图 GG 的 一 个 顶点 ， 以 x 为 一 个 端点 的 边 的 数目 叫 做 
* 的 度 ， 记 作 de(*)， 或 4(xX) .例如 在 图 Gi 中 顶点 x1 的 度 是 
3， 顶 点 Xs 的 度 是 2. 在 图 Gs 中 顶点 x 的 度 是 5， 因 为 边 es 的 
两 个 端点 都 是 xs， 所 以 在 计算 各 的 度 时 环 eo 必须 算 两 次 
…” 设 图 G 的 顶点 集合 了 = {Xi，xs,: 一 ，X 放 ， 顶 点 x 的 度 是 
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0 1=1，2，…，，IM2 . 则 D= {di, d;,, ”9 ds 叫做 图 C 的 度 序 - 
列 . 例如 图 Gi 的 顶点 集合 是 六 = {X1，Xs，Xs，X4s}， 度 序列 D: 
= {3 3，2，2}。 图 G: 的 顶点 集合 V= {Xl XX， yi 32y 

ys}, 度 序列 D= {2, 3, 5, 3, 3, 2}. es 

. 设 G 是 一 个 4 阶 简单 图 , 则 G 中 任意 一 个 顶点 %* 的 度 d(x) 
显然 满足 0<d(x)<n 一 1。 度 为 0 的 顶点 ， 也 即 和 其 他 顶点 都 不 
相 邻 的 顶点 叫做 孤立 点 ,例如 在 Cs 中 顶点 vs 即 是 狐 立 点 . 如果、 
G 中 每 个 顶点 的 度 都 相同 ， 设 都 是 和 ， 则 G 叫做 如 正则 的 ， 或 正 
则 的 . 零 正则 图 ， 即 任意 两 个 顶点 都 不 相 邻 的 图 叫做 零 图 。2 一世. 
正则 的 % 阶 图 ， 即 任意 两 个 顶点 都 相 邻 的 图 叫做 2 阶 完 全 图 ， 
记 作 天。 例如 图 G6 即 是 5 阶 完全 图 六。 3 阶 完 全 图 且 :也 叫做 ， 
三 角形 . 

判断 两 个 图 Gi= (Yu ED 和 Gs= (Vs, ) 是 否 相 同 ， 首先 
要 看 顶点 集合 六 和 了: 是 否 相同 。 如果 VV 和 Vs 不同， 则 G, 和 和， 
C: 是 不 同 的 .如果 了 : 和 了 相同 ， 则 要 看 边 集合 和 五 ;是否 
相同 ， 这 就 看 六 ,= 了。 中 的 任意 两 个 顶点 * 和 yy 在 C: 中 是 否 相 
邻 ， 以 及 在 G* 中 是 否 相 邻 如果 了 := 了 中 有 一 对 顶点 在 Gil 中， 
的 相 邻 关系 与 在 Gs 中 的 相 邻 关系 不 同 , 则 Gi 和 G: 是 不 同 的 图 . 
例如 图 Gi 和 Ce 的 顶点 集合 都 是 了 = {Xl，Xs，X3，X4}> 顶点 2 
和 xs 在 G1 中 相 邻 但 在 G。 中 不 相 邻 ， 因此 GL 和 Gs 是 两 个 不 
同 的 图 ， 这 说 明 ， 确 定 一 个 图 =(V，E)， 和 需要 两 个 条 件 ， 一 
个 是 图 C 的 顶点 集 含 了 ， 另 一 个 是 图 C 中 任意 两 个 顶点 的 相 邻 

学 握 了 图 的 概念 就 可 以 用 它 来 解数 学 竞赛 题 . 

例 1 有 一 团体 ， 由 1982 个 人 组 成 ， 其 中 任意 4 个 人 中 至 
少 育 一 个 人 认识 其 他 8 个 人 。 问 该 团体 中 认识 所 有 其 他 人 的 成 员 
最 少 朋 多少 个 ? (美国 1982 年 数学 竞赛 题 . ) - 

注 在 数学 竞赛 题 中 ， 所 说 的 “两 个 人 认识 ”"， 是 指 这 西 个 人 
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相互 认识 ， 例 如 ， 你 知道 大 文豪 巴金 ， 但 巴金 不 知道 你 ， 就 不 能 
说 你 和 巴金 认识 . 

解 把 1982 个 人 看 成 1982 个 顶点 ， 其 集合 记 作 站 .对 于 
x%，y EV， 如 果 x 和 yy 所 代表 的 两 个 人 相互 认识 ， 则 YY 和 >?y 相 
邻 ， 否 则 x 和 y 就 不 相 邻 .这样 便 得 到 一 个 1982 阶 简单 图 C . 
已 知 的 条 件 是 ， 图 G 中 任意 4 个 顶点 , .总 有 一 个 顶点 和 其 他 三 
个 顶点 都 相 邻 . 如 果 这 1982 个 人 中 天 认识 其 他 所 有 的 人 ， 则 天 
所 表示 的 顶点 x 在 图 G 中 的 度 d(x) 应 是 1981. 于 是 所 求 的 便 
是 ;图 G 中 度 为 1981 的 项 点 个 数 ! 最 少 是 多 少 ? 

”如 果 图 G 中 任意 两 个 顶点 都 相 邻 ， 则 G 中 每 个 顶点 的 度 都 
是 1981， 因 此 /=1982... 

如 果 图 G 中 有 两 个 顶点 * 和 y 不 相 邻 , 则 d(x) <<1980,d(y) 
<1980. 因 此 / 委 1980 .如果 各 中 除 Y 和 y 外， 还 有 两 个 顶点 w 和 
0 不 相 邻 ， 则 x,:yyz 和 2 这 4 个 顶点 不 满足 已 知 条 件 , 所 以 图 C 
中 除 Y 和 yy 外 ,其 他 任意 两 个 顶点 都 相 邻 . 即 对 G 中 任意 一 个 顶 
点 2 2sXy y，d (wu) 之 1979 .如 果 G 中 有 一 个 顶点 zt，&z7X， 
y; 它 和 x，y 中 某 个 顶点 不 相 邻 ,不妨 设 w 和 YX 不 相 邻 ， 则 4d (w》 
委 1979 . 而 G 中 其 他 任意 一 个 顶 点 0 9 天 ys Hs 一 定 和 
% y 与 4 都 相 邻 ， 否 则 已 知 第 件 对 X，y，w，v4 个 顶点 不 成 
立 。 因 此 d(v) = 1981， 所 以 1=1979. 如 果 图 G 中 除 % 和 外 
的 顶点 公 都 和 x* 与 3》 相 邻 ， 则 由 上 面 的 证 明 ，d(w) = 1981 ， 所 
以 1= 1980 .于 是 我 们 得 到 ，12>1979 . 换 句 话说 ， 该 团体 中 至 少 
有 1979 名 成 员 认 识 其 他 所 有 成 员 . 

在 用 图 来 解 题 时 ， 重 要 的 是 将 所 机 解 的 问题 准确 地 翻译 成 有 
关 图 的 命题 . 其 中 关键 是 准确 地 规定 图 G 中 顶点 之 间 的 租 邻 关 
系 . 

例 2 某 个 工厂 有 六 种 颜色 的 纱 ， 用 来 生产 双色 布 ， 每 种 双 
色 布 用 两 种 颜色 的 纱 搭配 织 成 。 在 生产 过 程 中 ， 每 种 颜色 的 纱 至 
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少 和 其 他 三 种 颜色 的 纱 搭配 . 证 明 ， 可 以 选 出 三 种 不 同 的 双色 
布 ， 它 们 包含 所 有 六 种 颜色 的 纱 . (匈牙利 数学 竞赛 题 ) . 

证 先 将 命题 翻译 成 图 的 语言 。 用 六 个 顶点 表示 六 种 颜色 的 
纱 . 顶点 的 集合 记 作 了 .如 果 在 生产 过 程 中 两 种 颜色 的 纱 可 以 措 
配 在 一 起 生产 出 一 种 双色 布 ， 则 相应 的 两 个 顶点 相 邻 ， 这 样 就 得 
到 一 个 6 阶 简单 图 。 已 知 条 件 是 ， 每 种 颜色 的 纱 至 少 和 其 他 三 种 
颜色 的 纱 搭配 ， 也 就 是 说 ， 图 G 中 每 个 顶点 Y 的 度 d(X?) 之 3， 
所 要 证 的 是 ， 图 G 中 有 三 条 边 ( 即 三 种 双色 布 )， 其 中 任意 两 条 边 
-都 没有 公共 端点 ( 即 任意 两 种 双色 布 都 没有 用 相同 颜色 的 纱 》 . 

设 % ET 由 于 d(%1) 之 3， 所 以 x1 和 某 个 顶点 x*s 相 邻 .再 
取 YesET，Xs 关 Xi YXa ， 由 于 d (Xs) 之 3， 所 以 xs 和 某 个 顶点 
X 相 邻 ，M%uss#Xiy， ys， xs ， 图 G 中 留 下 两 个 顶 点 %e 和 x。， 如 
果 % 和 x% 相 邻 则 边 X1Xs Xs%4，Xsxe 就 是 所 求 的 三 条 边 (图 


和 


Xx, 


l 一 “x A 
“一 一 一 xx 


.图 46~2 图 46~8 图 46-4 

46-2) . 设 xs 和 xs 不 相 邻 . 由 于 4 (xs) 之 3，d (ze) 之 3， 所 以 图 
G 中 以 加 或 ze 为 端点 的 边 至 少 有 6 条 ,这 6 条 边 的 另 一 个 端点 . 
是 其 他 4 个 顶点 之 一 ,也 即 在 边 xy: 或 says 上 .因为 这 6 条 边 中 
至 少 有 3 条 边 ， 它 们 的 另 一 个 端点 是 集中 在 边 Xixzs 或 Yaxe 上 。 
不 妨 设 这 3 条 边 的 另 一 个 端点 分 布 在 边 fax 上 . 而 这 3 条 边 基 ， 
以 和 或 2 为 一 端点 .所 以 只 能 是 图 46-3 或 图 46-4 的 情形 。 如 
果 是 图 46-3 的 情形 , 则 边 ziys xays 与 Xixs 为 所 求 3 条 边 ， 如 果 
是 图 46-4 的 情形 ， 则 Yixys，xasys 与 Xeye 为 所 求 3 条 边 ， 
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在 证 明 例 2 的 过 程 中 ， 可 以 看 出 图 在 解 题 中 的 作用 、 这 和 平 
面 儿 何 证 明 题 时 可 以 做 出 几何 图 形 来 帮助 思考 问题 是 极其 相似 
的 。 在 例 2 中 ， 我 们 先 把 命题 翻译 成 图 论 的 语言 。 然 后 画 出 点 和 
线 . 并 利用 它们 之 间 的 关系 来 进行 论证 . 这 正 是 用 图 解 题 的 好 
处 . 

- 例 1 和 例 2 只 用 到 了 图 和 的 简单 概念 ， 即 图 的 基本 定义 .当然 
光 靠 基本 定义 所 能 解 的 问题 并 不 多 .所 以 还 必须 掌握 有 关 图 的 定 
理 ， 即 有 关 图 的 理论 . 这 和 下 围棋 一 样 . 要 成 为 好 棋 手 ， 除 了 掌 
握 围 械 规 则 外 ， 还 必须 掌握 围棋 的 各 种 定式 . 下 面 是 有 关 图 的 第 
一 个 定理 ， 它 是 1736 年 琦 名 数学 家 欧 拉 (Euler) 在 他 肘 汪 的 图 论 
历史 上 第 一 篇 论文 中 给 出 的 ， 

， 定理 1 : 设 G=(V,， 是 阶 图 ， r- {x Xz Xn}, 
Xi 的 度 为 ds，i=1，2，…，%。 图 G 的 边 数 记 为 a(G)、 则 

了 
换 句 话说， 图 G 中 所 有 项 点 的 席 之 和 等 于 边 数 的 二 售 . 

”证 根据 项 点 的 度 的 意义 可 知 ，%i 的 度 di 是 以 为 一 个 端 
点 的 边 的 条 数 ，X: 的 度 ds 是 以 入 为 一 个 端点 的 边 的 条 数 ，…， 
ds， 是 以 xn 为 “个 冰点 的 边 的 条 数 ， 因此 和 di1+ ds+…+d, 即 是 
以 ，X2，…'，%s 中 茶 个 顶点 为 一 个 端点 的 边 的 条 数 ， 因 为 一 
条 边 有 有 两 个 绒 上 所 以 C 的 每 条 边 在 和 中 被 算 了 两 次 ， 因此 di+ 
dist+'+d,=24(G). 

尽管 定理 1 非常 简单 ， 却 有 许多 重要 的 应 用 . 
例 3 证明， 在 任何 一 群 人 中 ， 认识 这 群 人 中 奇数 个 人 的 人 
存 偶数 个 . (匈牙利 数学 竞赛 题 ) . 

”证 人 用 顶点 表示 . 对 给 定 的 一 群 人 ， 与 这 群 人 相应 的 顶点 
的 集合 记 作 V。 如 果 两 人 相互 认识 ， 则 相应 两 个 顶点 相 邻 ， 否 则 
两 顶点 不 相 邻 ， 得 到 图 避 。 图 G 中 度 是 奇数 和 的 顶点 叫做 奇 顶 点 ， 
要 证 的 是 ， 图 G 中 奇 矣 点 的 个 数 一 定 是 偶数 ， 
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图 G 中 所 有 奇 顶点 的 集合 记 作 了 ， 所 有 侦 顶 点 ( 即 度 是 偶数 
静 顶 点 ) 的 集合 记 作 Y., 并 且 记 X={% MX29 “» Xe}, Y= 《yl 
yz29 "9 yi， 设 % 的 度 为 di'， j=1,2,…，k，yj 的 度 为 dy ， 
了 = 1, 2, "ol, 则 由 定理 1， 

29(G)= (dy +ds + +ds) + (dr TCD) 
名 dtd t+di =2gqG)-— (di” +ds” + +d1’). 
由 于 dy 是 yi 的 度 ， 所 以 4d/ 是 偶数 ，j=1，2，…s1， 因 此 d1” 
+ds+ td1 是 偶数 , 于 是 2q(G)- (d+d"”+…+d1) 是 
偶数 ， 即 dv + ds +…+ds' 是 偶数 .由 于 每 个 ds 都 是 奇数 ， 所 
以 是 偶数 。 这 就 证 明 ，G 中 奇 顶点 的 个 数 是 侦 数 ， 


习 题 46 


1。 某 团体 的 所 有 成 员 中 ， 任 意 两 个 相互 认识 的 人 都 没有 公共 的 熟人 ， 而 
任意 两 个 相互 不 认识 的 人 都 恰 有 两 个 公共 的 熟人 ， 证 明 :, 该 团体 中 每 
个 人 所 认识 的 人 数 都 相同 。( 南 斯 拉夫 数学 竞赛 题 ，) 

2, 平面 上 有 #% 个 点 ， 其 中 任意 两 个 揭 距 离 至 少 是 1. 证 明 ， 这 和 个 点 中 
至 多 有 3% 对 点 ， 每 对 点 的 距离 恰好 是 1. - 

3. 和 每 所 有 学 生 %* 个 ， 每 个 学 生 都 认识 其 他 两 所 中 学 的 # 寺 1 

学 生 .… 证 明 ， 从 每 记 中 学 可 以 选 出 一 个 学 生 ， 使 选 出 来 的 3 个 学 生 
相互 认识 。 (匈牙利 数学 竞赛 题 。/ 


第 47 讲 图 的 染色 


李 洋 生 


用 红 、 蓝 两 种 颜色 去 染 2 阶 完全 图 KK, 的 边 ， 每 条 边 染 一 种 
着 色 , 而 且 只 染 一 种 颜色 ,得 到 的 图 叫做 2 色 完 全 图 ， 仍 记 作 友 ，. 
当然 ， 如 果 下, 的 边 的 染色 方式 不 同 , 得 到 的 2 色 完全 图 也 不 同 . 
例如 图 47-1 和 图 47~2 给 出 了 两 个 不 同 的 2 色 完 全 图 芭 。( 图 中 实 
线 表示 红 边 ， 虚 线 表示 蓝 边 ) ， 

图 47-1 的 2 色 完 全 图 及 ,含有 红 边 三 
角形 人 xX1Xsxs 和 蓝 边 三 角形 Ayixixs， 但 
图 .47-2 的 2 色 完 全 图 玉 s 却 不 含有 三 边 同 | 
色 的 三 角形 . 三 边 同 色 的 三 角形 叫做 单 色 
三 角形 . 这 说 明 , 用 红 \, 蓝 二 色 去 染 完全 图 
五 s。 的 边 ， 不 能 保证 染 出 来 的 2 色 完 全 图 KK。 
一 定 含有 单 色 三 角形 。 图 47-~! 

x 如 果 2 色 完全 图 K。 的 阶 数 由 5 改 为 
6， 结 论 又 应 当 怎样 ? 对 此 ， 有 

定理 1 设 %>6 则 任何 一 个 2 色 完 
全 图 六 。 一 定 含有 单 色 三 角形 . 

证 “容易 看 出 ， 如 果 对 任何 一 个 2 色 
为 ™ 完全 图 KK。 结 论 成 立 ， 则 结论 对 任何 一 个 

图 47 2 2 色 完 全 图 五。 成 立 . 因此 只 需 对 和 = 6 证 

戎 结论 成 立 . 
现在 设 Y 是 2 色 完 全 图 KK。 的 顶点 , 它 连 有 5 条 边 ， 而 5 条 
边 有 两 种 颜色 ,因此 至 少 有 3 条 边 同 色 ， 不妨 设 边 *y1, xys xys 是 
红色 的 .如 果 Ayiyasys 中 含有 红 边 ， 设 为 y1y,， 则 Axyiys 是 红 

378 - 


2 


a 


色 三 角形 ;如果 入 yysys 不 含 红 边 ， 则 Ayiysys 是 蓝 色 三 角形 、 
因此 2 色 完 全 图 玉 。 一 定 含有 单 色 三 角形 ， 

定理 1 可 以 推广 到 名 种 颜色 的 情形 ， 用 种 颜色 cl，c;， 
…，Cs 去 染 完全 图 KK, 的 边 ， 每 条 边 染 且 只 染 一 种 颜色 ， 得 到 的 
图 叫做 训 色 完全 图 ， 仍 记 作 KK,。， 可 以 想象 ， 当 阶 数 有 增 大 时 , 色 
色 完 全 图 KK, 的 边 数 也 增 大 ，k 色 完全 图 到; 就 可 能 含有 单 色 三 角 
形 .使 得 每 一 个 有 色 完 全 图 K。 都 含有 单 色 三 角形 的 最 小 阶 数 %， 
记 作 7xs. 定 理 1 说 明 ,r:*<6， 图 47-2 说 明 ,7: 之 6， 因此 := 6， 很 
明显 .7 = 3. 著名 膛 辑 学 家 拉 姆 赛 首先 证 明了 数 7 的 存在 性 . 
所 以 7; 叫做 拉 姆 赛 数 . 

定理 2 对 每 个 正 整 数 , 拉 姆 赛 数 7; 存在， 并 且 当 有 2 时 ， 

re<<k(re-1— 1) +2. (1) 

证 对 和 用 归纳 法 . 上 和 面 已 指出 ，71， 7 存在, 并且 ri1 =3 ， 
加 = 6、 所 以 式 (1) 对 = 2 成 立 . 设 结论 对 成 立 。 即 7x: 存在 ， 
且 (1) 成 立 . 现在 证 明 结 论 对 +1 成立 . 记 %= (hk+1) (rs 一 1》 
+2， 并 设 及 ,是 +1 色 完全 图 . 任 取 区 ,的 一 个 顶点 t+， 它 连 有 
Nh 一 1=(k+1)(7s-1)+1 条 边 . 这 些 边 共有 下 +1 种 颜色 .因此 
由 抽 层 原则 ， 和 x 相 邻 的 边 中 至 少 有 ye 条 边 周 色 . 设 这 7 条 过 
都 是 6 色 的 ， 而 且 它 们 除 x* 外 的 所 有 端点 的 集合 记 作 品 ， 则 | UL 
=Ys， 集 合 U 以 及 所 有 连结 UV 中 的 顶点 的 边 的 集合 已 组 成 一 个 - 
zw 阶 完全 图 (DU, EE) ,显然 ,CU ,EE) 是 + 1 色 的 .如 果 完 全 图 (U， 
互 ) 含 有 Cc 色 边 yz， 则 人 xyz 是 c 色 三 角形 ， 如 果 完 全 图 (Z7, E) 
不 含 c 色 边 ， 则 (CU,E) 是 和 色 7Ys 阶 完 全 图 ， 由 归纳 假设 ，(U， 
匹 ) 中 含有 单 色 三 角形 ， 这 就 证 明 ，K, 含 有 单 色 三 角形 , 记 

MM= {ml 任何 m 阶 和 和 +1 色 完 全 图 都 含有 单 色 三 角形 } . 
则 xz=(&+L1)(r 一 1) +2€M, 即 正 整数 集合 M$. 因 此 7, ;在 
在 ， 并 且 yr n= Rr-i— 1) +2., 

定理 2 证 明 的 关键 在 于 应 用 了 抽 必 原则。 这 对 于 处 理 有 关 拉 


379 


姆 赛 数 的 问题 是 具有 典型 意义 的 . 

由 于 ”= 6， 因此 由 定理 2 立即 得 到 

推论 1 六 和 17 . 

-可 以 构造 出 不 含 单 色 三 角形 的 3 色 完 全 图 Kw; 因此 7?s= 17. 

推论 2 7, 志 66. 

证 已 知 7; 志 17. 由 定理 2， p41) +2= 66. 

推论 2 说 明 ， 用 4 种 颜色 去 染 4 阶 完全 图 到, 的 边 ， 不 管 怎 
样 染色 。 只 要 之 66， 则 4 色 KK, 一 定 含有 单 色 三 角形 。 

当 >4 时 ， 拉 姆 赛 数 ri 的 确定 是 一 个 难题 ， 至 今 还 不 知道 
拉 姆 赛 数 7 的 值 . 

在 数学 竞赛 中 ， 经 常 出 现 有 关 拉 姆 赛 数 的 试题 . 

例 1 证 明 ， 在 任何 六 个 人 中 ， 总 有 三 个 人 相 豆 认识 ， 或 者 
互 不 认识 .〈 甸 牙 利 数学 竞赛 题 ，) 

证 六 个 人 用 认 个 顶点 表示 ， 六 个 顶点 之 间 任 意 而 个 顶点 都 
连 边 ， 得 到 .6 阶 完全 图 KK。 设 * 和 yy 是 KK 中 两 个 顶点 .如 果 % 
和 ?所 表示 的 两 个 人 相互 认识 ， 则 边 xy 染 成 红色 ,否则 边 *y 染 
成 蓝 色 ,于 是 KK。 是 一 个 2 色 完 全 图 . 定理 1 说明， 大。 含有 单 色 

三 角形 人 uvw， 如 果 八 uvw 是 红色 的 ， 由 则 顶点 2U，2 和 也 所 表示 
的 三 个 人 相互 认识 ， 如 果 入 uvw 是 蓝 色 的 ， 则 w,v 和 w 这 三 个 
人 互 不 认识 .这 就 证 明 ， 在 任何 六 个 人 中 ， 总 有 三 个 人 相互 认 
识 ， 或 者 互 不 认识 . 

，. 例 2 有 17 名 科学 家 ,每 名 科学 家 都 和 其 他 科学 家 通信 . 他 
们 在 通信 时 只 讨论 三 个 题目 ， 而 且 任 何 两 名 科学 家 在 通信 时 只 讨 
论 一 个 题目 ， 证 明 ， 其 中 至 少 有 三 名 科学 家 ， 他 们 在 相互 通信 时 
讨论 的 是 同一 个 个 题目. (1964 年 国际 数学 竞赛 题 . ) 、 

证 用 顶点 天 示 科 学 家 .17 个 顶点 间 任 意 两 个 顶点 都 连 边 ， 

得 到 17 阶 完全 图 Ki， 用 3 种 颜色 ci，es 与 cs 分 别 表示 3 个 题 
上 A1，A:，4,. 如 果 顶 点 % 和 JJ) 所 表示 的 两 名 科学 家 在 通信 时 
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讨论 的 是 题 月 人， 则 边 X? 染 成 6, 色 ，z= 1,2,3. 得 到 的 是 17 阶 3 
色 完 全 图 太 7. 由 推论 1,3 色 完全 图 及 1 含有 单 色 三 角形 wow. 
如 果 Awvw 是 ci 色 的 ， 则 xd，2” 和 w 所 表示 的 科学 家 在 通信 时 讨 
论 的 是 同一 个 题目 41,1=1,2,3， 这 就 证 明了 例 2. 

拉 姆 赛 数 7 还 可 以 推广 . 为 此 先 介绍 子 图 的 概念 ， 设 G 是 
一 个 图 , 它 的 顶点 集合 与 边 集合 分 别 是 了 与 五 .如 果 图 G: 的 顶 
成 集合 玉 | 与 边 集合 Ei 满足 VSV,EEEEKE, 则 Gi 叫做 图 G 的 
地 图 .例如 图 47-3 中 所 示 的 图 G1 与 图 G; 都 是 图 C 的 子 图 ，G， 
是 4 阶 完全 图 ， 所 以 说 5 阶 完全 图 G 含 有 4 阶 完全 子 图 G,, 


yd 六 


. 图 全 3 
用 下 种 颜色 cu Cz，…，Cx 去 染 2 阶 完全 图 .KK， 的 边 ， 得 到 
色色 完全 图 攻 ,。 设 ,含有 4 阶 完 全 子 图 下 。， 它 的 每 条 边 都 是 
< 色 的 ， 则 天。 则 做 单 色 的 ， 对 于 给 定 的 正 整数 zyzjz，…，2si 
用 六 (23072222 表示 这 样 的 正 整 数 ， 使 得 当 MNZP7(2i， xs， 
…,794) 时 ,任何 一 个 色 完 全 图 长, 要 么 含有 ci 色 完 全 子 图 开 
了 要么 含有 Cs 色 完 全 子 图 Ks ， 要么 含有 cx 色 完 全 子 图 "六 3 
而 当 2<y(py， HU2，…，74) 时 ， 存 在 一 个 色 完 全 图 天 它 茎 
不 含有 ci 色 完 全 子 图 ,,， 也 不 含有 6 色 完全 子 图 玉 。，…， 又 
不 含有 ci 色 完 全 子 图 名,,. 
容易 看 出 ， 当 ?=js=…=Mjur=3 时 ， 数 7(3，3， “…，3) 即 
A 
是 拉 姆 赛 数 Ye， 数 7 C44，hs，…，744) 仍 叫做 拉 姆 赛 数 ， 可 以 证 
明 ， 拉 姆 赛 数 7 《431,74.，…,7%) 是 存在 的 . 这 里 给 出 &=2 的 情 
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形 的 证 明 。 对 于 />2， 数 Cn， Nay oy %4) 的 存在 任 的 证 明 是 楷 
伤 和 的, 
定理 3” 对 于 给 定 的 正 整数 和 4, 拉 姆 赛 数 六 20 存在 ， 
并 且 当 p 之 2,4q 之 2 了 时， 
rp ,DEr Dp-1,g) +r(p,g -1). (2) 

证 对 正 整数 p+g=71 用 归纳 法 . 很 明显 , ，r(1，9) = 1， 
7《2, 9) =0，7( 力 , 1)=1, 7(p, 2) = 2 因此 和 定理 对 1&5 成 立 . 
现在 假设 定理 对 适合 p+ 4q'<i 的 正 整 数 如 和 9 成立， 下 而 证 : 
明定 理 对 满足 力 +q=/ 的 正 整 数 力 和 4& 成 立 ， 此 时 可 设 加 3， 
42>3. 

由 归纳 假设 , 拉 姆 赛 数 7(p--1,g) 与 (p,q~1) 都 存在 . 
令 轨 =7( 力 -1，@)+7(p，q~-1). 设 K， 是 任意 一 个 2 色 完 全 
图 ,并 且 * 是 Km 中 任意 一 个 顶点 .由 于 x 连 有 ~1=7(p-1， 
9) +r(,4 一 1) ~1 条 边 ， 这 些 边 有 2 种 颜色 .因此 只 能 是 ，X 至 
少 连 有 7Y(p 一 1，g) 条 红 边 ， 或 者 至 少 连 有 7(p,q- 1) 条 蓝 边 ， 
下 面 分 情形 讨论 . 

” 情形 1:% 至 少 连 有 > 条 红 边 ， 这 里 了 =Y( 力 -1，g)， 不 妨 设 
MXJ1 Ma sg VY. 是 红 边 ， 展 。 中 以 Ji Yas ,Ys 为 顶点 的 洛 . 
全 子 图 记 作 K,， 由 拉 姆 赛 数 7Y(p~1,g) 的 意义 ， kK, 含有 红色 完 
全 子 图 玉 ，-:， 或 者 含有 蓝 色 完 全 子 图 太 。， 如 果 是 后 者 , 则 攻 。 含 
有 蓝 色 完全 子 图 有 如 果 是 前 者 ， 则 不 芒 设 红色 完全 子 图 改 ，， 
的 顶点 是 ?42y… 5- 于 是 以 X，，… Jr-l 为 顶点 的 办 
阶 完全 子 图 太 , 是 红色 的 ， 这 就 证 明 ， 在 情形 1 下 ，Kn 含有 红 
太 ; 或 蓝 Ky. 

情形 2:Y 至 少 连 有 s 条 蓝 边 ， 这 里 s=7(fp，gq-1)， 此 时 将 
蓝 色 改 成 红色 ，s 改 成 y， 即 可 和 情形 1 一 样 证 明 ，2 色 KK 含有 
红 攻 ,或 次 蓝 Ks， 

这 就 证 明 ， 任 何 一 个 2 色 完 全 图 KK， 要 么 含有 红 太 s, 要 么 含 
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有 蓝 7o。， 使 得 任何 一 个 2 色 完 全 图 KK, 都 要 么 含有 红色 完全 子 图 
此 5b, 要 么 全 有 蓝 色 完 全 于 图 KK, 的 所 有 正 整数 4 的 集合 记 作 S. 了 于 
是 ME9. 即 S+*$. 因此 S 具有 最 小 正 整 数 ， 它 就 是 拉 姆 赛 数 
z( 力 ,9). 所 以 拉 姆 赛 数 y( 力 ,g) 是 存在 的 ， 并 且 
r(p,g)<r(p-1,g) +r(p,q -1). 

定理 3 的 证 明 方法 是 抽 居 原则 的 变形 ， 是 处 理 图 的 染色 问题 
的 一 种 典型 方法 ， | 四 

例 3 在 协会 里 有 10 个 人 ， 其 中 任意 三 个 人 中 总 有 两 人 是 相 
互 认识 的 .证 明 ， 其 中 总 有 4 个 人 ， 他 们 相互 认识 (英国 数学 竞 
资 题 .》 : 

证 用 10 个 顶点 表示 10 个人, 10 个 顶点 中 任意 两 点 都 连 
线 ， 得 到 10 阶 完全 图 天. 设 *，y 是 下 io 的 两 个 顶点 、 如 果 2 
和 了 表示 的 两 个 人 相互 认识 ， 则 x 和 了 连 一 红 边 ， 否 则 连 一 条 
茧 边 ， 得 到 2 色 完 全 图 Kio. 已 知 条 件 “ 其 中 任意 三 个 人 中 总 有 两 
人 是 相互 认识 的 "相应 于 ，2 色 完 全 图 及 ,中 任意 三 角形 一 定 有 
红 边 ， 即 2 色 完 全 图 下 中 不 会 蓝 色 三 角形 ， 要 证 的 是 “其 帕 总 
有 4 个 人 ,他 们 相互 认识 "， 也 即 2 色 天 中 含有 红色 完全 子 图 . 
因此 要 证 的 图 的 命题 即 是 ， 如 果 2 色 完全 图 下 不 含 蓝 色 二 角 
形 ， 则 Ki 含有 红色 完全 子 图 到,， 由 拉 姆 赛 数 r(4，3) 的 意义 
可 知 ， 要 证 的 即 是 7(4,3) 志 10. 

由 定理 3, rr(4，3)<<7(3，3) +r(4，2)， 而 7(3，3) =y,= 
6:7(4,2) =4. 所 以 7(4，3)<<10. 

例 3 利 用 了 定理 3， 也 可 以 用 定理 3 的 证 明 方法 直接 给 出 证 
期 . 

例 4 在 例 3 中 ， 将 10 收成 9， 结论 是 否 成 立 ? (波兰 数学 
竞赛 题 .) 

解 ” 结 论 成 立 ， 用 图 论语 言 来 说 ， 即 有 ， 不 含 蓝 色 三 角形 鸣 
2 色 完全 图 及 ,一定 仿 有 红色 完全 子 图 及,， 也 即 ，+ (4，3) <9 
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证 如 下 ， 任 到 2 色 攻 ,的 一 项 点 x*, 如 果 x 连 有 4 条 蓝 边 XYy1> 
Xyz，Xys， XY4， 则 诠 KK, 不 含 蓝 色 三 角形 ， 故 顶点 为 y1，y;， 
Js， 入 的 完全 子 图 KK, 是 红色 的 ;如 果 % 连 有 6 条 红 边 X21, Xz， 
…，Xze， 则 由 定理 1， 顶 点 为 zs，z，…，26 的 完全 子 图 长, 仿 
有 单 色 三 角形 人 zizjzty1<1,7 ,8 和 6. 因 K， 不 含 蓝 三 角形 ， 故 
人 Azizizxz 是 红 三 角形 ， 于 是 顶点 为 zazyzxyx 的 完全 子 图 到, 是 红 
的 ; 最后， 如 果 K 中 每 个 顶点 都 恰 连 有 5 条 红 边 ， 则 Ks 中 红 


边 数 是 -95-， 不 可 能 . 


例 3 和 例 4 说 明了 数学 竞赛 对 拉 姆 赛 理论 的 兴趣 ,其 原因 
是 ， 确 定 拉 姆 赛 数 7 (X14，N。，…，%。) 是 数学 中 的 难题 ， 已 知 的 
拉 姆 赛 数 只 有 很 少 的 几 个 ， 它 们 是 ; (2，9g) = g，7(3，3) = 6， 
7(3, 4)=7r(4, 3)=9, 7(3, 5)=14, 7(3, 6)=18, +(3, 7)= 
23, 7(4，4)=18， 以 及 71=3,7;=9，Ys=17， 和 51<7,<<65， 


习 题 47 


1. 证 明 ， 在 任何 18 个 人 中 ， 总 有 4 个 相互 认识 ， 或 者 互 不 认识 . 

2.， 画 出 一 个 既 不 含 红 三 角形 ， 也 不 含 蓝 色 Ks 的 2 色 Ks. 

5， 9 名 数学 家 在 一 次 国际 数学 会 议 上 相遇 ， 他 们 当中 任何 3 个 人 都 至 少 
有 2 人 能 讲 同一 种 语言 ， 而 且 每 人 最 多 能 讲 3 种 语言 . 证 明 , 至 少 有 
3 名 数学 家 能 讲 同一 种 语言 . 

4. 有 一 棱柱 ， 上 底 与 下 底 分 别 是 5 边 形 A1A4s4s44.4s 与 5 边 形 B,B3B 
BsBs, 将 上 下 底 的 5 边 形 的 每 条 边 与 线段 4B/，1<i，j<<5 都 染 上 红 
色 或 蓝 色 ， 每 边 与 每 一 线段 都 只 染 一 种 颜 色 。 每 个 以 棱柱 的 顶点 为 顶 
点 并 以 染 了 色 的 线段 为 边 的 三 角形 都 有 两 条 边 颜色 不 同 。 证 明 ， 上 下 
底 上 的 边 才 同色 。 (国际 数学 党 赛 古 ，) 
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习题 提示 与 解答 


习题 3 
1。 仿 例 1 证 明 ， 
2。 将 所 给 的 等 式 分 别 变形 为 ， 
X 十 ?一 0 一 2 (1) 
0 十 六 二 -人 -一 2， (2) 


这 两 式 同时 上 成立， 意味 着 在 直角 坐标 系 中 ，(1) 所 表示 的 直线 和 (2) 所 “ 


表示 的 圆 相交 ， 从 而 原点 到 直线 的 距离 不 超过 加 的 半径 。 用 点 到 直线 的 
距离 公式 表达 这 个 不 等 关系 , 并 解 此 不 等 式 , 即 可 证 明 0<z < 了 4， 同 理 


本 证 0<x, y <3a. 
3。 把 所 给 的 等 式 变形 为 
。 了 2 了 ?一 5 
1 *+ (六) 2x - 语 )cosls0 2， 


1 (和 污 ) +a= 史 
2Z2 十 X22 一 2X2C0S120° 二 42。 
上 上 述 三 式 关 联 到 余弦 定理 及 勾 股 定理 


作 一 个 三 角形 4BC，P 为 其 内 部 一 点 ， 使 得 PA=z， PPB- 六， 
PC=x, /APB=90, /APC=120, /LBPC=150, AB=3, 
AC=4, BC=5. 


这 样 ，6 二 S aac 二 S 4pPa 二 S 4pc 十 Sapc =32 六 + XZ, 


c@s120° 十 3X" 六 ‘sin150° 一 一 了 7 本 (27 十 272 十 3X2)， 从 面 %YT 


yg 十 3XY2) 一 24V 3 。 


4。 注意 1 土 V 2 是 方程 刀 一 2X 一 1 一 4 的 根 ， 考 虑 
Wn=(1+V2)+ (I~ V2)", 
利用 上 面 的 辅助 方程 得 到 wa 的 递 推 公式 ， 由 此 证 明 对 %p>1，ts 都 是 
假 数 (用 归纳 法 )， 四 
注意 ， 当 多 为 奇数 时 ，t#n<(1 十 W 2)"?<zn 十 1， 从 而 [(1 十 W 2 )"] 一 
tn 是 偶数 ， 当 %w* 为 偶数 时 ，w4 一 1<(1+t V2)"<us， 从 而 [(1 +, 
w 2 )"] 一 bn 一 1 是 奇数 (参考 例 10)， 
5。 由 于 所 说 式 子 的 对 称 性 ， 不 护 假 设 CSC.< la<…<in， 
当即 一 3 时 ， 在 让 前 两 顶 的 和 为 (一 007 > 0 第 三 项 不 小 于 零 ， 故 不 
等 式 成 立 。 
当 8 一 5 时 ， 同 样 可 知 左 边 前 两 项 的 和 不 小 于 零 ， 来 两 项 的 和 也 不 小 
于 零 ， 第 三 项 是 (4s 一 41)(@s 一 0) as a) (a 0s), 它 也 不 小 于 零 ， 
， 故 不 等 式 成 立 ，。 
对 于 % 的 其 他 值 ， 为 了 指出 不 等 式 不 成 立 ， 我 们 来 作出 ( 特殊 的 )ai 志 
Qo 世人 ln， 使 左边 小 于 零 ， 
车 是 偶数 ， 取 < 之 42=4s 二 … 二 Qn(4 之 4)， 则 左边 只 有 第 一 顶 非 
零 ， 它 是 (01 一 4s)(Q1 一 Q8)…(Q1 一 Gn)， 为 奇数 个 (%# 一 1 个 ) 负 数 相 乘 ， 
故 小 于 零 ， 
著 w 宕 7( 不 必 区 分 其 奇偶 性 )， 取 
QI 一 bo 一 03<04<05 一 06 一 … 一 0p。 
则 左边 只 有 一 个 非 零 项 , 
(Qa a) 0a) a) (0 a,), 
前 三 项 因 式 都 是 负数 ， 而 后 面 的 都 是 正 数 ， 故 它 是 负数 ， 不 等 式 不 成 
立 。 


习题 4 
1。 可 以 到 4 二 V2，b 二 logw5z 3, 则 不 难 用 反 证 法 证 明 5 是 无 理 数 . 
2， C&，5 都 大 于 零 ， 则 


和 让) 
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< 


右边 共有 06 个 ( 4 ) 相 加 . 


、 贮 虚 多 项 式 jx) 一 卫 [(2x 一 1)? 十 1 人 是 待定 自然 数 ， 因 为 (25 一 


，1)" 十 1 的 系数 都 是 偶数 "用 二 项 式 定理 来 证 这 一 点 )， 所 以 六 (Y) 是 整 


系数 多 项 式 。 
当 ze | 二， ,三 隆 , 有 一 全 <2x 一 1 < 全 ， 记 以 


jzeo -中 -直人 多) 


容易 而 出 ， 当 4> 28 时 ， 必 有 去 X{( 合 ) < ， 因 此 ， 对 # 之 28, 任 
意 这 样 的 多 项 式 都 适合 要 求 ( 退 一 步 考虑 问题 ， 比 较 例 8 和 例 9). 


.《〈 也 许 在 经 过 观察 和 尝试 之 后 ) 可 取 


CI 一 2100000 一 2。 


广 
这 时 ， | 2 一 3 二 132 一 


w=[ “+! 一 3?.299998 一 3 十 1 一 32.299098 一 2， 


(i00000 一 后 {fg9999 | 一 339999.2 一 2， 


Qi00001 一 [z G100000 有 一 3100000 一 3 十 1 一 3100000 一 2。 


因此 ， 数 列 的 前 105 项 都 是 偶数 ， 而 第 105 十 1 项 是 奇数 ， 

可 以 使 纵 轴 的 上 半 轴 的 整 点 (包括 坐标 原点 ) 都 染 白 色 ， 纵 轴 的 下 半 轴 
都 染 黑 点 ， 所 有 其 他 的 点 都 染 红色 .显然 这 种 染 法 符合 要 求 ， 

注意 内 接 于 圆 的 直角 三 角形 的 斜 边 一 定 是 此 贺 的 喜 径 ， 
任意 作 一 条 直径 4 已 ， 把 圆周 分 成 两 个 半 圆 ， 我 们 把 其 中 一 个 半 园 


” 叉 连 同 4 点 (不 包含 妃 点 ) 染 上 一 种 颜色 ， 另 一 个 半圆 弧 逐 同 妃 点 


《不 包含 及 点 ) 染 上 另 一 种 颜色 ， 那 么 这 个 圆 的 任 一 内 接 喜 角 三 角形 
的 斜 边 两 喘 点 的 颜色 不 同 ， 因 而 三 个 顶点 不 都 是 民 一 种 颜色 . 
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习题 5 


。 道 命题， 如果 一 条 直线 和 一 个 平面 牌 直 , 则 这 直线 和 这 个 平面 内 任何 一 
条 直线 都 垂直 . 
否 命 题 ， 如 果 一 条 直线 和 一 个 平面 中 的 某 些 直线 不 垂直 , 则 这 直线 和 这 
个 平面 不 垂直 ， 

逆 否 命题 ， 如 果 一 条 直线 和 一 个 平面 不 垂直 ， 那 么 这 条 直线 和 这 个 平 
面 内 某 些 直线 不 垂直 . 

2. 本 题 的 结论 是 一 个 选 盲 判断 ， 即 以 “或 …， 或 "为 关联 词 。 这 种 命题 的 
证 明 程序 通常 是 (但 不 都 是 )， 否 定 其 中 一 项 来 证 明 另 一 项 ， 例 如 我 们 
可 以 这 样 来 证 ; 
假定 4, .b,c 不 相交 于 一 点 ， 证 明 它 们 两 两 平行 。 

5. 可 以 选择 这 样 的 证 明 程序 ， 设 4{S。}》 (2 是 自然 数 ) 中 有 一 项 为 零 ， 证 明 
数列 中 必 有 无 限 项 都 为 零 . 

这 种 论证 的 推理 过 程 是 ，{S»}(n 是 自然 数 ) 中 或 者 没有 零 ， 或 者 有 无 
限 项 为 零 ， 或 者 有 但 只 有 有 限 项 是 零 。, 我 们 证 明 不 会 是 第 三 种 情况 。 
从 而 只 能 是 前 两 种 情况 . 

. 命题 不 正确 ， 通 过 所 说 的 三 角形 的 外 心 作 垂直 于 三 角形 所 在 平面 的 直 
线 ， 则 这 条 直线 上 的 任意 一 点 到 三 角形 三 顶点 的 距离 都 相等. 

。 论 证 中 ， 命 题 (1) 是 正确 的 ， 但 推理 不 对 。 因为 命题 (2) 是 命题 (1 ) 的 
否 合 题 ， 一 个 命题 正 丛 ， 其 否 命题 不 一 定 正确 ， 即 使 否 命 是 正确， 也 
需要 单独 加 以 证 明 ， 这 样 ， 所 说 的 论证 ， 从 (1) 到 (2) 的 推理 犯 了 “论据 
与 论题 没有 因果 关系 "的 错误 ,命题 (2) 和 命题 (3)( 即 要 证 的 结论 ) 互 为 
逆 否 命题 ， 它 们 是 等 价 的 。 从 (2) 到 (3) 的 推理 ， 实 际 上 是 把 欲 证 命题 

的 等 价 命 十 作为 要 证 命题 的 论据 ， 这 在 混 辑 上 犯 了 "循环 论证 "的 锚 

误 。 四 
正确 的 证 法 略 述 如 下 ， | 
设 4BCD 一 A41B1C1D1 为 平行 六 面体 ， 4C:=4C = 万 Di 一 甩 D7. 
连 4C， AiC1, BiD, 先 证 明 AA,C1C 是 算 形 ， 从 而 A441 上 AiCY。 
同 理 BB1LB1D1， 可 推出 AA1LBiDi. 

这 样 不 难得 出 所 说 的 六 面体 是 直 平 行 六 面体 ， 
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最 后 用 三 角形 全 等 来 证 明 41B1C1D1 是 矩形 ， 从 而 ABCD-A1BiC,Di 
是 长 方 体 ， 
习 题 6 

先 推论 这 个 立方 体 的 下 面 涂 什 么 颜色 。 从 逻辑 上 讲 ， 它 只 可 能 是 黄 、 
蓝 、 绿 中 的 一 种 ， 册 图 6-1 所 示 可 知 ， 它 不 可 能 是 黄色 ， 因 从 第 二 个 
立方 体 可 看 到 黄色 同 黑 色相 邻 而 不 是 相对 (由 假设 ， 四 个 立方 体 的 涂 色 
次 序 相同 )， 同 时 ， 从 第 三 个 立方 体 中 可 以 看 出 ， 蓝 色 同 黑色 是 相 令 
的 。 所 以 这 个 立方 体 的 底面 也 不 是 蓝 色 ， 既然 不 是 黄 、 蓝 两 色 ， 那 它 
当然 是 绿色 ， 
再 推断 这 个 立方 体 左 面 的 颜色 ， 现在 左面 涂 的 颜色 只 有 商 、 蓝 两 种 可 
能 。 但 从 第 四 个 记 方 体 可 知 ， 它 不 会 是 黄色 ， 因为 黄色 司 白 色 应 当 相 
邻 、 所 以 它 只 能 是 蓝 色 . 
这 样 ， 这 个 立方 体 的 背面 只 能 是 黄色 . 
注意 ， 在 本 题 的 推理 中 ， 立 方 体 的 左 ， 背 ， 底 三 面 并 不 "对称"。 如 果 
先 推断 左面 或 背面 的 颜色 ， 将 得 不 出 结果 。 应 以 考虑 底面 的 颜色 作为 
推理 的 出 发 点 , 〈 解 数学 题 时 ， 读 者 应 当 注意 总 结 类 似 的 经 验 ，) 
解 题 的 第 一 个 要 点 是 把 问题 “数字 化 ”。 我 们 设 
ze 已 如 果 第 i 题 是 对 的 ; 

一 1， ”如 果 第 i 题 是 错 的 . 


i=1, 2, ,7 


:这 样 如 果 判 断 第 i 题 为 正确 ， 即 曾 了 符号 “VYV”， 则 他 得 到 Xx; 分， 推理 


如 下 (二 难 推理 站 ); 
如 果 第 i 题 是 对 的 ( 即 X;=1), 那么 他 判断 对 了 , 所 以 得 1 分 ( 即 x, 分 ); 
和 如果 第 守 题 是 错 的 ( 即 *: 一 一 1)， 那 么 他 判断 错 了 ， 应 得 一 1 分 (正好 
也 是 % 分 )。 同 理 ， 如 果 判 断 第 i 题 为 错 ， 即 画 了 符号 "x"， 他 就 位 
到 一 Xi 分 . 
注意 ，4，BP,，C，D 各 得 2 分 ， 由 题目 中 的 答案 表 得 到 下 列 等 式 ， 
Yi 一 %3 十 Yu 一 %5 十 Y6 十 Y7 一 2，、 
%1 一 Xa 十 Yo 十 Xi 一 %5 一 X6 一 2， 
Ma 一 X3 一 %4 十 %Y5 一 %6 十 X7 一 2， 


5 


2 


一 YI 一 42 一 %8 十 Y4 十 YA5 一 YX7 一 2， 
把 四 个 式 子 相 加 ， 得 

XI 一 X%X3 一 2XY: 十 2%4 一 %Y6 十 X7 一 8， 
注意 % 一 士 1G=1，2，…，7), 故 左边 和 8。 而 右边 是 8， 从 而 具有 
YI 一 1，Xa 一 一 1，Xa 一 一 1，%s 一 1，%e 一 一 1，%r 一 1， 明 显 地 X6 一 1。， 
这 样 第 一 、 四 、 五 、 七 题 的 正确 答 案 是 “对 ， 第 二 、 三 、 六 题 的 正确 
答案 是 " 销 " 。 这 样 容易 看 出 已 得 4 分 。 
关键 是 先 确定 力 4，Y7 的 值 ， 
假设 游戏 共 进行 了 丸 轮 。 注意 无 论 卡片 怎样 混合 ， 每 一 轮 三 个 人 领 到 
的 弹子 数目 的 总 和 不 变 ! 即 是 乡 七 十。 这样 

k(p+g+7)=20+10+9=1 x 39=3X13, 
由 于 >2， 而 力 十 dg 十 >1 十 2 十 3 一 6， 故 必须 有 一 3， 力 上 +g 十 ?一 13。 
关 B 得 到 过 7 个 弹子 ， 因 此 7 二 10 一 1 一 1 一 8， 从 44 得 到 20 个 弹子 ， 
推出 37 之 20, 7? 宕 7， 这 样 7 为 7 或 者 38， 
如 果 * 一 ?7、 则 由 的 弹子 数 

10>7+2p=7+2p 

推出 p=1, 但 此 时 ?十 2 二 9 之 10， 故 BB 必得 到 过 一 次 2 个 弹子 ， 虹 
=2。 这 和 力士 9 十 y 一 13 了 矛盾 ! | 
这 样 +=8， 司 样 得 出 4 二 1， 因 而 94=13 一 + 一 =4. 
所 以 4 的 弹子 数 只 能 是 前 两 轮 各 得 8 个 ， 最 后 一 轮 得 4 个 ,而 BB 在 第 
一 轮 得 了 p=1 个 弹子 ， 这 样 第 一 轮 是 C 得 了 gg 一 4 个 弹子 。 


习题 了 7 
- 设 AP=4, .BP=b, CP=c, DP=d, LAPB=a. 
则 有 AABP=3adsina,ABPC= 3bcsina, ACPD= zcdsina, 


AAPD = cdsinC， 按 条 件 有 
ab+cd=bcad, 
即 (a—c)(b--d)=0, 
记 以 e=c 或 者 b=d. 
。 设 平分 三 角形 4BC 面 积 和 周 长 的 直线 交 边 AC, BC 分 别 为 点 P 和 人 @， 
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4BC 内 切 贺 的 圆心 为 点 O,，? 表示 内 切 贺 半径， 我 们 来 证 明 人 A2OQ@ 
一 0， 从 而 0， 忆 ，@ 三 点 共 线 . 连 04,OB,0OC 可 算出 4BQOP 的 
面积 是 17.(A4P+AB+BQ).OQCP 的 面积 是 二 7(Q@C+CP)， 又 因 
直线 PQ 平分 三 角形 周 长 ， 所 以 A4P+AB+BQ 一 QC 二 CP. 这 样 上 
面 说 的 两 个 面积 相等 ， 又 按 条 件 ，4BQP 的 面积 等 于 三 角形 QCP 的 
面积 ， 从 而 人 OQP=0. 


。 连结 PA，PB，PC， 则 有 面积 等 式 


. 


他 


APABT+ABPC+ACPA=AABC, 
从 面积 公式 推出 所 说 的 距离 之 和 等 于 三 角形 4BC 的 高 ， 这 与 己 的 位 
置 无 关 ， 
我 们 有 (参见 例 5 的 解法 ) 
PQ, | PQ: |， PQs 


PiQi 万 @ + P,Qs 


APP:Ps , APPsP! | APPIPs 
APiPsPs AP.PsPs 人 PP.Ps 


是 


所以 五 S。_G 一 1，2，3) 中 一 定 有 一 个 不 大 于 十， 也 一定 有 一 个 不 小 
了 :Q; 3 


于 七 ， 相 应 地 菠 忆 -一 玉 作 业 一 ! 中 一 定 有 一 个 不 小 于 2， 也 一 定 有 一 


个 不 大 于 2， 


习题 8 


用 QO 表示 正六 边 形 的 中 心 ， 考 虚 绕 点 所 把 点 B 变 成 O 的 60" 旋 转 ， 
在 此 旋转 下 ， 线 段 OC 变 成 线段 FE， 点 下 是 平行 四 边 形 BCDO 的 对 
角 线 BD 的 中 点 ， 因 此 它 是 对 角 线 CO 的 中 点 。 这 样 ， 点 长 在 所 说 的 
旋转 下 变 为 点 MM， 从 而 三 角形 4MK 是 正三 角形 ， 


。 把 正方 形 4BCD 绕 点 4 旋转 90 ,使 点 如 变 成 点 刀 ,， 设 在 此 旋转 下 ， 


点 及 ,KK 分 别 成 为 MM',K“( 则 LBMA= ADM'’A. 因 人 LMAK = 
LMAB= AM'’AD, ULMAD=AM’AK, ULM'AK= 
MAD= 人 BMA= 人 DM'’A4， 即 三 角形 4KKMM' 是 等 腰 三 角形 . 
FUAK=KM’=KD+DM’=KD+BM. 
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. 设 在 三 角形 4BC 中 ， 中 线 BD 又 是 角 平分 线 。 作 如 关于 点 也 的 对 称 
点 B1, 由 于 刀 是 线段 4C 的 中 点 ， 四 边 形 4BCP1 是 平行 四 边 形 。 由 于 
LA4BBi=AB,BC= 4B 巨 ， 所 以 三 角形 有 4 甩 是 等 腰 的 , 故 有 万 
=- .4B;=BC. 

。 作 出 点 么 关于 直线 了 的 对 称 点 44， 设 已 是 ! 上 的 点 ， 则 了 4 十 己 刀 = 
PA’+PB>A'B， 当 且 仅 当 忆 位 于 1 和 A 人 B 的 交点 时 等 号 成 立 .于 
是 这 个 交点 是 所 求 的 点 ， 


习 题 9 


4. V6 
. S =JF. 2. r=1 3 


1 
,oo 


3. R=7(V 2 一 1).。 4. 三 种 情 


况 ， 341 地 ， 768，3072， 


习 题 10 


.《1) 证 明 性 质 (1)。 如 图 8-1， 由 于 S4。 垂直 于 平面 SBC， 则 S4。L 
SB, 由 SCo 徘 直 于 平面 $34B, 则 SCo1SB, 于 是 SB 垂直 于 平面 
SAoC。， 同 理 可 证 SC 敢 直 于 平面 $AoBo，SA 垂直 于 平面 SBoC。、 
由 定义 即 知 三 面 角 S-4BC 是 S-4oBoCo 的 补 三 面 角 ， 所 以 它们 互补 。 
(2) 证 明 性 质 (2)， 由 SB。LSC，SC。1LSB， 即 得 

LBSC+/Bo—SAo—Co=x. 

.。(1) 先 证 明 二 面 角 的 平分 面 是 到 二 面 角 的 两 个 面 的 等 距离 的 点 的 轨迹 。 
然后 用 三 角形 内 心 证 明 的 相同 方法 即 可 证 得 . 

. (2) 如 图 ， 在 三 面 角 S$-4BC 中 ， 令 S4= 
SB=SC， 刚 每 个 面 角 的 平分 线 都 垂直 平分 
AB，BC，CA， 设 其 分 点 分 别 为 L, M,N，。 
在 人 ABC 中 ,AM,BN, CL 是 三 边 上 的 中 4 
线 ， 则 交 于 一 点 G， 所 设 的 三 个 平面 SAM， 
SBN，SCLZ 必 相 交 于 一 直线 SG. 

(3) 完全 类 似 于 (2) 的 证 明 ， 要 用 到 三 角 (第 2(2) 题 ) 
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-好 递增 一 > - 访 - 间 减 一 1 十 -六 递减 一 >V/ 1 十 


形 外 心 的 定理 . 


， 如 图 : 设 所 给 四 面体 为 414s4s4,， 令 四 个 面 的 三 角形 面积 均 为 5， 


出 41 引入 4,AsAs 的 垂 线 A1MY， 其 垂 足 为 
MM, 连 AsM，AsM 和 AiM, 设 校 AiAs 上 
的 角 为 Oy，1<<i<I4， 由 于 
AMA;,As=Scosds, 
AMAA=Scosls, 


A 


AMA:A,=Scosl, As 

- 则 有 cosb2e 二 cosbat 十 cosbz 一 1， (1) 
:同样 有 CoS03 十 CO0Sgs4 十 COsbi 一 1 (2 
Cos 和 is 十 C0sbgos 十 COsg14 一 1， (3) 
cosgis 十 cosbos 十 cosbis 一 1， (4) 


容易 求 得 ， 例 如 (1) 十 (2) 一 (3) 一 (4)， 有 


Cosbio 一 CO0Sba4， 


:所 以 012= ss, 


同 理 得 Qos=01, O19=0.. 


-由 于 各 顶点 所 引 的 并 面体 的 高 均 相等 ， 设 为 有 设 丸 末 和 AsN 分 别 


是 人 A14AsA4 和 和信 A1Ashs 的 高 ， 则 
A,H=h/cosbs, AsN=h/cost. 

所 以 A1H=AsN， 从 而 4)4s 一 4s44， 

同 理 4s4:= 4:44，414:=4244. 

这 样 一 来 ， 显 然 得 到 四 个 面 全 等 。 


习题 11 


-1 因为 该 函数 是 奇 函 数 ， 所 以 ?在 (一 2 ，0] 与 [0， 十 ce ) 上 其 有 相同 的 


单调 性 
、 1 


当 Y>>0 时 ， "rr 


1 » 
Xx? 


递减 一 > 


1 
Xx? 
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J 三 送 境 一 >7j 订 - 递增 。 


本 
所 bf 西数 了 一 :7 下 在 (一 吃 ， 十 oo) 内 是 进 增 的 ， 


一 1) UL(1, 十 0), 对 任意 XE 大、 


Xl 

x+1 
者 有》 一 人/ 于 二 + -> 0， 所 以 函数 有 下 界 0， 显 然 ， 函数 在 整个 定义 域 
内 无 上 界 ， 所 以 是 无 界 画 数 ， 

5. 设 (COx) 一 2xz 二 5， 网 


fix)= ff (x) =a0xt ab tb, 
fl31(x)=f(f .21(x))=ar +t(ab+ab+D), 


出 已 知 fi31(x) 二 8X% 十 7， 得 
a3=8, 4=2, 
代入 ab 二 4D 十 6 二 7， 得 
4D+20+0=7, b=1. 
故 f(x)=2x+1. 
4. (1) 4=( -十 +~ ). (2) B=[0, t+o%), 
(3) D=(- 二 ,5 1. (4) E={1, 7?). 


(5) G=DNE=(- 广 ， 5 ]N{(-%, DUG, DU (7, +%)}= 


(i 1 ) ud 5]. 
5。 记 原 凸 %# 边 形 的 顶点 为 外 点 ， 对 角 线 的 交点 为 内 点 ， 蜀 所 国 成 的 三 角 
形 有 下 列 4 类 ， 
人 一 《由 三 外 点 为 顶点 的 三 角形 》， 
B=( 由 二 外 点 、 一 内 点 为 顶点 的 三 角形 》， 
C={ 由 一 和 邹 点 、 二 内 点 为 顶点 的 三 角形 }， 
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DD={ 册 三 内 点 为 顶点 的 三 角形 }. 
显然 141=C3. 
在 BB 类 中 ， 将 一 内 点 所 在 的 两 条 对 角 线 所 在 的 四 个 外 点 构成 一 个 5 点 
组 ， 这 个 5 点 组 构成 4 个 吾 中 的 三 角形 ， 即 有 这 样 的 对 应 关系 ， 
JJ，{ 由 任意 四 个 外 点 组 成 的 凸 四 边 形 }》， . 
一 >{B 中 的 四 个 三 角形 }》 
易 证 这 个 映射 是 双 射 。 所 以 1B|= 4C4， 
在 C 类 中 ， 把 任 一 三 角形 的 两 内 点 所 属 的 三 条 对 角 线 标 出 ， 可 以 看 出 
对 应 着 5 不 外 点 . 这 个 凸 五 边 形 的 5 条 对 角 线 全 部 画 出 ,显然 对 应 着 5 个 
C 类 的 三 角形 。 定 义 这 样 一 个 映射 ， 
_ 了，{ 任 意 5 个 外 点 组 成 的 凸 5 边 形 } 
”一 >{5 个 对 角 线 交 点 所 对 应 的 5 个 C 类 三 角形 》 
易 证 这 个 对 应 是 一 一 对 应 ， 所 以 [|C| = 5C5， 
也 类 中 ， 任 一 三 角形 对 应 的 三 个 内 点 对 应 若 三 条 对 角 线 ， 对 应 着 6 个 
外 点 ， 组 成 一 个 西 六 边 形 ， 我 们 定义 一 个 映射 ， 
J ，{ 任 意 6 个 外 角 组 成 的 凸 6 边 形 》 
一 >{ 三 条 主 对 角 线 所 围 成 的 一 个 DD 类 的 三 角形 }, 
易 证 这 个 肌 射 是 双 射 ， 所 以 | 站 1=C4. 


习 题 12 


2 条 的 反 函 数 是 ?一 寺 < 和 。 它们 的 图 入 完全 重 会， 如 是 


了 ， 通 数 7 一 


对 定义 域内 的 任 一 实数 x 都 有 
axth _ bdx 
cr+d CX—& 
-或 者 写 成 (ax 十 也 (cx 一 02)== (cx 十 d) (5 一 dX), : 即 
clatd)x?—(@—d)x—b(atd)=0, 
所 以 必 有 c(&+d)=0, a 一 d’=0, blatd)=0, 
这 时 有 以 下 情况 ，， 
[0 8 一 =0，d= 十 6， 得 9 一 十 区。 


» 
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(者 ) 50，c=0，d= 一 z， 得 7 一 一 并 一 各 。 


(ii ec 天 0 d=~a, y= 9. 

` 综合 之 ，. 可 以 得 出 函数 只 有 两 种 形式 ， 
一 ， __ 0X 十 六 
?一 人 75 


.因为 j3)7(D=F21)<F(22)= f(2)f(011) < 2f(14) =: 
2f (2)f (7)=4f(7), 
所 以 A(3)<4, 但 f(3)>f(2)=2， 故 (3)=3， 
车 命题 不 真 ， 设 使 有 (%) 关 4 的 最 小 正 整数 为 po 之 4, 即 f(2)=2, (3) 
三 3, ,有 (10 一 1)==N0 一 1, 但 有 (16) 大 to。 因为 f (m0)>>f (1 一 1)= 
Wo 一 1， 所 以 只 能 有 (wo) 汪 Ho. 又 由 (4) 严格 递增 ， 从 而 当 % 之 #6 池 - 


f (1)>n. (1) 
下 面 分 两 种 情况 讨论 . 
(i) 当 po 是 奇数 时 ， 则 2 与 16 一 2 互 素 ， 
故 太 2(zo 一 2)) 一 (2)7(Npo 一 2) 一 2(No 一 2)， . (2) 


但 因 z 之 4，2(11o 一 2)>>H0，(1) 与 (2) 韦 盾 . 

(ii) 当 oo 是 偶数 时 ，2 与 如一 ! 互 素 同样 有 
f (2(1m0—1))=f(2)f (10—1)=2(%—1), (32), 
显然 2(Mo 一 1) 盖 bo， 从 而 (1) 与 (3) 了 矛盾 ， 

综 上 所 述 ，(1) 永 远 不 能 成 立 ， 于 是 命题 得 证 . 

5 由 (1， #)=f(0, fl, nD)=f(1, (a—1))+1, 
及 f(1, 0)=f(0, 1)=2, 得 f (1, 7#)=n+f(1, 0)=%+2. 
又 由 /2,2)=f (1,f (2,8 1))=f(2,n—1)+2=2n+ f (2,0), 
f(2,0)=f(1,1)=1+2=3, 


所 以 f (2,7)=2n+3, 

再 由 

F351) = 2,f (3 一 D) 一 27(3, 一 1) 十 3 一 2 (32 一 1D) 十 3] 一 3 
J(3, 1) 十 3  。 

四 有 Fn- Dt? 

从 而 有 f(3,n)+3=2"(f (3,0)+3). 

因为 f(3,0)=f(2,1)=5, 
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4 


所 以 f(3,%)=2"*3—3. 
最 后 我 们 计算 /(4,4), 由 
f 40)=f 3, (472 一 D) 一 21422 073 一 3， 


印 (0422) 十 3 一 2704m 00+3。 

令 ta=f(4,n)+3,0(%)=.7, 
则 有 t=9(tn 1), 

于 是 tf, =pI"1(t). 

由 于 to=f(4,0)+3=f(3,1)+3=2, 
所 以 f (4,N)=09!"*1(16)—3. 


2 
这 样 一 米 ， 得 了 (4,1981)=p [51951(16) 一 3 一 22 一 3， 
其 中 指数 的 重 数 为 1984。 
习 13 
。 丰 一 右 二 (1 一 sin%): 十 (2 一 x*)sinx>>0, 
.由 所 设 有 二 一 20 (及 为 外 接 加 半径 ), 故 08c 一 1， 


A 


1 1 1 i 
>7 太 tTREtVRV ctvVatvb=5. 


等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 4 一 bc( 一 1)， 但 4=5=c 二 1 时 三 角形 厅 积 为 
3 了 二 ， 帮 1>5, 先 (0). 
由 算术 平均 几 向 平均 不 等 式 ， 有 


2 /2 zs 01 i/ 
Ea 一 “ ) 


Pa 


和 1713 十 XI 
一 2.2 2 


1712 1/4 - 
又 艺 7 KY) Ix, 


由 这 两 个 不 等 式 及 指数 函数 2z 的 递增 性 ， 而 得 要 证 的 不 等 式 ， 
。 反 设 C 十 5>>2， 则 4>2 一 5 从 而 
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C3 十 53>(2 一 四)3 十 1 一 6(5 一 1)? 士 2 这 2。 
6. 左 一 右 > b>lg:(nt+1)~lgn.lg(n+2)>0. 


而 lg(n+1)’>lgn(nt2) >2V ENT), 
故 lg(nt+1)> WEEZ 这 二 分 。 
,6。 由 和 差 化 积 公 式 ， 有 


sinA+sinB+sinC+ sin -4+B+C 


一 2sin A+B osA =B. 2sin AtB+4C cos 2 一 人 -2 


< (sin4+2 +sin +B+4C ) 


一 4Sin A+B+C cos AtA -2 <4sins+B+C 


» (1) 


区 nAtsinB+sinC <sin4 ABC Cc. 


(1) 申 第 一 个 不 等 式 成 立 等 号 的 这 要 条 件 是 A 一 尼 及 2C 一 4 二 万， 第 二 
个 不 等 号 当 且 只 当 4 十 B 一 2C=0 时 成 立 等 导 。 改 原 不 等 式 当 是 只 当 
4 = 也 =C 时 成 立 等 号 


了 了。 因 习 Xk= 0 故 
无 “1 


Ser:|= 让 Sa an edz: 


k=1 
< 二 训 1204 一 Ca 一 | .| Xi。 (1) 
涯 能 证 |se £0n—Qi [<a~a,, (2) 


则 由 (1) 有 [Sar | < 二 (ae) zj= 二 (oa 一 0)， 


而 (2) €H+ (L046— a —a) Caan 
€ a a, An ag, 
习 题 14 
飞 。 用 归纳 法 。 4YN 一 1 时 显然 戌 立 . 设 1= = 时 不 等 式 成 立 ， 两 边 老 以 
3p 十 1 | 
-二 然后 导 证 明 ， 


398 


1 ,sphlie 1 

V3ktl 38 二 2 34 
2. 二 次 函数 (*)=2x(1 一 x)== 一 2 (4 一 十) 十 二 是 一 一 条 开口 朝 下 的 
白 物 线 ， 其 最 大 什 为 (十 ) = 工 , 且 F(0) 一 六 D) 一 0. 因 0<e<l 帮 
0<a=f(0) < < 了 设 0<axr< 取 ， 出 又 有 0<arsi 一 7Ccs) < 六 . 即 对 


一 切 4E N, 有 0<4n< 了 ， 所 以 
Qnr—ln=20n(1~ hn)— Aan=an(1—24n)> 0. 
3. 设 (4)==1 二 x 一 了 4? 一 一 和 (+X 一 1)? 十 宇 ， 则 ats 二 (xn)， 易 知 
当 % 之 1 时 CD) 是 庆 画 上 于 是 ， 由 1<x1<2, 得 !=f (2)<f (x,) = 
Xs< f(1)= = 学 ， 又 由 此 得 


-二 = (三 ) <f rn)=x < f(D) = 


、 _1-1li-8V2_._ /5s l2-8V2_1. 
所 以 Be < V2< 8 < 


即 |xs 一 W 三 < 三， 故 % 一 3 时 命 古 成 立 。 设 
lxe—V 2 |<2 *, 
则 |xtn—V 2 | 一 11 十 xz -六 起 -V3 = 1Cxe—V 2) (xs 二 
V2 -Olav 2 (2 2—2+ 霸 Dd var 


4、 令 A Hae, 一 52， 则 
左边 =24 十 281 pa 一 0iCs 一 0acI 委 24 十 25183 一 2wW CiCoCice » 
又 aiciQaca=(ATDD)(ATD)= A 4D O23+0 460) A 
之 A’ 十 到 b 2 2b .bs A= (A+b1bs)’, 
所 以 左边 <24+25.6s 一 2(4A+010s)=0, 
6。 令 X= 二 cos?p， 则 
左 = 旋 2Csc2p 十 MHz28ec2p 二 (1%1 十 11) 十 (Mictg'p 十 Mitg3pD) 
D 旋 ? 十 1 十 2714N 一 (7 十 加 ) 1。 
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10. 


, 令 a+b=c+6(6>0). 
， 令 X= 二 4 二 6， 二 4 一 6( 设 xX 之》)， 则 二 二 a>0， 


~ > 0, 


所 以 左 = [ero)"+ (a6)" |=a"+ eda" se +Chan-464+ ee 


之 4"= 右 ， 


8. 令 (X)=(8 十 CO)x 十 bc 十 1， 则 左 一 右 ==f (4),， 又 f (1)=(14b)(1 填 


0)>>0，f( 一 ])=(1 一 了 )(1 一 0)>>0. 因 f(x) 是 一 次 函数 ， 所 以 ， 对 
一 1<a<1, 有 f(a)>0. 


, 设 3=asecb 一 btg0=avV1i+tg”0 一 btg0， 则 


(a@2—b?)tg0— bYytgI ta — y= 0. 
因 tgbE hk， 故人 入 二 ( 一 69)? 一 4《a? 一 b?)(a? 一 y?)>>0， 解 得 


3> V 厂 一 刺 或 ?> -Va 
因 4 为 锐角 ， 只 能 有 ?> VG 二 硬 


当 关 个 比值 相等 时 ,显然 等 号 成 立 . 若 它们 不 全 相等 ,不 护 设 生 天 0 ， 


即 三 1 一 0s 关 0. 令 
1 

f (4)= (bx—a)— (box—as) (bax—an)’, 
曙 知 了 ( 各 ) <0， 所 以 判别 式 人 > 0， 此 即 要 证 的 不 等 式 ， 


习 题 15 


. (1) 不 妨 设 46>>0， 则 lga>>1g5， 从 而 


alga--blgb> algb +blga., 

(2) 设 x> 8>c>0， 则 lgc>Jlgp> lgc， 所 以 
alga+blgb tclgc> blga+clgb +algc, 
algatblgb+clgc> clga + algbt+blgc, 

再 把 两 式 相 加 . 

(3) 证 法 与 (2) 同 . 

1 


(4) 设 6>6> ce> 0 则 下 寺 5> -> -让 太 ， 以 下 伤 (2) 证 ， 
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> 1 12 12, 1 1 1 
“(5) 设 2 之 5 之 ce>0， 则 4 ?>b!>c > > 所 以 


bc 
他 12 bp pb! C13 13 C12 a!! b!! ce!! 
CC 0 > 十- 和- 0 0 + 
be ca -> C tp 
又 出 a1>b 11> C1 ， 1>3> 可 得 

ail 11 cl 

一 一 十 一 一 十 一 一 0C10 十 Bi0 十 D0 

C a 5 。 


22. 由 4.> Go。 即 得 ， 


。 由 二 项 式 定理 ， 得 
左 二 2 一 1 一 1 十 2 十 22 十 …… 十 2 
再 对 上 式 右边 和 式 应 用 As> Gu， 并 注意 此 时 不 等 号 应 成 立 。 


4 dd hr 
。 轩 ar a 1， 故 


n 给 o n 
> 4 > No 
1 


1 Uk Er lr 
两 边 除 以 d 得 第 一 个 不 等 式 . 第 二 个 不 等 式 ， 利 用 
d _Cx=1 


人 Ux 


可 类 似 证 明 ， 
大 在 <( 1 过) 。 再 


5 人 站 >C% rs 365 
记忆 (5 B65 一 [ 25 #05 — 0% ( ee) | 
-| (3) cs ( 茹 ) 本 -( 吉 5) 


| 13 9 :一 
和 1 一 B65 + Cis (高 ) < 


ol. x , i nf or 
, 左 SV < (1 二 1 二 … 十 切 人 
一 VC 一 1 
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-习题 16 


。 如 图 。 由 三 角形 角 平 分 线 的 人 性质 及 比例 性 质 ， 易 得 。 必 
AF _ 5b6 AE _ 5 
Fk 


AB at+b’ AC atc* 


所 以 -482- 一， AN E 
“AEC a a A 


月 | S RDF 一 Ca 

同型 48C  〈D 十 C)CDTC)“ 8 D 人 
ep (第 1 是) 
S 4B0 (c+o(ct+o) 

欲 证 不 等 式 等 价 于 

be ca ab 3 
(atb)Catc) + (b+c)b+a) + (c+ta)(c+B) 全 二 
Sabtbiatac+catbcrtc b> eabc, 
这 个 不 等 式 易 证 。 
。 如 图 由 于 三 角形 三 内 角 和 为 180%,， 而 4 


LADC>LADB, 以 LBAD>LCAD 
或 ZABD>> 人 ACD 至 少 有 一 个 成 立 . 
洪 人 LBAD> 人 人 CAD. 因 AB=AC, AD 
=AD, 放 BD>CD; 车 ZABD>ZLACT， /一 7 
因 Z4BC= 4CB, 故 CDBC<ADCB， 上 C 
从 而 BD>CD， (第 2 题 ) 

.如 图 “不妨 设 4B>CD (否则 对 换 
有 A,B 与 C,，D)， 原 不 等 式 等 价 于 ph 
AE+ED+AB-CD>BETCE., 
在 4B 上 取 点 4A!, 使 4'B=CD， 
AE+AB> A'E+A'B. 于 是 
左边 > A'E+ED+A’B-CD 


~A’ETED. 
讼 环 是 责 关 于 线段 4 万 中 点 的 对 称 点 , 旬 。 N\A 
A'ET+ED=A'E+A'F>BE+BF VY 


=BE+CE, (第 3 题 ) 


. 取 加 的 直径 PQ， 则 PAs+QAs>PQ=2(h=1，2，*…，#)， 从 而 
(PAi+PAs++PAn)+(QATQAt "+QA)> 27， 

由 此 易 知 了 ，Q@ 中 至 少 有 一 点 为 所 求 。 

。(1) 左 一 右 一 一 了 (Ca 二 加 一 pac’), 而 pq?+qb* 一 —pgc> poe’t pb 
~pq(ath)’=(pa—qd)’> 0. 

(2) 左 一 右 =(% 一 ycosC 一 zc0sB)’ 十 ysin’C+z*sin?B 
+2yzcos(B+C)—2yzcosBeosC> (ysinC —zsin B)’> 0. 
等 号 当 且 只 当 Y# 一 ycosC 十 zcCos 忆 ， ysinC 二 zsinB 时 成 立 ， 这 
个 条 件 还 可 以 改写 威 *=k sin 4， 二 ksinB，y 二 ksinC(k 为 党 
数 )。 

(3) 因 和 一 29 ， 放 第 一 个 不 等 式 《=a*+b*+ cr<9R*E>sin?A+ 
sin2B+sin*C< 卫 (本 讲 例 8)， 第 二 个 不 等 式 由 As< Qs 即 得 . 

了 BTC ..,B—C :B+ 

2 Tg Sin? 


< 


一 右 ， 


nA 


(5) 令 y=sinAsin 生 =2 sin’4 


cos4, 则 
"ee ‘sin 运 . oo 


了， 所 以 ?< 


应 用 Cs 和 4s， 得 y< 


EE 

$6. 和 -人 不 上下 办 上 的 

。 把 埃 德 斯 = 莫 德尔 不 等 式 中 的 己 点 取 为 了 。 

习 题 17 

, acta)t (ath)<artbtartet Vth Cte) 
二 《CcC' 十 5’)?。 故 @'<c' 十 5 

2. (1) 因 c> ~q|, 即 给 > 


20x12 
8 


2 人 _ Lb hoha 
验 - 输 |' mp<- 所 条 


2 30. 
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(2) A 


{3 


~ 


(4) 


(5 
(8 


) 


~ 


1 1 1 1 1 一 
tpitor>ABtBC tCA™T ABC* 


xABC<( AtB+C ) = 于 
令 O 为 外 接 贺 国 心 ，A1, 万 1,C1 分 别 为 BC,C 4, 4 的 中 点 ,Ma 一 
A A0+0A=R +O41， 同 理 ,ms<R+OB1, mo<R+ 


。 于 是 
1! , 1\, O04A!, 03， OC 
el; tt ) tt 
2A 


2 人 ss 2 人 2 人 会， = | 


又 由 2 人 人 =a OA1+b: op OC,= 从 ， 04+ 


08 .0Cb 有 -4 二 -OBL+-CE 1， 


入 和 二 人. 一 52 vicptD- &). 由 -VBC<1, 有 fa 声 


MVP(P 一 4). 于 是 

fattstte.<vVp (1. Vp-atl: Vp— —b+1l:vVp—c) 

SVPV 3 VP-a (pb) (pce) =V 3 力 . 

用 变量 代 换 法 . 

不 妨 设 4a<b<c， 则 <B<C， 从 而 

S=aA+bB-tcC> Sr1=aB+bC -teAd, 

S>Ss=aCt+bAtcB. 

所 以 3S>St+S1tSs=(@t+b+tc) (A+B+C)=a(etb+ c). 

此 即 第 一 个 不 等 式 ， 注 意 cos A> cosB> cosC， 仿 上 用 排序 不 等 

式 可 证 第 二 个 不 等 式 . 

第 一 个 不 等 式 还 可 证 明 如 下 ， 易 知 

(a—b)(A—B)>0,0—c)(B—C)>0,(c—a)(C— A}>0. 

三 式 相 如 展开 即 得 ， 第 二 个 不 等 式 可 类 似 地 证 明 (注意 (a 一 9} 

(cosA~cosB)<o0). > 


(7) 设 和 4 是 人 4BC 最 大 负 ， 若 人 4BC 是 锐角 三 角形 。 网 60' 志 A 志 
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. 因 h hl he<te<l, 帮 A=ho AB= he. fe 


< 六 


党 人 ABC 非 锐角 三 角形 ， 则 AC<te<1，AB<ty<1， 认 以 人 A 专 


1 4B. 1 1 
7 AB AC<= < 林 


《8)，(9) 用 变量 代 换 法 ， 


所 易 证 ， 哼 : 


2S=0A+0OB+tOC’+O0D>0A.0B+0B.OC+0OC.0D 
+0D.0A>2[tSs0s4pt+Sa0Bc+Ss00D+S.0n41=25. 
。 设 S,S:,S。，…S, 分 别 为 正方 形 及 分 割 所 得 各 移 形 的 面积 ， 了 ,7 72， 


…,T 是正 方形 及 各 秆 形 的 外 接 赔 面 积 。 先 证 明 ; Sz< 二 Ta, 事实 上 ， 
设 矩 水 边 长 为 0,8, 则 Ss 一 06,Tx 一 zi， 这 里 嫩 一 全 十 包 ， 从 而 Sx 一 


ab< ote 一 (Cr 一 和 Te， 所 以 


27- S= -SS . +S， < 二 二 (Ti 十 Ta 十 … 十 7 )， 


。 如 图 ， 以 P@ 为 剑 边 ， 在 APG@R 和 例 作 RiAPQT， 使 两 直角 边 分 别 
平行 于 矩形 的 两 邻 边 ， 


(1) 车 RT 与 PQ 相交 (如 图 ), 记 PT= 了 C 
ce，TQ=5,， 则 
Spor=S. rpp 十 Sarez 一 9-per 
<eC 十 60 一 6 一 0 一 (C 一 6)(0 一 <) SC 
<ab—(a—ia)(b—1b) 
=ab(At+u— Air). A B a 

(2) 车 PT 与 PQ 相交 (下 了 略 ). 《第 5 题 ) 

习题 18 
。 配 方 得 


fx, YH)=(2x+ 9—1)+3(y—2):+5, 
1 


当 X 一 一 7， 3 一 2 时 fmin= 5, 
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2。3 十 X 一 2x: 一 一 [二 一 上 上 和 + 分 两 种 情况 ， 


(1) ea-2>1, a> < 1— sy, = 


loga? -a~1 由 1 Snin 不 在 在 。 


(2) 当 0< ea 一 4 一 1<1， 即 -13<e< 一 1 或 2<a< LtVisn, 


Jimin 一 logo5- os 人 ， yomaz 不 存在 。 


3 将 y=# 一 x 代入 已 知 方程 ,利用 判别 式 解 入 4 之 3V 3 . 当 4 二 = 


时 ，tmax 二 3V . 
4. 将 原 式 变 为 sin?20 二 4(1 一 9)sin 29 十 4 二 0， 解 得 sin 20= 2(? 一 1! 士 : 
VP 一 2y)， 由 0<sin20<1， 考 虚 不 等 式 组 
2y> 0， 
0<2 (yltV -2 一 22 )<1. 
可 求 得 yo 一 ?2 二， 


中 


5。 把 3 改写 成 ?一 2 一 pe ir 由 一 -1l<sin x&1, 求 得 加 sx 一 1， 
ynio 一 一 工 . 


6。 设 4=*sip0，?y=*sing。 则 1 过 <4. 
~ 1 
ul? (1+ 二 sin2g ) 。 


由 一 1<sin29<1, 得 <u<6， 从 而 tts 一 十 ( 当 #2, y= 


一 > 和 时) 3? max 一 6( 当 X 一 2， 2) 一 2 时 ). 


7.。 题 设 条 件 是 ，z 一 ri(cosbg 十 isinb)，z 2 一 和 (cos0 一 ing)，S 一 本 ~ 
Yiyssin20。 
设 和 OZ12s 的 重心 是 z， 则 3z=z1 十 22， 所 以 
9 lz |= jz 十 ze =71+ ya?+ 27 ro(CO0s0 — sin?g) 
=(F1~72)’ -+4772C08°9 


=(f1—r2)+4sctgh, 


从 而 当 NE 时 ，|z lin 一 了 VSctg5 。 


‘sin26 


习题 19 


。 由 45>>Cs， 得 


5x 十 6 5 6 一 六 
?一 V57 十 6 十 V5X 二 6 十 W6 十 6 十 VB 十 6 +t 


等 号 当 且 仅 当 MV 5% 十 6 一 -一 一 有 时 成 立 ， 即 二 一 1 时 ，Jimtn 一 


(5x Fy 
2. 3 一 (sina2bg)(sin2g)(2cos2b) 


< 虐 了 (SATsinil 十 28082 ) 一 _1 } (和 )*= 专 , 
等 号 当 且 仅 当 sin” 二 2 cos2g 时 成 立 ， 即 6=arctgV 2 时 ， 
yo =-2 3. 
3 (1) a 一 (XI 十 9 十 23)= 二 2(X9 十 yz 十 2%)， 又 
X21 二) 二 22 之 XY 十 92 十 2X。 


两 式 相 加 得 ty 十 yz 十 zx <- 人 -等 号 当 且 仅 当 # 一 一 时 成 立 。 


即 x=yz 一 全 时 ，(X3 十 2 十 z7) mar = 


和 了 2 名 + 史 + 参 
人 mm 3 , < 


<(—— my Ty), 
+n+p 


myngp CMmMY" 
即 Xm yg mm pr ( 二) 


4 .局 . 四 3 TI po = IC = 
等 号 当 且 仅 当 务 = 襄 一 久 时 成 立 ， 即 一， 


He fa 时 
mintp’ < M+ 时 ， 
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4. 


1. 


m+n+p 
(XY 27) na = mn"p? ( FD) 。 
设 BP=x，CQ@=y, AR=z. 问题 可 归结 为 在 条 件 x 十 ?十 2 一 4 下, 求 : 
S pon= 3 (zy 十 yz 二 zz) 


的 最 大 值 ( 见 第 3 题 (1)). 


。 先 证 明 ， 三 角形 的 一 边 长 为 4 及 周 长 4 十 5 十 c 都 是 定 值 ， 则 以 等 腰 三 角 , 


形 的 面积 为 最 大 . . 
事实 上 , :S=Vp(p-a). Vp~b)(p—o) 


< VB 可 . PD)+(pe) a Ben. 


储 导 当 且 仅 当 5=C 时 成 立 ， 
再 固定 A 人 ABC， 让 DD 点 变动 ， 使 4D 十 DC 为 定 信 ， 由 上 述 命题 知 ， 
对 面积 最 大 的 四 边 形 ， 必 有 AD=DC， 念 此 ,推断 出 4BCD 是 菱形 ， 
最 后 证 明 A4BCDD 是 正方 形 . 


. 令 x 一 rcosg，? 一 ”sin 96， 可 求 得 最 大 值 为 也 ， 


令 4 一 sinCc，? 一 C08B8， 可 求 得 最 大 值 为 1. 


.8= 关 一 -三世 是 原点 到 加 上 点 的 斜率 ， 有 ns 一 3 十 W 末 。 


设 每 天 生产 甲 、 乙 产品 的 件数 是 4，?. 由 于 设备 4 的 转动 时 数 每 天 . 
最 多 12 小 时 ， 故 24 十 2? 和 12。 这 样 ， 问 题 归 结 为 在 约束 条 件 组 


27 十 23 委 12，YX 十 27 和 8，4X 生 16， 
4y<12, YX, yO0, 


下 ， 求 2* 十 3《 百 元 ) 的 最 大 值 。 答 案 为 (2x 十 37)moxr==14( 青 元 ) ， 
在 点 (4，2) 达 到 。 即 每 天 生产 4 件 甲 产品 ， 生 产 2 件 乙 产品 ， 

习 题 20 
设 和 4 中 含有 5 个 点 4，4a，4s,44 44， 考 央 这 5 个 点 的 凸 包 ， 
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(1) 如 果 西 包 为 五 边 形 414sAs444s, 考 嵌入 A1AoAs,， 八 Aids A 

和 人 A1444s， 如果 其 中 有 一 个 不 含 集合 A 

B 中 的 点 , 则 这 个 三 角形 即 为 所 求 . 如 果 

它们 分 别 含 有 B 中 的 点 妃 :，Ba， 有 Ba, 则 人 

入 B1B。Bs 即 为 所 求 (如 图 )。 a, 

(2) 如 果 凸 包 为 四边形， 设 4s 在 四 边 

形 41AsA4As 的 内 部 ， 考 虑 人 AsA14s， 4, 4 

人 AsAsdi,， 人 人 A444;, 信 A434;41, 如 (第 1( 蕊 题 ) 

果 其 中 一 个 三 角形 不 含 集合 召 中 的 点 ， 蹲 

这 个 三 角形 即 为 所 求 .如 果 它 们 分 别 含 有 集 

合 B 中 的 点 Bi, Bs, Bs, Bi,， 那么 人 BBsBs 

和 人 入 B1B;Bs 中 必 有 一 个 不 含 4, 这 个 三 角 

形 即 为 所 求 (如 图 )。 

(3) 凸 包 为 三 角形 , 设 44, 4s 在 ^44s4。 

. 的 内 部 ， 考 虑 5 个 三 角形 人 人 4444 
(第 1(2) 题 ) 人 Aidid;, 人 人 AiAsAs, 人 人 AsAsAs, 人 AsdAidA,. 

如 果 其 中 一 个 三 角形 不 含 集合 妃 中 的 

点 ， 这 个 三 角形 即 为 所 求 。 如 果 每 个 

三 角形 中 各 有 一 点 属于 B， 那么 必 有 

三 点 在 直线 444 ;的 同一 侧 ， 这 三 点 构 

成 的 三 角形 即 为 所 求 ( 如 图 )， 

如 果 4 中 的 点 数 超过 5， 我 们 先 取 两 4L4 

点 4:，4s， 作 射线 414s， 任 取 一 点 

AiE A， 作 角 AsA1A;， 人 4;4A1 和 的 (第 1(3) 题 ) 


大 小 是 以 及 1 有 A 为 正 向 的 逆 时 针 的 旋转 角 而 定 ( 取 360" 之 内 的 ) 。 设 
LAsAiAi=0, 0 0 则 取 和 A441，As，A。，，As，As 即 可 ， 
些 时 它们 的 凸 包 不 含 4 中 的 其 他 点 . 

2。 设 六 点 集 为 Z = {Ai, A,, As, As, A;, Ac}, 如 果 发 全 下 面 两 种 情 
况 ， 
Q@ QU 中 有 三 点 在 一 直线 上 。 例 如 4 ，4a， 有 4: 在 同一 直线 上 ， A 在 线 
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段 A414s 上 ， 并 量 414s<AsoAs， 则 有 1> 各 全 >s>V3. 


@@ 2 中 有 三 点 构成 三 角形 的 三 个 顶点 ， 而 这 三 角形 的 一 个 内 角 不 小 于 
120" .例如 ,在 入 A14:4s 中 ，ZA1hsAs> 120"， 并 且 As4As>>Al4ds， 
则 有 . 
ArAs’:=A1A2’+ AsAs’--2A1ds° As AscosL Ai As As 
人 > .41 42? 十 4o492? 十 A1ds: As As> 341422. 


= 4 AiAs 和 
于 是 得 到 4e> 人 My>Y 3 。 


现在 证 明 集合 ZE 一 定 具 有 @， 加 两 性 质 之 一 。 设 必 不 具备 人 性质 DO， 则 
必 有 具备 性 质 四， 

对 2 的 凸 包 进 行 讨论 。 

《1) 凸 包 是 A4i4s4， 则 人 4444，4s444s, 了 43444 中 至 少 
有 一 个 不 小 于 120" ， 所 以 ， A4i444。,A 人 44448，A 人 4 444; 中 至 少 
有 一 个 具备 性 质 四 ， 即 2 具备 性 质 四 ， 

(2) 凸 包 是 四 边 形 44s4s44， 则 4s 必 在 A4i4s4s 和 和 A44 4 之 
一 中 ， 由 (1) 讨 论 可 知 2Z 具备 人 性质 @@， 

(3) 凸 包 是 五 边 形 414。hAs44As;s，As 必 在 三 个 三 角形 414s4;， 
4i43:44，4444s 之 一 的 内 部 ， 由 (1 讨论 可 知 Z 具 备 性 质 四 ， 

(4) 凸 包 为 六 边 形 44s4s444s4e， 由 于 6 个 内 角 之 和 为 720" ， 则 必 
有 一 个 内 钥 120"， 因 此 ，Z 具备 性 质 @， 

总 之 ， 集 合 Q 必 具备 四 ，@@ 两 性 质 之 一 ， 所 以 结论 总 能 成 立 。 

。 设 这 四 个 加 为 OO，@O0，@O0:，@04:. 设 41 为 @0s, @0,, BO 
的 公共 点 ， 4 为 OO，@O0，@OO4: 的 公共 点 ，As 为 @O，@O，， 
@@O4 的 公共 点 ，44 为 OO，@O:，@Os 的 公共 点 。 
如果 这 4 个 点 不 同 ， 考 虑 其 凸 包 … 


习 题 21 


， 本 是 实际 上 是 计算 感 ， 以 4 为 坐标 原点 ，4 刀 所 在 的 直线 为 x 轴 ， 假 
设 三 角形 边 长 为 2， 建 立 直 角 坐 标 系 不 难 求 出 B(2,0), C(1,V3)， 
内 散 同 方程 是 


-410 


人 


maul 


Vs:_1 
G+ (9 ) 一 寺 0 
设 P(xo, 各) 是 内 切 癌 上 任意 一 点 ， 划 
[PAP+ IPBP+IPCP= (sx0+%:—2x0—-2 3 ) +8. 


由 于 尸 的 坐标 适合 (1) 式 ， 因 此 二 面 右 端的 值 是 5， 这 和 和 尸 点 无 关 . 


。 很 明显 ， 两 平行 线 之 间距 离 是 二 1, 设 所 求 直 线 与 直线 4x 十 3 少 


V4 二 
十 1 一 0 及 4X 十 39 十 6 二 0 的 交点 分 别 是 4，BB。 过 所作 另 一 直线 的 释 
线 ，C 是 牌 足 ， 则 显然 ADB0 45° 。 如果 是 所 求 直线 的 侧 率 ， 则 有 


从 而 k= 一 二 或 者 7， 所 求 直线 方程 为 4 十 77 一 15 一 0 或 者 7% 一 ?一 5 


一 0。 

如 果 和 4 在 抛物 线 上 , 则 4 就 是 所 求 的 点 .对 于 抛物 线 上 异 于 A 的 点 B， 
总 有 14 号 | 二 1B5 >14 民 | 

如 果 4 在 抛物 线 外 部 ， 同 样 的 道理 可 知 AF 和 拖 物 线 的 交点 是 所 求 的 . 
点 。 _ 

如 果 4 在 抛物 线 内 部 ， 作 出 执 物 线 的 准 线 ，B 到 下 的 距离 等 于 B 到 淮 


- 线 的 距离 ， 这 样 易 见 4 向 准 线 所 作 重 线 与 抛物 线 的 交点 为 所 求 , 


。 以 长 轴 为 直径 的 加 的 半径 为 &， 圆 心 在 原点 O， 设 以 PFs 为 直径 的 图 


心 为 @， 连 结 OQ， 则 OQ@ 是 三 角形 FFsP 中 的 中 位 线 , 于 是 1081= 
二 |PFi|， 又 两 区 半径 之 差 是 a 一 良 |PFsl. 

但 P 是 椭 四 上 一 点 ， 按 定义 有 |PFi|+ |PFs|=26, 即 a 一 -| PTs | 
= IPFl, 


从 而 两 圆 圆心 距 等 于 半径 之 差 ， 故 相 切 ， 
4i1 


习 题 22 


1。 不 难看 出 [1，Is，1s 是 两 两 相交 的 ， 要 证 明 相 交 于 一 点 ， 可 设法 把 其 中 


一 个 方程 守成 男 两 个 方程 的 线性 组 合 ， 观 察 可 得 到 ，1 方程 的 3 倍加 
上 1 方程 的 (一 1) 舍 ， 即 是 fs 的 方程 . 
， 建 立 直 角 坐 标 系 ， 取 C; 为 原点 ，AB 所 在 的 直线 为 * 轴 . 设 4(c,0)， 
B(8,0), C(0,0). 4C 有 4 中秋 线 的 方程 分 别 是 


Cc? 一 at+b 
ax—cy+ 一 -= 0, XxX X= 
、 atb_ ste oo ab+tc? 
四 此 外 心 的 华 标 是 O(- 和 4 5 和 ) 40 的 儿 率 是 2095.(D 
又 不 难 求 出 AC 的 方 各 是 cx 二 ay ac=0, (2) 
BBi 的 方程 是 ax 一 cy 一 4b 二 0， (3) 


(2)Xxb--(3)Xx( 一 c)， 得 (bc 一 ac)x 十 (ab 中 c2)y==0， 

此 即 BC; 购 方 程 ，BiC, 的 斜率 恰 和 (1) 互 为 负 个 数 (注意 6B 十 Cs 
0), 

。. 设 记 求 方程 是 

X32 十 2 一 45 -3 十 CCX2 十 3 一 47 一 3) 一 0， 


其 国 心 华 标 为 (二 和) .代入 方程 + 一 一 4 和 =0， 解 得 xc 一 一 3 


故 上 所 求 圆 的 方程 是 x? 十 》? 一 6X 十 23 一 3 二 0. 

.(1) 建立 直角 坐标 系 ， 以 直线 4B 为 + 轴 ，A44 为 坐标 原点 , 设 B(a,0)， 
M(t,0),0<t<a, 这 样 ,正方 形 4MCD 及 MBEF 的 外 接 器 方程 
分 别 为 #2 十 9 一 的 一 fy 二 0 和 #2 十 9 一 (a 十 人 x 一 (a 一 yat=0， 


相 减 得 村 的 方程 x 十 (a 一 ?1)y 一 at=0， (4) 
A 下 的 方程 为 (a 一 上 x 一 y==0， (5) 
BC 的 方程 为 {x 十 (a 一 1)y 一 at=0.， (6) 


(5) 和 (6) 相 加 即 是 (4)， 从 而 4 厂 及 BC 两 直线 过 入 点 ， 
《对 把 (4) 改 写成 
(~—2y—a)t+(ax+ay)=0, 
令 一 2 一 0 一 外 
ax+ay=0, 


A12 


hi 1 dd de 


解 得 5 一 十 乡 ， y= 这 就 是 MN 所 通过 的 定点 ， 它 和 于 
的 位 置 即 和 无关， 
习 题 23 


1. 无 妨 设 r=1， 并 取 此 圆 为 单位 圆 ， 顶点 4 4， 9 A 无 妨 设 由 


2 次 单位 根来 代表 ， 即 方程 2* 二 1 的 全 部 根 ( 设 为 z1,22,，…。zn)。 办 
此 P 可 用 一 个 大 于 1 的 实数 a 来 表示 。 因 此 
PA1:PAy:.….:PA,=|a—z||a—z | |a—z, | 
=|(a—21) (020) (a—2n)| 
一 |(z 一 21)(z 一 22)…(z 一 za)s-a| 
=|(2*—1):-a|=|a*—1|=a*—1=OP*—1. 
. 设 已 用 复数 z 来 表示 ，A1,As,…, A 仍 用 z1,24,…,zn 表示 。 这 时 
PAxr?=|z—2x]?=(2—24)(2— Zr) 
=1 二 1 一 22k 一 ZZ2k，, 
因此 
PAw=2n 一 区 Zz 一 2 
但 由 于 . 
2 一 1 一 《2z 一 2)0z 一 22)…(z 一 za)， 
左边 的 z”…: 的 系数 为 0， 故 可 知 
B=0, 从 而 忆 到 = 六 2 一 0， 
因此 该 值 为 24， 与 z 无 关 ， 
。 用 复数 zx 代表 点 Pr(R=1, ,7), z 代表 点 A. 于 是 
BAPe=Blzsl 一 2 二 十 加 本 | 2 A++ | 
和 1 无 = 从 2 
上 式 中 头 两 项 与 z 无 关 ， 可见 当 
2=(21+ "2n)/n 
时 ， 和 式 取 得 最 小 值 . 
:由 中 点 公式 知 24 一 Po 十 已 ， 故 已 :一 24 一 Po， 同 理 Ps=2B 一 P= 
2 号 一 24+Po，Pes=2C 一 Pos=2(C 一 下-H4) 一 Po 同 理 Pe=2(C— 
B+4) 一 Ps， 由 此 可 知 Pe=P。， 


» 
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。 由 (了 B- .427 一 4 一 4 得 (1 一 们 4 一 4 一 有 Bi， 同 理 (1 一 让 B’= 

Ci. (1—i)C’=C—Di, (1-i)D’=D-Ai.. 故 
2A’(1—i)=(1—D)(A’+B’)=A+B~-i(B+C), 
2B’(1—i)=B--C—i(C+D), 
2C"(1—i)=C+D-i(D+A). 

由 此 立 得 (C”* 一 Bi=A’ 一 


习 题 24 
， A4BC 为 正三 角形 的 充 要 条 件 是 A4BCc>A 人 ABC4. 因此 
-2 一 2 一 -2 一 2 
23 一 2 QZ1 一 Ca ” 


。 在 复 平面 上 ， 点 4, B,C 分别 表示 复数 zty zsyza， 人 4BC 为 正 疝 正三 
角形 ， 必 须 且 只 须 人 和 八 A4BCc2o 人 OIU， 这 里 点 OQ，I，U 分 别 表示 90， 
1 和 复数 =e'” 3. 因 此 

1 1 1 


21 5 29 | 

即 za 一 Wz 十 Zi(# 一 1) 二 0。 注意 w 一 1 二 W?， 立 得 结果 ， 

. 由 于 共 圆 的 四 边 形 对 角 互 补 ， 再 注意 到 转角 的 方向 ， 使 得 欲 证 明 的 等 
式 ， 

。 由 前 题 的 结果 可 知 ， 若 以 9 来 记 复 数 (d 一 a)/(b 一 a) 的 辐 角 ， 那 么 
(5— oA c) 的 辐 角 便 是 x 一 9， 天 此 有 


=| Q lot0, 
5 一 L | 
锭 -| 和- 
将 以 上 二 式 相 霖 ， 得 
Ildallb~c| __/d-a 1 Dec. 
3 一 cc| 65 一 C ) (7 ). 


因此 AD. A CD=|d~—ailb~cl+lb—alld—c! 


=[:- (4 da ) (和 ) |] 3-ela-el 
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-a 
用 9 来 记 复 数 (c 一 0)/(5 一 0 的 辐 角 ， 由 图 24-5 可 见 ，《b 一 d)/(c 一 
4) 的 畏 角 为 (一 o)， 这 表明 (c 一 a)(5 一 d)/[(5 一 a)(c 一 4d) 为 一 正 实 
数 ， 央 此 景 后 一 式 即 为 
+68 4 dalld-el=le-ells-d|=AC:BD. 
， 复 平面 上 点 4,B,C,D 分 别 表示 复数 a,8,Cc,d， 由 复数 等 式 
Ga(d-O+(d 一 oOCc-D=(Cc-oOGd-DD 
双方 取 模 后 ， 
ic~alld~bl=!(c—a)(d-D)!=i(G -ade)+(d—e) 
(ec—DI<IG-o doOl+l(d-a)(e-b) elb elld-e! 
+id—allc—b|. 
上 述 式 子 中 的 等 号 当 且 只 当 
(5 一 47(4d 一 C) 一 实数 


(d—a)tb—e) 
讨 成 立 ， 即 和 4,BB,C,D 四 点 共立 时 成 立 . 
由 此 可 知 托 勤 密 定理 的 道 定理 是 成 立 的 。 


习 题 25 


。 假 设 它们 互相 平分 ， 记 它们 的 交点 为 万， 加 心 为 O， 连 OE， 则 应 有 
OELAB 和 OELCD， 这 是 不 可 能 的 。 

。 慨 设 PQRS 不 是 平行 四 边 形 ， 则 它 的 对 角 线 不 互相 平分 ， 不 护 设 有 
OP<OR 及 OQSOS. 在 OR，OS 上 分 别 鹤 取 OR’=0OP, OS’= 
OQ， 则 民 'S’ 与 OC 的 交点 C' 落 在 和 ORS 内 部 ， 故 OC'<OC; 
四 证 明 OC’=04. 但 因 0O4=OC， 导 致 矛 盾 。 


。 假设 -9*->1， 锯 二 1,…, 罗 ， 则 有 a 之 Di， 因而 ex?>Dx2，R 一 1，2， 
k 
.于 是 开 4w!> 革 Br， 导致 耶 盾 ， 
w=1 el 
机 假设 Qax 宇 1!， k=1,,8, 则 有 ex 一 1 十 5 br> 0， 有 一 1 8. 于 是 
. ， 
知 袜 br =12, 从 而 
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Qae=(14+b) (1+be)>1+ hitbe =13>4, 
此 为 矛盾 ， 
。 假 设 命题 不 成 立 ， 不 妨 设 41>>as， 于 是 利用 所 给 的 等 式 肥 底 与 指数 的 
关系 可 得 ，bas< is， 再 得 gas> li 再 得 Qs 之 Qs，,…，, 再 得 Cle< liyy Cr 之 
及 Ql 之 43a， 导致 予 盾 ， 
， 假设 能 够 写 出 这 样 50 个 实数 41, 4s,…，4aso， 于 是 就 有 Qi 十 as 十 … 十 
al 一 0， 而 Qi 十 G9 十 … 十 G80 过 0， 这 样 即 知 cei 十 … 十 Co>>0。 间 理 可 
以 推出 485 十 … 十 G989，4ag 十 … 十 Qs2 之 0， 等 等 ， 这 样 ， 就 可 得 到 
iai 十 pass 十 … 十 bso>>0， 但 这 是 与 已 知 条 件 相 矛盾 的 。 故 知 不 可 能 写 出 
这 样 的 50 个 实数 . 
。 假设 可 作 13 条 直线 将 这 64 个 点 全 都 彼此 隔 开 ， 那么 位 于 方 格 表 边 比 
上 的 28 个 小 方 格 的 中 心 点 更 应 被 彼此 隔 开 了 .然而 ， 这 28 个 点 分 布 
在 一 个 正方 形 的 周 界 上 ，13 条 直线 与 此 正方 形 的 周 界 仅 能 至 多 交 得 26 
个 交点 ， 可 见 它们 并 不 能 将 这 28 个 点 全 都 彼此 隔 开 ， 由 此 导致 巴 盾 . 
。 假 设 命题 不 成 立 ， 于 是 5 个 点 中 的 任 章 两 点 的 连 线 都 不 可 能 同时 为 两 
个 不 同 的 正三 角形 的 边 ， 再 循 此 推理 ， 即 可 得 出 矛盾 . 
， 假 设 对 某 个 7。 找 不 出 这 样 的 异 色 点 ， 则 每 两 个 距离 为 yo 的 点 都 应 辐 
色 ， 循 此 即 可 证 得 平面 上 的 点 全 都 同色 ， 而 与 平面 上 既 有 红 点 又 有 蓝 
点 的 假设 矛盾 ， 

习 题 26 

。 设 2 为 奇数 ， 反 推 问 去 ， 可 知 每 一 数组 中 都 应 有 麻 数 个 奇数 ， 但 事实 
上 ， 在 Ci layQin 中 却 有 偶数 个 奇数 ， 得 出 矛盾 ， 
。 假设 能 够 分 制 ， 再 考虑 这 些 非 凸 四 边 形 的 内 角 之 和 ， 即 可 得 出 矛盾 
， 如 果 多 面体 的 顶点 不 少 于 9 个 ， 则 可 通过 对 各 坐标 的 奇偶 性 作 分 析 ， 
并 利用 抽 导 原则， 即 可 证 得 有 两 个 顶点 的 连 线 中 点 也 是 整 点 ， 从 而 导 


记 1974" 的 位 数 为 上， 则 因 1974>>1000， 知 8>3H， 假设 19974* 十 2z 
的 位 数 大 于 记 ， 则 有 1974" 十 2* 之 10*, 因 而 1974"<10*1974" 十 2"， 
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亦 即 987" 一 2k-2。，55<9872 十 1， 此 即 表 明 2x~" .5 一 987? 十 1。 由 于 
一 4 人 24， 故 当 HH 之 2 时 ，2*~* 可 被 8 整除 ， 但 987?" 十 1 却 不 是 8 的 
音 数 ， 导致 矛盾 。% 三 1 的 情形 显然 

。 假 设 在 经 过 13 边 形 的 边 的 任何 一 条 直线 上 都 至 少 含有 它 的 两 条 边 ， 
那么 这 种 直线 的 数目 当然 不 超过 6 条 。 从 而 每 一 条 这 样 的 直线 都 至 多 
.与 其 余 直 线 交 得 5 个 交点 ， 于 是 在 每 条 这 样 的 直线 上 都 至 多 包含 13 边 
形 的 5 个 顶点 ， 也 就 是 说 每 条 这 样 的 直线 都 至 多 经 过 了 13 边 形 的 两 条 
边 ， 如 此 一 来 ， 一 共 只 有 12 条 边 ， 从 而 导致 矛盾 .请 自行 构造 出 %w 
13 边 形 的 例子 ， 

.假设 数列 中 至 多 有 一 个 合 数 4g， 则 自 它 之 后 的 各 项 均 为 质数 。 这 样 一 
来 ， 在 末尾 只 能 添加 什么 样 的 一 位 数 呢 ?显然 不 能 添加 偶数 和 5， 并 且 
添加 1 或 7 都 不 能 多 于 1 次， 否则 就 有 可 能 成 为 3 的 倍数 ， 这 就 表明 
往 后 只 能 不 断 地 添加 3。 但 是 一 旦 在 质数 p 之 后 深 加 户 个 3 之后， 该 
数 便 成 为 Pp 的 倍数 ， 因 而 又 导致 予 盾 . 

。 假 设 这 个 十 位 数 的 各 位 数码 都 互 不 相同 ， 则 它 的 各 位 数字 之 和 必 为 0 十 
1 十 2 十 … 士 9=45， 因此 可 被 9 整除 ， 但 是 不 难看 出 ， 上 述 过 程 中 所 
得 到 的 每 一 个 数 都 不 可 被 9 整除 ， 是 为 矛盾 . 


习 题 27 

。w5 一 5， 假设 asx 是 5 的 倍数 ， 而 asrs1 被 5 除 的 余数 为 r 宇 8， 则 由 
递 推 公式 知 ，Csrysy CstysyC6kyiyC5kxD 被 5 除 的 余数 分 别 为 yy，27， 
37 和 57r， 亦 即 gscx +1) 是 5 的 倍数 ， 

。 对 分 母 % 进行 归纳 ， 容易 验证 #X=3 时 命题 成立， 假设 二 时 命题 
成 立 ， 再 看 # 一 十 1 的 情形 。 设 和 < 全 在 4# 二 时 为 相 邻 排列 ， 在 
8 二 十 1 村 人 奶 扯 分， 则 不 证 自明 ; 车 在 = 有 十 1 时 不 相 邻 ， 此 时 存在 


唯一 的 分 数 多 使 < 所 < 后 我 们 记 
A=hq~ap, B=cp—gd. 

则 4，B 贮 为 正 整 数 ， 但 车 max(4,B)>1, 则 有 
bi+d<b.Btd.A=p(bc—ad)=p. 


CC a a 十 C 一 = 
于 是 -8 半生 天， 但 最 然 有 多 < 半生 < 对 ， 这 与 多 < 生 在 #4 时 为 


相 邻 的 两 项 的 事实 矛盾 . 
可 见 应 有 A=1，B=1. 


。 人 参考 第 4 题 . 
看 。 当 7 一 1， 由 Qs(Q1 一 1)? 之 0 芭 得 41 十 415 之 2415， 假 设 #= 避 时 不 等 


式 成 立 ， 再 考虑 UV 一 Ri 的 情形 . 设 td 之 Qs 之 …< 之 Qx+1 为 任意 上 有 +1 个 
不 同 的 自然 数 ， 由 归纳 假设 可 知 
(@r -aa eta) F(a Tt) 2 + 
十 Cz8)3， 双 注意 到 
200 1 十 4C9 an Ar) 
Hat de (1 tT at a (G1)) 
一 20x8 十 4Cs3l Orn—1)a 0 As. | 
将 上 述 二 不 等 式 相 加 ， 即 知 当 % 二 十 1 时 ， 所 证 之 不 等 式 也 成 立 。 又 
当 Ci 一 1,0o 一 2 Cn 一 7 时 等 号 可 成 立 。 


。 在 由 2 一 下 向 4 一 8 二 1 过 注 时 。 需 首先 证 明 ， 存在 3 个 相 邻 顶 点 分 别 


涂 有 3 种 不 同 颜色 ， 可 用 反 证 法 证 之 。 然 后 再 将 4 二 -+1 的 情形 分 为 
4 种 情况 分 别 进行 考虑 。 


。 在 由 2% 二 上 向 w= 十 1 过 流 时 ， 需 分 两 种 情形 讨论 ， 


习 题 28 


.采用 % < 及 的 归纳 形式 . 


2。 采用 zr<% 的 归纳 形式 ， 


4. 


。 先 证 % "十 Xa” 为 正 整 数 。 为 此 ， 先 验证 2=1 和 2 的 情形 ， 再 设 妈 一 


天 和 大 一 1 时 5" 十 %a" 帮 是正 整 数 ， 再 证 zz+1 十 zat+i 也 是 正 整数 而 
为 了 证 骨 Yi 十 Ya 不 是 p 的 倍数 ， 希 利用 "加 大 时 度 ， 增多 起 点 ”的 
技巧 .为 此 ， 应 先 推出 

XI TX DL (NL Kos!) TF (XE ot!) — (rk 
Xar*)， 要 以 路 庶 3 前 进 . 
当 ? = 一 1 时， 可 令 % 一 ?一 ]， z= 当 %== 2 时 ， 订 邻 X= 二 3。， 乡 二 4， 
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一 5. 然后 再 以 跨度 2 前 进 . 

5. 由 0<f(1)<f(2)=2， 知 (1)==1. 再 以 归纳 法 证 明 ， 对 一 切 非 负 整 
数 M 都 有 7 也 (27 二 1) 一 2 十 1。 将 此 结论 与 /的 严格 温 增 性 结合 ， 即 
可 知 有 三 (4) =2， 一 切 2E 

6. 车 m 是 “好 "的 ， 即 存在 表达 式 

M=01F Ao" +ay, 
1 


1 1 J... _ 
而 ar ta + 1。 


1 1 1 1 
30 
i 1 1 1 1 
20. 2ag 2a4, 3 6 * 
这 就 是 说 ， 只 要 W 是 “好 "的 ， 那 么 
2M 十 2 一 2(Ci 十 Ca 十 … 十 Cr) 十 2 
及 2 所 十 9 一 20C 十 ba 十 … 十 Cr) 二 3- 十 6 
也 都 是 好 的 .利用 这 个 事实 ， 再 假设 当 33<n < 时 ，44z 都 是 "好 "的 ， 
便 可 推 知 一 切 33<4<<26 中 的 7 也 都 是 “好 "的. 针 此 不 难得 知 命题 之 
结论 . 
7。 先 验证 #= 0 时 断言 成 立 ， 再 假设 #< 有 时 断言 成 立 ， 并 构造 一 个 鱼 助 
多 项 式 
Q(z)= 二 (十 0 一 PC ， 


戏 其 使 用 归纳 假设 ， 如 存在 0<7<&+1， 使 


1< let-@(0)1 = ~PGiI+D) -ot+PO)! 
a—1 
lof!~ P(t1)| -CE 一 PC 
CZ 一 1 C 一 1 “ 


再 由 4 一 ! 六 2， 基 知 max{|astt 一 PGFD)|, je/-$())|}>1, 
3。 对 % 一 m% 进行 归 钢 .这样 做 ， 可 以 避免 对 议和 妈 这 两 个 非 负 整数 进行 
双重 归纳 。 
习 题 29 


1、 转 换 命题 ， 改 证 ! 记 az)|> 10) ， 当 11 
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. 转化 命题 ， 改 为 考察 如 下 数列 ， 15111,111111111,%%,11.1, 903 并 


. 3 "个 1 
用 数学 归纳 法 证 明 它 们 具有 性质 (2). 


。 约定 ao 二 0， 则 对 每 个 #E€ 入 ， 都 可 找到 一 个 ME 入 ， 使 得 


io 十 Ci 十 … 十 Co <HRA Tani an, 再 证 明 ,7 或 是 Cl， 
22， Om 中 的 某 一 项 ， 或 为 其 中 某 儿 项 之 和 ， 


。 转 换 命题 ， 改 为 证 明 对 任何 #%E 入 ， 都 存在 4，b E N， 使 得 


(1 一 W2)" 一 Wi 一 253，c3 一 252 一 (一 1)”， 
削弱 命题 ， 先 证 车 m4 宇 4% 且 1%,2 均 为 自然 数 ， 则 有 了 (M%) 站， 再 设 
法 利用 yj 的 性 质 得 出 f(%) 二 %. 


。 由 韦 达 定理 并 利用 反 证 法 ， 可 证 得 结论 (1)， 再 用 数学 归纳 法 证 明 对 


一 切 %EN,， 


a "一 b*—~c” Cc*—a” 
了 (一 二 7 十 5 二 


的 值 都 有 整数 证明 时 ， 应 先 验证 F(0)，j(1) 和 (2) 为 骆 数 ， 再 假 
设 A(k 一 2)，f《k 一 1) 和 f() 为 整数 ， 并 推出 递 推 式 f (hk 十 1)= 
(十 有 (hb 一 1) 十 fk 一 2)， 从 而 知 (十 1) 亦 为 整数 . 


。 加强 命题 ， 用 归纳 法 证 明 ， 如 果 标 作 一 1 的 点 的 数目 不 多 于 4， 则 在 


34 十 2 个 点 中 至 少 有 一 个 好 点 。 
如 果 1i<7， 有 Ci 一 Cj， 那么 对 一 切 满足 条 件 有 二 I = 二 7 的 脚 标 R 一 1， 
也 会 有 we 二 aQ:， 试用 归纳 法 证 明之 ， 


. 用 数学 归纳 法 证 明 对 1 <k<w 都 有 


HB 二 1 


Ed 
nha < nk 


习 题 30 


。 解 答 本 题 的 关键 是 应 当 从 * 双 ”的 角度 而 不 能 从 “只 ”的 角度 来 考虑 问 


题 。 出 现 上 述 3 类 结果 的 情况 数 分 别 为 ， Cf. 2 二 3360，Cl. C3. 22 一 
1140 和 C3,==45， 


， 先 挑 出 3 人 组 成 一 组 ， 再 将 其 余 4 人 分 为 两 组 ， 应 当 注意 后 两 组 间 无 
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师 序 编号 ， 故 共 有 C3》-3==105 种 不 同 的 分 组 方式 。 
先 解 (2)， 由 于 各 小 组 问 无 顺序 编号 ， 知 应 有 《型 外 种 分 组 方式 ， 再 


考虑 各 组 中 谁 为 正 谁 为 仙 ， 各 有 2 种 可 能 ， 因 此 一 共有 2" 种 
不 同 的 分 组 方式 . 

。 区 分 情况 考虑 。 若 首位 数 是 3， 则 其 余 4 个 数字 可 在 后 面 4 个 数位 上 
任意 排列 ， 有 4! = 24 个 ,车 首位 数 是 2,4,5， 则 因 百 位 数 不 能 为 3， 
从 而 只 有 3 种 可 能 ， 千 位 数 亦 有 3 种 可 能 ， 十 位 和 个 位 计 有 21 种 可 
能 ， 因 而 有 39X 2 一 54 个 ， 所 以 一 共有 78 个 合乎 要 求 的 五 位 数 . 

， 由 到 法 原理 知 有 2n 种 不 同 的 颜色 序列 . 


习 题 31 


。(1) 用 排除 法 ， 先 求 出 其 中 有 两 个 值 相 等 的 解 的 组 数 ， 再 由 总 数 中 减 
去 其 数目 ，(2) 在 (1) 的 基础 上 考虑 ， 

。 将 问题 化 为 求 4 十 ?十 z 一 16 的 非 负 整数 解 的 题目 ， 还 可 化 为 求生 十 》 
十 xs 二 19 的 正 整 数 解 的 题目 . | 

。 从 所 有 可 能 的 放 法 数目 中 减 去 所 有 小 球 全 都 放 入 某 一 个 盒子 的 放 法 数 
目 . 

。 利 用 第 3 题 . 

， 设 最 左 端的 数 为 族 则 了 17 十 2，…，2，H 十 1 必须 按 递增 排列 ， 而 
j 一 1,j 一 2,…，2，1 必须 按 递 降 排 列 ， 但 两 组 数字 可 穿插 排列 ， 因 此 
可 按 不 尽 相 异 元 素 的 排列 模式 考虑 。 然 后 再 对 了 自 1,2,…,%#,# 十 1 求 
和 ， 得 总 的 排 法 数目 为 2" 种 . 试 将 本 题 答案 同 习题 30 第 5 题 作 比 较 ， 
并 找 出 其 间 的 内 在 联系 . 

， 在 已 跳出 的 7 十 (% 一 十 (% 一 4) 二 3% 一 (Mm 十 只 猫 中 ， 有 3 种 不 同 
颜色 ,但 第 34 一 (十 24) 只 一 定 是 黑 猫 ， 再 对 前 34 一 (十 十 1) 只 猫 
按 不 尽 相 异 元 素 的 排列 模式 处 理 ， 人 

， 逐 步 考 虑 各 种 颜色 的 猫 的 跳出 情况 ， 首 先 ， 在 第 一 只 猫 后 面 的 34 一 1 
只 猫 中 ， 还 有 4#% 一 1 只 黑 猫 ， 故 有 C 反 2 种 不 同情 形 ， 在 一 开始 由 黑 
猫 所 形成 的 “连贯 "之 后 ， 接 上 的 是 一 只 白 猫 ， 其 余 的 白 猫 可 以 分 布 在 


其 余 的 24-1! 个 位 置 上 ， 故 有 CS 了 a, 种 不 同情 形 ， 剩 下 的 只 壬 为 
黄 猫 ， 因 此 一 共 可 能 记录 到 Cg5C54 一 (C34) 
种 不 说 的 颜色 序列 ， 

， 先 组 合 再 排列 ， 先 设想 有 排 成 一 行 的 % 个 小 球 ， 要 在 它们 之 间 插 入 7 
块 隔 板 ， 隔 板 不 能 播 在 球 的 两 头 ， 且 每 两 块 障 板 之 间 至 少 有 两 个 小 
球 ， 于 是 知 有 Ci- = Cir 种 不 同 的 择 法 . 青 分别 考 虚 年 轻 人 


和 老年 人 的 排序 ， 便 知 共有 C5-7H171 一 -8 一 全 认 !- 种 不 同 的 排 
法 . 


习 题 32 


。 图 32-2 中 所 有 方 格 的 集合 记 作 S，}S| 二 mw. 对 妇女 由 西南 角 到 东北 
角 上 班 的 一 条 路 线 1( 图 32=-2 中 带 箭头 的 粗 折 线 )， 用 图 32~2 中 阴影 方 
格 构成 的 集合 4 与 之 对 应 。 显然 4 是 S 的 子 集 ， 路 线 ! 不 同 ， 则 相应 
的 集合 4 也 不 同 。 即 由 此 对 应 廊 确 定 的 是 由 妇女 上 得 路线 集合 到 S 的 
所 有 子 集 构成 的 集合 的 一 个 单 射 ， 因 此 由 例 1, 7 了 (7 MN) <2m2. 

,将 已 (S) 分 为 两 个 集合 MM 与 人 ， 其 中 险 是 已 (S) 中 会 的 子 集 构成 
的 ， 是 P(S) 中 余下 的 子 集 构成 的 . 设 A={%, qm,40,…,ax} EM, 
则 令 g(4)=B={a,02…,4x) ,显然 pLA)EN. 2o 是 M 到 六 上 的 
双 射 .而 和 与 BB 的 交替 和 之 和 为 和 4. 因此 记 有 交 霜 和 之 和 是 % 27!。 

， 用 向 量 (41, 4,…，Qam+n) 表示 甲乙 比赛 胜 负 情况 ， 芳 第 ; 场 甲 胜 ， 则 
令 Qi=1， 若 乙 胜 ， 则 令 bi 一 一 1， ij]1，2，…， 到 -上 1 记忆 一 0 十 
la 十 … 十 0 一 1 2 74- 上 9。 在 直角 坐 奈 平面 上 ， 自 左 至 右 依次 连 
结 下 列 格 点 ，(1 ,本 )， 《2,5o)，*…， 《2 十 ,bm4n)， 得 到 一 条 折线 I。 由 
于 甲 一 直 领 先 ， 因 此 对 每 个 i 人 5; 请 0. 和 特别， 二 1，bmin 一 说 一 2 所 
以 1 是 连结 (i,1) 和 (1% 十 如 ,248 一 4) 关 且 与 x 轴 不 交 的 折线 ， 其 全 体 记 
作 BB， 在 吉 -+4# 场 比赛 中 甲 一 直 领 先 记 确 定 的 向 量 (Q1, 42，,… ,Qnm4n) 全 
体 的 集合 记 作 4. 则 人 和 B 存在 双 射 。 可 以 证 明 ，|1B]=Cw%_, 一 


m4 这 正 是 所 要 求职 
C Rn 议 寺 从 Cain。 这 正 是 所 要 求 的 。 
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习题 33 


1。 所 有 小 于 1000 的 正 整数 构成 的 集合 记 作 3S, 3 中 所 有 被 整数 整除 的 


正 整数 集合 记 作 4:. 则 4sn A 即 是 S 中 所 有 不 被 5 和 7 整 除 的 正 
整数 集合 。 容 易 算得 7 
IS| =999, Il J-199 et 
Mn4i=| 守 |- 一 28， 
出 容 示 原理 (2)， 即 得 | AN 如 | =666， . 
对 # 用 和 纳 法 证 明 ， 车 1 之 Wt 鞋 1, 典 符合 灯 性 的 三 角形 一 定 看 在， 
当 #=2 时 结论 显然 走 ， 设 对 刀 结论 真 ， 往 证 对 2 二 1 结论 真 , 设 A,， 
A, 连 有 线段 记 S={A1, 4 … do 
尺 =4ZESI2 与 及, 有 边 相连 ) 八 {4,}，( 注 ， 集 二 与 集 召 的 泻 
集 ， 记 作 AN\B， 定 义 为 4A\B=(xjxe 壬 且 x 及 },) 
T={ZESIZ 与 4, 有 边 相 连 }^\\{4,}. 
从 机 中 去 掉 与 4, 和 4, 相连 的 线段 ， 蓉 集合 记 作 肛 !， 涛 [ML|>> 
"十 1， 则 结论 显然 真 ， 设 [Mt <W?。 因为 TRUT|<2w，|RI+|T| 
守 (8 十 1)? 十 1 一 1 一 p 二 34 十 1。 蕉 由 容 尺 原理 (8)，|RNT| 之 1， 周 
存在 A,€S， 使 人 4,4,4, 为 所 需 三 角形 . 
到 线段 4i4Ajy， 其 中 i 一 j=! (mod 2)，1<i 关 jj<2x#， 其 集 各 记 作 
了 .对 给 定 的 ht 中 以 4: 为 一 端点 的 线 眉 共有 及 条 .因此 [| = 
"21" 有 4 二 WH?， 设 人 及 ;4y hr 为 所 句 三 角形 . 则 i 一 j==1(1m0d2)，j 一 此 
=1(m0d2) ,一 i=1(mod2)， 由 前 二 式 得 到 一 f==0(mod?)， 与 第 
三 式 希 盾 ， 因 此 所 涡 三 角 彤 不 存在 . 


， 首 先 证 月 ， 在 这 1987 个 集合 中 ， 每 两 个 的 交 恰 合 一 个 元 素 ， 亚 证 济 ， 


在 这 1987 个 集合 中 取 一 个 集合 和 4， 它 含有 一 个 元 素 C，& 至 少 在 4 外 
的 46 个 集 人 台中 出 更. 最 后 证 明 ，C 是 这 1987 个 代 全 中 叭 一 公共 元 沪 ， 
于 此 即 可 得 答 数 为 87429， 
习 题 34 
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。 在 二 项 式 定理 G+ = 名 CC 中 令 Y 一 2， 即 得 名 2*Cx 一 3"。 
2. : b+1D Cs= hct+ 己 C5=- W212" = (N+2)2" 1 
- nl | 2 
5。 记 Cn 一 写 Ch -1 D。 = 咏 Cs, ， 那 么 Cn +b, = 3 Ct = 
k=0 = -0 


22"-!， 但 容易 知道 bs 二 an， 所 以 co 一 2 2 
和 n n-l 

4. SikCE, 一 2MZIC 生 >: 一 24 DC 一 YN22" 1。- 
k=0 k=0 t=0 


5. 由 于 有 CS 一 下 上 1， 所 以 


k++! 

LL. 人 名 ~ 
1 rykxo_l +1 yk 1 CE+1 YE 

kiC"? ni (H+1)x Eo"*! 


| CE i (H+I)X 
6。 由 基本 恒等式 (iii) 和 例 8 即 得 . 


a 1 _1 1 k 站 
7, 因为 二 C= 上 Cut,+ 汪 C%， 所 内 


Ci x0 (1 十 %)” 一 1 


ff Cr[1—(1—X)*] 
k=l 


(1 站 Catsf1— (2) 1) 
k=1 Hx-1 
‘Tt1—(1—X)*]=f,.1+ga, 

而 gs 二 一 上 [这 (一 1)* C4 (一 1)tCE(1 一 x)*] 
WH k=1 k= 
一 1[ 训 (1)* C4 SS(—1)*CH(1~%)*] 
HB k=0 k=0 
一 上 一 -一 2 1 n 
zt! (1 一 %)] i 。 


从 递 推 公式 一 fa-1 十 二 x" 即 得 要 证 的 等 式 。 


妨 ， 车 记 b= (一 D* Cs 吉 并 不 难 证 明 


n= 0 上 


4 和 


1 


OU 大 
取 雪 一 二， 则 bn= pl DC 二 » 因而 
p= 从 Nn(H—1) 加 
1 1 _ bn .0= 
Ira (+ ) (1 -+ 1) 
n1bo 2"%1 


(了 (Ti (1+: ) Ri1) 2n i).. .3 


(Ch) 
(cnt1)(2n)! 2+1 2 * 


,pCh nTCE Nt) Ch 
k 0 龙王 工 k=0 


© 


=(2+1) (Bh Ch )=Cz+D (27:1 Cs ). 
这 里 已 经 利用 了 例 7 的 结果 . 


。 利 用 基本 恒等式 (iv)， 得 


nn 名 
CC CRXE(I 一 X)n 一 人 多 3 C 生 8 一 2 

如 = 外 Ld 间 
=C” pa Cnim "I(1— Xx)!= COC 2 ZC-nt" 1(1—X)! 
= Cr x”, 
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(1+%)"= (1 Fx) "(1 +)" 


一 (Ca 十 COX 十 … 十 C8YX (C+ CS 十 十 C3Xn) 
一 人 二 (Cr Cal CCR?+et Ca Cr+ 


人 二 (Cn Ch+ Ch CS 二 十 Ca! CH) xr, 
比较 两 边 x”…! 的 系数 ， 即 得 要 证 的 等 式 . 


(人 1 一 %27 一 (人 一 区) 本 (1 十 %) 秋 


=(C%— br)"CEr") (Ch Chr+ Ct) 
二 = 十 (C&C 加 一 ChC 入 -1 十 十 C3 Cz" 十 
比较 两 端 +*” 的 系数 ， 即 得 机 证 的 等 式 . 


， 由 基本 恒等式 (地 )， 


Ct Ch nS Cs-1CS =#Cn, Csri. 


不 难 知 道 ， 守 Cn C1 一 加 C8- 二 + C 季 是 
X(TI+X)" (1 +X)" =X) 
中 xm: 的 系数 ， 册 此 即 得 要 证 的 等 式 ， 
4 因为 (1 一 z9"= 六 (一 DC8x2r， 另 一 方面 


n Pn 
《1 一 %3)2 一 (1 一 X)2K1 十 X) 一 @3 Caxt ) (Ey Care ) * 
2 "0 
比较 这 两 式 中 “27 的 系数 得 
SI)* Ch CH=(—1)'Cs, 
k=0 


如 果 % 是 偶数 ， 取 7 二 2 即 得 


EC-)(C4) = (1) CY, 
再 比较 两 式 中 x*"'! 的 系数 得 
(DeC8 CS 一 0， 
无 < 人 
如 果 是 奇数 ， 在 上 式 中 取 7 一 全， 即 得 
(CH) =0. 
5。 在 公式 (11) 中 取 f==0，m 二 3 即 得 。 
6。 在 公式 (11) 中 取 fr 二 0， 坟 ==4 即 得 ， 
7. 在 第 6 题 的 等 式 中 ， 用 4 换 色 即 得 ， 
8。 在 公式 (11) 中 取 7?=1， 吉 =3 即 得 . 
9. 在 公式 (11) 中 取 * 一 2， 凡 一 3 印 得 。 
10， 在 公式 (11) 中 取 ?==0,W%=% 即 得 ， 


习 题 36 


1。 tr 一 54n-1 一 60n-s 所 对 应 的 特征 方程 是 X=5X%~6， 它 的 两 个 根 是 
二 2，Xa 二 3， 所 以 
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Cars=5.22 一 4.39 . 


2. an 一 荆 [ 一 3 十 4.3" 一 (一 Da3?]。 
-3.2 1 /on 
3. n+ (2 : 
4。 设 有 Zn 种 不 同 的 类 法 ， 易 知 Qi 二 2，ads 二 3， 用 和 例 二 相同 的 方法 讨 


论 可 得 

Qn= dn-1T dn-2. 
洲 令 co=1， 则 co，el， 旭 满足 上 面 的 关系 ， 故 按 初 始 值 00=1, 0 一 
2 和 上 述 递 推 关 系 ， 即 可 解 得 Cn， 


。 设 至 少 要 移动 C。 次 才能 把 甲 桌子 上 这 堆 盘 子 移动 到 另 一 虞 子 上 .我 们 


先 来 建立 a 满足 的 递 推 关系 .按照 规定 ， 只 有 当 % 一 1 个 盘子 都 移 走 
后 才能 移动 最 大 的 盘子 ， 因 为 只 有 三 个 桌子 能 放 得 子 ， 所 以 只 有 把 上 
面 # 一 1 个 盘子 依 大 小 次 序 排 好 放 在 乙 (或 两 ) 捍 上 ， 最 大 的 那个 盘子 
才能 移 放 到 两 (或 乙 ) 桌 上 。 因此 ， 在 移动 最 大 的 盘子 前 ， 必须 移动 
Cn _i 次， 当 大 盘子 移动 到 丙 ( 或 乙 ) 桌 上 后 ， 乙 桌 上 那 % 一 1 个 盘子 要 
依次 放 到 大 桌子 上 ， 还 得 移动 a,-1 次 ， 因 此 总 共 要 移动 24s-1 十 1 次 ， 
于 是 得 
Ci 一 20， ,十 1。 . 

显然 Cj=1， 知 规定 co= 0， 则 wo， 满足 上 述 递 推 关系 。 由 此 即 可 
解 得 cn 一 2 一 1， ; 


n 


令 a Chr*, 不 难 证 明 Cn 满足 递 推 关系 0 一 On-i 十 YCn -2 


易 知 Co 一 Ca 一 1， 由 此 即 可 得 要 证 的 等 式 ，. 
习 题 37 


。 递 推 关系 可 改写 为 


Cn 一 10 十 


3 一 ， 4Cna 一 8 一 2 十 一 3 


tn- 一 8 Gn-1—8” 
令 ba 一 qs 一 8， 则 有 Ba=2 二 -3 一 记 5 二 2; 则 
bn-1l dn 
Da 一 2 十 -39gn -1 一 _ 2 加-: 十 3gn-1 
‘In pr-1 Pn-1 了 


由 此 得 9 一 加 -，， 办 一 2 力 。 :十 3g。 (一 2 为 。 1 十 3 力 pa。 
而 各 = 一 8=2， 所 以 加 =2，go=1， b=2+2 = 所 以 名 =7， 
Gd: 一 2， 解 | 
加 一 2， 力 一 7， 加 一 2 办 1 十 3 力 。s， N=2, 3 
得 加, 一 人 (3"73 十 (一 Da+D， qr 一 了 (3"*1 二 (一 1)")。 所 以 


gn=8tb= 84 3 +t) i119"17(—1)" 


35+1 十 (一 1)* 3?*+1 十 (一 1)” 


。 递 推 关系 可 写 为 


(starri—2V Aan 1) ant an +2V ad rt—1)=0. 
由 题 设 ， 第 二 个 因子 不 可 能 为 0， 所 以 Qn 十 ln+1 一 2V Un4nit 一 1， 即 


Varn—Van=!1, 于 是 ， 
-Vann=1t+ Var=24+Vani=3 + Va =N VN+1, 


4. 


5。 


\ 


所 以 Cn 一 和 2 


。 把 递 推 关系 an Win-s 一 5C2 -1 改写 为 


一 5-CZa -1 

(=) Tg 

记 b, 二 一 ， 则 可 写 ba?=50,.1，6b,= (5b,-.) 。 
和 例 3 的 控 导 一 样 ， 可 得 

b, =5#! 未 + “+ 二 二 ( 浴 -)7 mn 一 5 = 3 5 了 5 


# 


1 

an=5(an_)t= =(254n - 本 一 25 直 和 3 ‘a ' 
1 1 1 1 
一 25 2 149" ?2" 2 .53 "3 


用 例 2 的 方法 ， 可 得 
oo-Ter 十 Ton， 其 中 加 一 工 [2 一 (一 D)9. 


取 力 ，4 为 二 次 方程 x? 一 gx 十 &==0 的 根 ， 则 


0 一 VC 一 4 atVa'-da 
p 2 ，4 2 。 


于 是 p<q, p+q=0, Aq=0, 方 十 坟 = 了 上 全 =1 有 1<p<2,9>2. 
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此 外 卢 ,gq 都 是 无 理 数 ， 因 为 如 果 妨 是 有 理 数 ， 则 好 一 46 便 是 一 个 平 
方 数 ， 设 4? 一 44=7?， 容 易 看 出 a 和 Y 具有 相间 的 奇偶 性 ， 因 而 加 ,4 
都 是 奇数 ， 于 是 了 + 广 ==! 得 力 =d 一 2， 因 而 4= 力 +g 一 4， 这 与 题 设 
.4 是 大 于 4 的 关 数 不 合 ， 现 在 取 J (2) = 二 [pn1.g(%) 一 [82]， 则 大 (1 
二 [ 力 ]= 二 1， 因 为 [PH] 过 pn 过 [PX%] 十 1， 所 以 

na~—[Lpnl—1<na— pn<na—[pn]， 因 而 [HQ 一 pn] 二 #0 一 
[pnj 一 1。 于 是 

g(#)=59%]=[(a—p)nj=[Lan— pnj=na — [phn] 一 1 一 MC 一 
` 1 一 A(%w).， 这 就 证 明了 fA(%) 和 947) 满足 (i) (二) 两 条 ， 对 于 给 定 的 肖 
然 数 ww， 设 有 自然 数 k&， 使 得 和 <f (n+1)=[p(n 二 1)]， 且 与 
f 01),%%,f (1), 9(1),…,g(%) 的 数 均 不 等 ， 在 例 6 的 命题 中 已 经 证 
明 名 必 出 现在 {有 (2)} 或 {g(%)} 中 ,但 因 <f (n+1)=[P(n+1)]< 
[CE(XN 二 1)] 一 9(N 十 1)， 故 形 必 出 现在 

JIC1)，…99(22) 
中 ， 这 与 假定 不 符 ， 故 这 样 的 尼 不 存在 ， 这 就 证 明了 (过 ) . 


习 题 38 


C$ 一 -一 DD 一 (p+ 是 台数 ， 即 |p(p 一 1)…(p 一 kt). 
。 当 1&k<p-1 时 ， (办 ,ED) 一 1， 故 有 | (加 一 1)…( 力 一 E 十 1)， 所 以 
. pICt. - . 
。 如 = 二 PI， 则 P 宇 5，%# 一 1 之 4P， 所 以 在 1,2,*… ,2 一 1 中 有 pp，2p， 
3 加 ,4 力 ， 因 此 如 =W?1(% 一 1)!1，。 如 2% 天 人 ， 设 Dp 之 3 是 的 最 小 素 因 
子 ， 则 4 二 办 子 ， 绎 > 力 > 3 在 1;2,…，N 一 1 中 用 ， 2p, 9 显 
、 p(n 一 
然 这 四 个 数 不 等 , 故 如 一 加 ( 邯 】 | (4 一 D1 
。 设 @= (MXN) .显然 有 24 一 11(2” 一 1,2* 一 1)， 取 正 整 数 X,》 使 MX 一 
Ny 一 和。 如 果 刀 |27 一 1， 则 万 |272z 一 1。 故 当 刀 是 2 一 1 和 2 一 1 的 
公约 数 时 必 有 D12m* 一 2nY 二 2*Y(24 一 1) .由 于 DD 是 奇数 , 故 D12J 一 
1。 所 以 24 一 1 是 2" 一 1 和 2" 一 1 的 最 大 公约 数 ， 


~ 


。 用 反 证 法 及 唯一 分 解 定 理 。 

。 考 虚 1,2,…,2 中 被 力 , 力 ,… 除 尽 的 数 的 个 数 ， 

。 与 定理 1 的 证 明 类 似 。 

。 设 为 二 9895H9 之 粮 之 3， 故 在 MyM 十 1 说 十 % 一 1 中 必 有 三 个 数 是 


1 的 倍数 ， 其 中 必 有 一 个 不 等 于 十 2 ， 设 为 g1， 在 ?HU,?0 十 1， 

十 1 一 1 中 必 有 三 个 数 是 Ms 的 从 站 其 中 必 有 一 个 不 等 于 wu， 也 
了 2 一 1 

不 等 于 胃 十 世 二 1 .于 是 ,# ‘(m+ 2 ) | 

Mi(M 十 1)… Lo 


。 设 a 之 b， 对 2,b 中 较 小 者 用 归纳 法 b=1 时 ，Q==b=1， 当 0 之 1 时 ， 


令 a=bq+r,0<Irl<. 2 十 到 一 IC 二 1) 如 4=1, 则 7 之 0,@? 十 


下 一 2(C8 二 1) 十 六 一 2， 故 C8 十 1172 一 2， 但 C8 十 1 之 天 1472 十 1 只 
有 Y 一 0，V 一 8，602 十 112， 只 有 a= 二 1， 不 可 能 所 以 4>1。 如果 1> 


4 二 1， 则 Cz 十 0 一 6202 十 20g7 十 9 十 522> (GE 二 1D(cb 二 1 一 (gg 二 1)(82 


+br+1)>(q+1)(0:4467) 推 出 g 一 Dr<(q 一 Dbr+r* < 一 


+ 如 ， 即 4< 总 ， 只 有 g=1， 也 不 可 能 ,如果 1<g 一 1， 类 似 可 推 知 


8>B5(9 十 1)(D 一 ?) ++r?， 也 是 不 可 能 的 .所 以 必 有 1=4. 因 此 1~blr 十 


8 十 y2， 所 以 必须 y* 生 0。 如 /=0， 即 1 一 加 如果 y<0， 就 有 及 十 
(一 人 ?一 1(8( 一 六 十 1) .由 于 0 之 一 +<b, 由 归纳 假设 可 知 ,/ 为 平方 数 。 


， 对 % 用 归纳 法 证 明 MM =2. %=1 时 ,显然 .如 2 一 28, 则 由 归纳 假设 ， 


mw-[ +[2 和 + 一 - +[ PR+1 |+ 十 二 户 十 月 二 妨 ， 如 - 


# 二 2k 十 1， 当 1 之 2 时 ， 人 $[ 半 蒜 汪 Ft2 |= 则 2k+4142 gl! 
+t，0<t<21， 但 不 能 有 :二 0， 否 则 2k 二 2:1+1 为 偶 数 ， 所 以 f> 
1. 于 是 又 有 2k 十 2:"1 一 g2!: 十 tf 一 1， i 
-[ 尘 一 ]=: 因此 又 有 [ + ]+[ tt] +t 


k+1 i 
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习 题 39 


1。 冉 4 二 4?7 寺 hb?==b(p), 可 设 4=b 二 pt, 于 是 ar—b?=(b+ph)?—b?, 


利用 二 项 式 定理 展开 即 得 。 
用 8 作 模 进行 比较 . 


。 kxc 是 记 个 1 或 一 1 的 和 , 放 刀 十 2X%4 十 … 十 和 Xn 可 以 写成 一 一 40+ 


个 绝对 信 为 1 的 数 之 和 着 这 个 和 为 0， 则 十 1 和 一 1 有 bit) 


个 ， 因 此 要 有 ww(%-+1) 寺 0 (4)， 但 w=2 (4)， 让 (4 3 
2(4)，, 矛盾 . 


。 设 4 是 2? 一 1 的 素 因子 ， 则 27?==1 (q). 显然 ,， 户 是 使 2" 二 1 (4) 成 


立 的 最 小 正 整 数 ， 记 以 ，P14 一 1。 又 4 一 1 为 偶 勤 ， 故 214 一 1， 因 此 


2piq—1, 即 4=2px 二 1。 


gt 
了 ‘ > 
“7 


=1! (100), ?= 一 1 (4), 放 7=77 a= 一 1 (4), 如 有 7 = 
， . | . 


十 3， 故 ?7 二 74719==73==43 《100)， 即 末 二 位 数字 为 43. 


。 设 五 个 连续 正 整 数 1#,H- 1,2 十 2),18-3 1 十 4 之 积 为 平方 数 如， 因为 


它们 任 两 个 的 最 大 公约 数 帮 4， 上 所 以 户 中 之 5 的 党 因 子 P 只 能 除 尽 5 个 
数 中 之 一 ， 并 且 在 这 个 数 的 标准 因子 分 解 式 中 加 的 次 数 为 偶数 ， 任 音 
连续 6 个 整数 是 6 的 完 系 ， 其 中 有 两 个 与 6 互 素 ， 所 以 在 这 5 个 连续 
整数 中 有 一 个 或 两 个 与 6 互 素 ， 如 有 两 个 ， 则 这 两 个 都 是 平方 数 ， 它 
们 分 别 模 6 与 1 和 5 同 余 。 但 任何 数 的 平方 者 不 可 能 模 6 与 5 同 余 ， 
所 以 在 这 5 个 连续 整数 中 只 能 有 一 个 是 与 6 互 素 的 ， 并 且 它 是 一 个 平 
方 数 。 由 于 这 5 个 数 都 模 6 不 与 5 同人 尔 ， 因而 办 +5=5(6)， 即 jp 
(6)， 所 以 十 1 二 zw?, 它 是 一 个 奇数 的 平方 , 故 NE0(8) ,4 十 4==4 (3)， 
又 7 十 4==s4 (6)， 这 以 3 十 2 十 4。 由 前 面 的 讨论 4 十 4 一 402， 所 以 3 一 
4803 一 5 一 f20 一 纪 (20 十 8)， 即 20 -TU 一 3，20 一 # 一 1， 只 有 &# 一 1 一 1 
得 4=0， 这 是 森 可 能 的 ， 
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10. 


11. 


。 用 P(%) 表 示 2 的 最 小 素 因 子 。 如 卢 是 素数 ，2” 二 1 (DP)， 设 ?是 使 


2" 二 1 (办 成 立 的 最 小 正 数 , 则 ?|%#， 又 由 于 22 1 (Pp), ?1p 一 1， 
故 (7)1n，p(r)1p 一 1. 于 是 p(%)<pP(7) 志 Dp 一 1 之 DP， 设 有 N11， 
则 由 整除 关系 要 有 Xs 记 1,…,44 计 1。 在 前 面 的 讨论 中 到 4 一 zt， 力 一 
为 (zx)， 则 有 力 (2)< 力 (4x) ， 依次 类 推 可 得 p(y< 思 (144) 广 力 (5 1) 
之 < 之 (ws) 之 p(281)， 节 盾 ， 


本 当 导 过 0,1,，，… “9 [vp], 过 0,1,…,[VPB1 时 ax 十 by 共 取 到 《1 十 


[V 约 )?> 力 个 值 , 帮 其 中 必 有 二 数 关于 模 力 同 余 ， 设 cxi 十 jyi=sCys 
十 5ya (办 )， 显然 要 有 xi 关 xa( 办 )， y 尖 力 (办 。 令 Yo 一 入 一 za， 
yo 二 一 ys， 必 有 0<|xol <wv 方 ，0<1y| < 3 Barot+byo=0 
(p)， 于 是 axo2 一 所 yo2==0 ( 力 ). 


.用 归纳 法 可 证 当 1 时 X32t 二 3 (8)， Xorn 三 5 (8)， yp 二 1 (8)， 


arn 二 ?7 (8). 而 各 二 1 显然 不 等 于 任何 yw (043>1)， 

显然 所 一 (一 四 (用 所 以 4 必 关于 15 …，( 卫 ) 之 一 同 余 
但 当 1<h<l< 卫 -时 2 《(p)， 因 着 不 然 (s+ (1 一 1 二 
0 (办 )， 必 有 pis 或 Ill 但 0<is 一 i 过 ls 二 之 pp， 这 是 不 
可 能 的 ， 因 此 模 的 “平方 数 " 恰 有 也 二- 个 ， 即 在 一 个 模 力 的 缩 系 下 
用 一 1 个 是 "平方 数 ”， 也 个 不 是 "平方 数 "， 在 数论 中 ， 称 为 模 


p 的 平方 镜 作 和 非 平方 简 余 ， 

设 41b1，，…，4pby 是 模 的 完 类 ， 于 是 4a: 中 只 有 一 个 是 的 倍数 ， 
设 为 4pbp， 必 piap 及 plbs. 由 威 尔 下 定理 CC 
一 (办 )， 故 有 awbiap.ibp-1=1(p). 这 与 QD，。…:， QQp-iDp-i1 为 
模 的 纺 系 相 了 矛盾， 


习 题 40 


。 先 设 (X,9,2) 二 1, 令 d=(x,y), X=dxi1, 3 一 dy， 则 (dg，2z) 一 1. 


整理 方程 式 得 到 z(xi 十 四) 一 dXiyi， 由 于 (X71，X1 寺 了 9) 二 1， 孝 
X1911z. 又 [21d)==1， 所 以 又 有 z1x1y1， 因 此 z=X191d 二 X11 
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于 是 X=(U 寺 DU， 二 (WU-FD)v，2Z 二 WV， (UL，0) 一 1 就 是 方程 满足 
(%*,》,2) 二 1 的 解 ， 而 方程 的 正 整数 解 为 
X=tu(uto), y=to(uti+v), z=tuv, (U0)=1,t,u,0>0. 


.如 果 和 + 或》 为 1， 显然 只 要 一 个 容器 就 行 了 , 设 *>>y 汪 1， 假 定 顾 容 


要 买 4 千克 油 . 设 4=yq+r，0 之 ?之 》， 先 用 y》 容器 将 yq 千克 泪 注 
入 顾客 的 盛 油 容器 . 由 于 (zx,3?) 一 1， 故 必 有 220， 使 MY 一 ZX 一 
yy。 将 ? 容器 装 满 油 逐 次 注入 空 的 % 容器 ， 当 x 容器 装 满 后 ， 将 x* 容 
器 倒 空 ， 再 将 》 容器 的 余 油 注入 x 容器 ,再 次 将 y 容器 装 满 ， 逐 次 注 
入 Y 容器 ， 至 % 装 满 再 倒 空 ， 如 此 下 去 . 到 Y 容器 倒 空 包 次 时 ，? 容 
器 中 的 余 油 就 是 + 千克. 因为 这 时 余 油 为 上 千克 ， 则 有 0<t<y。 由 
于 一 2X 三 一 霓 》 十 ?, :0&7 之 的 表示 法 是 唯一 的 ， 记 以 上 只 有 # 一， 

2 二 %t 干 1 二 (% 干 1)(%23 土 X27?71 十 十 和 十 1)， 因 为 x 是 奇数 ， 故 


右边 第 二 个 因子 是 24 十 !I 个 奇数 之 和 ， 也 必 是 奇数 ， 由 于 # >>1， 这 个 
.和 也 必 大 于 1. 这 与 左边 无 奇 因子 相 矛 盾 。 故 方 程 无 解 . 
,将 z= 二 3 一 * 一 了 代入 方程 得 8 一 3X(3 一 Xx) 一 3y(3 一 x) 十 xXy(3 一 xX) 十 


(3 一 *) 二 0， 放 3 一 xX|8， 取 3 一 x+ 为 土 ， 圭 9， 土 4, 土 8， 得 x* 二 
一 5, 一 1,1,2,4,5,7,11。 代 入 方程 组 深 一 试 算得 到 四 组 解 
《x;y 2) 二 (1,1,1)，( 一 5,4,4)，(4, 一 5,4)，(4，, 4, 一 5)， 容 易于 出 
后 三 组 解 是 由 一 组 解 轮 换 三 个 变量 值得 到 的 ， 


。 用 5 作 模 ， 得 2372==1 (5). 但 292= 一 0，2 或 3 (5)， 故 方程 无 解 ， 
。 对 任意 常数 有 ( 2 十 和 + ~ (26 一 和 ) e+(c 一 Dx+e 一 


适当 选择 c 使 右边 成 为 土 (ex 十)? 的 形式 ， 就 可 以 比较 准确 地 关 
断 》 与 的 关系 ， 首 先 注意 到 取 5 一 ! 时 得 到 ( xz2 十 这 二 1 ) 一 y= 


> 0. 再 注意 到 要 使 右边 成 为 一 个 平方 式 ， 其 判别 式 必 为 零 ,由 此 解 


得 5 一 于 5， 显然 取 c 一 -六 5 一 ! 时 右边 取信 较 小 ， 于 是 又 得 


到 (zx 二季 A ) -= (+ 5) 


基 手 ?二 车 半 5>0.x1+ 生 十 > 所 以 必 有 %? 十 和 +1> 131| 
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>xt++ 于 二 六 一 二 ,此 式 又 可 写成 ?二 和 十 > 191>4 革 和 
+ 人 因此 和 一, 邮 = 
+1 


0，131 =1 当 * 为 奇数 时 ?| 一 和 2 十 -了 代入 原 方程 得 * 宪 - 


二 Xx 十 1， 即 = 一 1 长 3, 对 应 地 有 1] 说 11. 站 起 素 得到 组， 

《zy 7) 一 (0 士 1)，( 一 1， 士 1)，(3, 土 11)。 

显然 (X,》) 一 (2,1) 是 一 组 解 . 车 XP 3， 列 有 3 二 一 1 (8)， 但 3"= 

1 (8)，32”12=3 (3)， 记 以 没有 x 之 3 的 解 。 

。 显 然 * 之 1 如 %==2， 章 27 一-F1， 当 95 时 29 之 y+1， 可知， 
必 ?3 一 1 如 ?一 1， 显 然 % 一 2; 如 9=2， 则 YX? 二 2* 二 1、 同上， 也 只 
有 X<5， 必 X= 一 3， 下 面 证 明 方程 没有 %>>y2>3 和 yy>YX>3 的 解 ， 只 
要 证 归 对 任何 加 >>%N>> 3，Mm Ma" 二 I 即 可 :下 而 先 证 一 个 重要 的 不 等 


式 ， (1+t1) <2.75. 用 二 s(t) 1 二 1 二 


(2 一 1 人 一 (7 一 1)) 1 ， AR ， 1 
十 …… 十 - pr <2 二 过 十 二 十 斋 <<2.5 十 环 


1 1 1 
[+ -本 二 二 td (Lr ) ca. 


全 yy 二 1 一 妨 守 :787 一 ?一 人 人 ” nn 
令 7 二 坟 4 一 28 宕 1， 于 是 WM” 二 (8 十 ?)” 一 如 (1+) < 条 [C+ 


=] < (2 ) <0.92n"= 
2X “一 0.08:N7<3 一 0.08.34<MN7 一 1， 因 此 不 能 有 2 一 M? 士 1， 即 
原 方程 只 有 两 组 解 ; 《x,y)=(2,1)，(3,2)， 

。 即 求 ,名 ， 使 21 一 刀 ， 整理 得 (22-F1)2 一 8 一 1， 由 于 %3 一 873 
一 1 的 解 中 %* 必 是 奇数 ， 记 以 Pell 方程 的 任 一 组 解 (*,y) 就 给 出 (#4， 
月 = ( 二 村 ,》 ) 这 祥 一 组 各 ， 方 程 2 一 8 一 1 的 最 小 正 整 效 解 是 
217 歼 通 解 为 4 十 3y 一 (3 十 VS)m。， 册 此 得 出 4 一 -二 上， 其 前 
三 个 竹 是 ， NH=!:,0,49. 
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习 题 42 


。 将 等 式 两 边 展开 并 比较 *” 项 系数 得 C4 C34C% CR -1 二 十 CC2 


十 十 C3%Ca 二 Cn。 由 C27* 二 0% 得 (C8)? 呈 (C8) 十 … 十 (C8): 十 
… 十 《C3)2 一 Co 


. P(0)=0, Pl()=P(0T41)=(P(O))+t1=1, P(2)= P(1:+1)= 


(P(1))?+1=2, P(5)=P(2+1)=(P(2))?+1=%3+1=5. 一 般 地 ， 
定义 *o 二 0， 并 对 10 定义 xn 二 X2"™! 十 1。 对 8 作 归 纳 可 知 已 (Zn ) 
二 Xa 对 所 有 整数 %> 0 成 立 ， 由 恒 等 定 理 知 P(X) 二 x， 


。f (45x) 除 以 Xx? 一 2 的 余 式 cx 十 d 的 系数 c,d 是 有 理 数 ， 将 X= 


/2 代入 f(t0) = g(x) (x 一 2) 十 c% 十 d 得 cvV2 十 d 二 0, 若 c 才 0， 


vais-4d Cc 有理数 故 c=0, d=9. f(a+bx)= q(x) ri) 将 


x 二 一 VY 代 入 即 得 f(a 一 bV 2) 二 0. | 
Cf (3)—f(2))—(f(2) 一 (1))=(5 十 @) 一 (3+4)=2. 如 果 |f(1) |， 


盾 。 


。 当 Ci 一 一 0 时 易 见 cs 一 0， 取 4 二 0，B=1 即 可 . 设 4 尖 0， 令 y= 


(2) 一 41% 十 BI， 则 (x) 二 417 十 BJ， j==2,3, 比 较 等 式 y" 二 (Asy 
十 Be)"=(As3 十 Ba}” 两边 的 常数 项 ， 一 次 项 及 1 次 项 系数 得 吾 :一 


了 3 ,MA432B3 一 14oB3 -51 人 一 .43. 当 万 : 关 0 时 天 0, 4A,B? = 
A,B? = A,B?- -1。 B;= A3B?- 1B,, A.Bs= AsB,, A? Bi= A? B= 


43 B3, 43== 43, 与 1 二 43= A3 凶 盾 ， 故 B= Bs=0，, 取 4Y 十 召 
= 一 0IY 十 六 一 Cj 一 4 (j=2,3). 


.G(X)=P(X) 一 2=g(X)(X 一 +1)…(X 一 X41)， 当 上 为 整数 时 G(E) 被 四 


个 不 同 整 数 有 一 Xi(1<iS4) 之 积 整除 ， 只 能 为 0 或 为 合 数 ， 不 等 于 
土 1,3,5,7, P(E)AA1,3,5,7,9. 


.法 分 母 得 (bc 十 ac 十 a5)(a+b 十 Cc) 一 abc =0， 仿 例 14 的 方法 可 将 左边 


分 解 为 a+5)(ac)(D+C)，4 为 非 零 常数 . 于 是 = 一 4 或 c= 一 a 
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10. 


12. 


一 一 _1 1 1 1 
或 C= 一 b，- 训 -十 pT ter rtp Te. 


P(x)=Q@1(x) (x—2)+P(2)=Q(x) (x—3)+P(3), 31P(5)= 


381(5)+P(2)，21P(5)=2@2(5) 十 P(3)， 于 是 61P(5)， 


了 P(e)=1(1<i<H)， 且 P(x) 无 实 根 ， 设 P(x)=P1(x)Ps(x)， 则 


由 忆 (Xi) 二 P(xi)Ps(Xi)=1 得 Pi(Xi1) 二 P(x)= 土 1,1 <i<n., 车 有 
ij 使 P(xi)=1 而 Pi(xy)= 一 1!， 则 在 x 与 xy 之 间 有 实数 yo 使 
Pi(X0) = 二 0, P(xo) 二 0， 矛盾 . 故 所 有 已 (xi) 与 已 (xi 等 于 同一 个 e， 
ts=1 或 一 1. Py(X)=gy(X)(x 一 41)…(x 一 Qn) 十 e,j=1,2. 车 P(x) 
与 Ps(X*) 都 是 至 少 一 次 的 多 项 式 ， 则 li(z) 一 ge(x) 一 七 1，P(x )= 
[ 土 (% 一 0)…(% 一 4n) 十 eJ?， 展 开 得 土 2e(Xx 一 Qi1)…(x+ 一 4n) 二 0， 牙 
盾 . 

(1) 对 整数 a 关 b， 应 有 (a 一 BD)i(P(a) 一 P05)), 但 (25 一 16) 十 (49 一 
25). (2) P(X) 除 以 (x 一 10)(x 一 20)(x 一 30) 的 余 式 R(x) 的 系数 应 全 


为 整数 ， 但 由 插值 公式 知 R(x) 0X 一 20) (x 一 30》 | 


(10—20)(10— 30) 
20(X%—10)(x—30) 40(X% 一 10)(4 一 20) _1,._1 _ 
(20 一 10)(20 二 30) 1 13010)(30 二 20) 一 202 一 2* 十 10.. 故 不 可 
能 ， 


. 令 3 一 入 ， 则 %5 二 1 除 以 ?十 1，? 十 2，y 一 2 的 余数 分 别 是 0, 一 31， 


一 31(? 十 1 人 (3 一 2) ., 33(y+1)(y+2) 
33。 由 揪 值 公式 知 所 求 余 式 为 Cat 22) (241) (242) 


一 一 593 十 163 十 21 一 一 5X4 十 16X2 十 21， 
利用 恒等式 4 十 -二 二 一 (十 ) (x+ 1 )- (x"" 二 


Xx” 


-i ) 依次 计算 =2,4,3,6,7,13 时 的 xt 十 -让 解答 为 ， XI3 十 


i 一 08 一 13b41 十 6549 一 15667 十 1820s 一 9163 十 13C. 


习 题 43 


(1 和 十 说 十 1 一 (和 二 13 一 和 一 (和 十 4 十 1)(X4 一 和 2 十 1 一 ECXs 十 1 


一 XX 一) 二 (X21) (Xx? 一 十 1)(x4 一 x 十 1) ,又 解 ， 
= 1 Xl ,X39+1, 43 一 1 
1 4 二 TY 十 TY 一 1 


一 (说 一 妈 十 1)( 交 一 多 十 
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DO oO -J DD 


10, 


11, 


1)(%?+* 十 1)， 
(2) (x2? 十 X% 上 二 1)(%2 一 4 十 1) (X2 一 W 3X+1) (XV 3X+1). 
(3) 将 每 个 实 二 次 因子 再 分 解 ( 略 ) 
又 解 : TT xox 0) (0) (rs) (x—w") (rw) 


TT 
Re 


(xX 一 w10)(X* 一 w11)， 其 中 w=cost +isin 6 


f(x) = A(X—a1)”™l (xX—a)"™| A(x — Cil1007m1 (X100— 


Cs100) 


. 在 实数 范围 内 有 分 解 (z 十 WV 3 二 WwW3) (x+V3 一 V2)(x-V3 十 


ww2) (x 一 V 3 一 V 2)， 每 两 个 因子 之 积 都 有 无 理 系 数 . 


(at+bi)"=X 十 肖 ， 其 中 x*=a”* 一 Ca Db? 十 …，y 二 Cra” 10 一 


Gaa"™™3bet..., (a—bi)"=%— Yi, (at0)"=x ty 


。 如 能 分 解 ， 有 一 次 因子 a(x 一 8), a= 圭 1, Bld. bd-+cd=(b+c)d 


为 奇数 ，8 十 c 与 d 为 奇数 ， 有 也 为 奇数 ， B+bB+cB+d 二 1 6 十 
Cd=1 (mod2), 与 P+bB?+cB+d=0 逆 盾 . 


、 用 爱 森 斯 昌 定 理 ， 或 仿照 例 6. 

,ath + 0b)’=(ab)+2ab+ (a—D=(ab) +2ab+i=(abt+1)’, 
、，4X3 十 6X? 十 4 十 1 二 (XX 十 1 一 X=[(X 十 1)? 十 ?J[(X 十 1)2 一 x2], 

(X99 1 ) 一 XX9990 一 1) 十 


%8(Y8880 一 1) 十 … 十 和 (X10 一 1 ) 被 *09 一 1 从 而 被 XY? 十 X38 十 … 十 十 1 过 
除 . 


令 o=c0s2 +isin-25 ， 则 ow 二 oo 十 … 二 on=u ,2 一 1 一 0， 取 
bE bd w—1 


实 部 即 得 所 需 等 式 ， 
Sw=c0s Tr tisin a ri [Ob i wi—w++1 一 


tl 一 m= m-1(,m 
st 1 0 0 (wo D+ et 1) "io"— 
w”*1)。 而 对 每 个 自然 数 h&m， 有 w* 一 wh 二 一 wm 

[4 


oto T2008 TT 
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12。 令 ww 一 CO0s -到 二 sin-2-， 取 ss) 得 四 不 车臣 PP(1) 十 


3 


wiQ(1) +wtR()=0, 这 四 个 式 相 加 得 4P(1) 一 Q@(1D) 一 R(1)= 
0.。 又 将 P(1) 十 wx@(1) 十 wRR(1)= 二 0 乘 以 wt 得 ww*P(1) 二 p*@Q(1) 
十 w3* 民 (1) 一 0, 将 =1,2,3,4 时 的 四 个 等 式 再 相 加 得 一 P(1) 一 Q(1y 
一 R(1)=0. 于 是 4P(1) 一 Q(1) 一 R(1)) 一 (一 P() 一 8(1) 一 R(1)》 
二 0, 即 5P(1)=0, P(1)=0, (x—1)|IP(x). 

注 第 12 题 可 进一步 改 为 , 设 P(x)(0<i<4) 是 多 项 式 , 且 P(x5》 
+XPalx5)+x Pax5) +xs PXS) = (Xt+ tt 则 


Xx 一 1 整除 Pi(x),0<i<4. 证 明 如 下 仍 设 0=cos2 isin ee. 又 


YX 一 Or(Ts<R<S4) 代 入 所 给 的 关系 式 得 Py arpiCD om psi) + 
wtP4(1) 二 0。， 再 乘 以 w* 得 wrPi(1)+w**P(1)-- wx Ps (1) 二 
wtPs(1) 二 0， 对 k=1，2，3，4 求 和 得 4P1(1) 一 Ps(1) 一 Ta 一 
P,(D)=0， 一 Pi(D) 一 Ps(D 一 Ps(1) 一 P,(1) ==0, 两 式 相 减 得 5P1(1》 
二 0 ，Pi1(1)=0.。 于 是 oktPakl) 二 ooPs(1) wp(l)=0， 且 
Ps(1)+wrtPs(1) 二 w*P4(1) 二 0， 又 可 得 Ps(1)=0。 进而 Ps(1)= 
0,P,(1) =0. 再 将 t=1 代 入 Pi(x5) 十 xPs(%5) 十 %?Pa(x5) + x3 P(rs) 
一 (44 十 4a-HXa 十 % 十 1)Po(x) 即 得 5Pof1) 一 0 ,从 而 Qo(1) ==0. 


习 题 44 


?一 1 


了 (2) 一 1 十 X2 十 X22 十 十 和 人 D7 一 二 ra 9(X%) 一 1 十 X 十 %28 十 


二 De 和. 从 (X77 一 1,%" 一 1) 二 "m7,"0 一 1 的 根 中 
去 掉 其 中 的 x%? 一 1 的 祖 及 +4 一 1 的 根 ， 即 得 (f(x)，9(%)) 的 全 部 


(npmag)—1 ?4) 一 1 
根 . 故 (7 (x),g(%)) = 


注意 到 当 网 < 多 时 有 (2" 十 1) | (22"*1 一 1)| (2** 一 1)， 可 知 (2 十 1， 


22 "十 1 一 (2m 二 1，(22 1)+2)=(2 +1,2) =1. 
(2s1M 十 4，144 十 3) 一 (219 -4 一 (148 十 3)，147N 十 3) 一 (718 十 1，147 十 
3) 一 2(7MN 十 1) 一 (0738 十 1,1) 一 1 
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。(1) 公共 根 也 应 是 两 方程 之 莽 ( 办 一 P04 的 根 ， 当 血 决 
一 人 -LU 一 p(d1— ds 

加 时 ( 一 0) + 加 (一 二 Dp ) + 0, 好 (9 一 0) 
十 ( 力 一 加 ) P19 — p21) =0; 此 条 件 当 轴 = 力 (从 而 9 一 0 时 
也 成 立 .此 条 件 也 是 充分 的 。 

(2) 当 两 方程 不 重合 且 有 公共 恨 时 pr 所 ,1 一 一 -9 二 从- 二 公共 相 ， 
为 有 理 数 ， 由 韦 达 定理 知 两 方程 的 另 一 根 分 别 为 有 班 数 一 办 一 
X1 和 一 加 一 %a， 

， 重 根 a 应 是 (x) 一 za 一 3%2- 二 4 与 了 (xz) 一 3%2 一 6X% 的 公共 根 . 了 (xz) 

的 两 根 为 0,2， 其 中 2 是 f(x) 的 根 ， 因 而 是 重 根 ， 第 三 根 为 3 一 2X2 


一 一 1 
。 条 件 应 为 (x: 十 Px-49，3x? 十 力 ) 关 I。 但 (X33 十 px 十 4，3X? 十 力 ) 一 
(Spx+q, 3rr+p). p09=0, p03( 一 ) 十 
一 0， 即 274? 十 4P3 二 90， 此 条 件 当 力 一 9 一 0 时 也 成 立 ， 

。(%8 十 %4 十 3Y2 十 2X 十 2，6X5 十 4%3 十 6XY 十 2) 一 %2 十 X 十 1， 和 十 X%4 十 3Y3 
十 2 十 2 一 (%3-HY 十 1)2(%2 一 2X 十 3)， 根 为 -二 ! 二 > 3 二 (一重 ) ,1 二 
(一 重 ). 

.着 "一 所 光 ， 可 设 /(%) 与 9(4) 吾 于 ,和 Y- 一 ew 一 (or) 一 
(D0f (4))* 与 0(z))* 仍 互 察 ， 仿 侧 12 得 蔬 质 。 

。%30 除 以 *? 十 1 余 (一 1)8 一 一 1， 除 以 《4 十 1)2 余 30( 一 1)2 人 Y 十 1 十 


(一 1)%= 一 30x 一 29. 由 (X 十 1)? 一 (x? 十 1) ==2% 和 (%? 二 1) 一方 (2%) 


二 1 得 1 一 (2 十 上 一 二 拭 (2 十 1 一 (和 十 1 一 (tx 十 1 ) (X%32-H1) 


一 二 (xz 十 1 于 是 ok( 一 一 4(X 十 1) 除 以 42? 十 1 和 (X 填 1): 分 
别 余 1,0. 取 R(X)= 一 pg1(%)--( 一 30x 一 29) (1-- ol (Xx) ) 一 (304 十 
28)91(%) 一 30X 一 29 一 一 (15X% 十 14) X* (Xx 二 1)? 一 30x 一 29， 则 20 一 
R(X) 被 (% 十 3 ， (23 十 1 整除 。Y(X) 一 尽 (X)- 二 15(X%s 二 1)(% 十 1)3 
一 (一 14% 十 15)(X 十 1)? 一 30x 一 20 即 是 所 有 求 的 余 式 ， 
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10. P(x) 除 以 (% 土 1) 余 士 I。 (%* 十 1)3 一 (X% 一 1)*=6X3 十 2，(% 一 1)* 一 
(Tx 一 工 5 ) (6x? 十 2) 一 了 (6z2 十 2) 一 卫 xX: t=2, 于 是 2= 
(@x*+D— [> (2 x 一 十) Geox:+2) |= (2x xX 十 

1 ) (6x1+2)—$ (x—1):= (和 xz 一 x+1 ) Ex+1)s—(¢—1)] 
一 了 (x 一 1)’= (Be Bxt1 ) (x 二 1)— ( 34+ 8+1 ) (XC— 
1)3. 于 是 G(xX)== 一 (Bx drt ) (x—1)=2— ( 3 一 X 十 
1 ) (x 十 1》 除 以 (x 一 1)5 与 (x 十 1) 分别 余 0 和 2，P(x) 一 一 (x+ 
xt1 ) (4—1)—1 即 为 所 求 ， 

习 题 45 


1. r+s=p, rsS=4, 7*+8=p—24. (r+)+t( st ! ) = (+ 
5 十 -所 十 3 一 (加 一 20)(1+ 南 )， (天 + ) (s+ 声 )= =(7S)? 


(7 ) 

二 rs =(4+ 计 ) ， 故 所 求 方程 为 2242 一 (太一 24)(22 二 1) 
十 (9 十 D)2 一 0， 

2. 设 三 根 为 */，X2，X9， 则 C 二 一 X122X9 二 一 X32 大 0， X23 =—/C, 
(Yeta Ye) th YOtes0, a bY c=0, a e 
一 总 ，U3C 一 5 .YX1Y3 一 % 一/C2，Mi 十 %s 一 一 0 一 %a 一 一 0 十 /CC ，Yi 与 
ya 是 方程 xX? 十 (a 一 人 Cc )Y 二 人 cs 一 0 的 根 ， 此 方程 有 相 异 实 根 的 条 件 
为 (Z 一 /CE )3 一 43/C3>0，(gE 一 /5E 二 2 CC (a YC -22/C)> 


0， Cc 在 -各 -与 一 :之 间 . 故 所 求 条 件 为 ，c 关 0，b3=g3C，C 介 于 一 oa 


3 
与 -9 之 间 . 
3. 令 2 一 8—X, y=3Y/274X, U0=U0+7, t=35, utv 
2 十 2 35 


和 750 一 ECuto)!—(u tv —u0)]=6. 
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10, 


可 解 出 Ww, 为 2，3, X= 二 0 或 一 19, 


。 两 边 乘 以 2X3X4 得 (12x 一 1)(12X% 一 2)(12% 一 3)(12% 一 4)= 二 2X3X4 


X5. 令 y 二 12X， 得 (73 一 1)(y 一 2)(9y 一 3)(y 一 4)=2 X3X4X5. 易 
见 3=6 和 y= 二 一 1 是 解 。 设 9 的 另 外 两 解 为 yy， ， 则 十 y= 二 


2X3X4—2X3X4X5 
(1+2+3+4)—6—(—1)=5,， y= x 16, 可 
解 出 1， 


. 令 Y=y 十 2， 则 (7 十 21 十 (37 一 2) 一 626， 展 开 后 得 到 双 二 次 方程 


外 十 2473 一 297 一 0， 甸 一 8 或 一 33，X 呈 5， 一 1，2 士 V39i, 


。0= (% 十 7)2 一 (X2 十 32) 一 247 一 (CC 一 2)2 一 (5 一 22) —22 一 一 202 十 


(0 一 0) . 当 C 一 0 时 六 应 为 0,2z 为 任意 值 , 由 X 十 ?一 一 2 与 +》=z? 得 


YX，? 为 -一 ! 寺 六 3 ze， 当 a 关 0 时 z= ， 由 和 十 》 一 4 一 2 一 人 十 人 


与 XY 二 g? 一 (2 ) 可 解 出 x*,y 为 人 十 和 二 Ya OO 。 


要 使 X*，y》，z 为 不 同 的 正 数 ， 首 先 应 C>0，5-0，C2>>52, (3a: 一 b?) 
* (302 一 0)>0, 于 是 六 <Z<w 3 此 时 并 可 知 z 不 满足 %，? 所 满 
足 的 方程 上 一 (4 一 z)t 二 2? 二 0，( 即 z? 一 (一 2)z 十 2 了 关 0) ,因而 x，》， 
z 的 确 互 不 相间 . 


。 仿 照例 7. 
， 设 所有 的 根 为 4，za，“…， 则 元， 区 ， “满足 的 方程 为 十 5 二 


YX Mi .上 ax 十 co 一 0( 不 妨 假 定 四 天 0)， 页 + 吉 it" + 高 一 1~2= 
一 1<0， Xl Nn 不 能 全 为 实数 ， 


。 方 程 即 4X? 1 十 (3 一 1JX7 3 十 … 十 3%3 十 2X 一 (4 十 1)(% 一 1) 一 0, 由 有 


理 根 定理 可 考虑 刀 :L ， 经 验证 如 + 是 根 , 

记 cx 是 %Y，?y，2， oo 中 每 次 取 下 个 的 要 各 之 和 ，1<k<4， 则 = 
10，g4=24，04 二 去 [O12 一 (4 十 总 二 22 十 W0)] 一 35， 由 如 十 如 二 25 十 
4103 一 013 一 30103 十 303 得 va 一 50， 于 是 Y， ?7，2，20 是 方程 上 一 10f3 


十 3583 一 50t 十 24==0 的 四 个 根 . 由 有 理 根 定理 及 用 综合 除法 试验 可 求 
出 四 个 根 为 1，2，3，4。 
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11，Y3 一 XY 一 y 十 1 一 1，(Y 一 1)(7 一 向 王 1，Y 一 1 一 ?一 1 一 士 1，X 一 y=10 
或 2 

2. 2 一 一 (Y 十 儿 ，Y%3 十 3 一 (% 十 9)3 一 一 18， 3xy(X+)y)=18, “yz= 
一 6。 由 X 十 9 十 z 二 0 知 X，》，Z 这 三 个 数 中 有 两 个 正 、 一 个 负 ， 且 
负数 的 绝对 值 最 大 .应 为 一 3， 其 余 两 数 为 1 和 2. 
又 解 X+，y》，z 是 方程 如 十 pt 一 9 二 0 的 三 个 根 。 其 中 系数 力 ，9 待 定 ， 
将 4%，3，2 分 别 代入 方程 两 边 ， 再 将 所 得 的 三 个 等 式 相 加 可 得 一 18 
一 34=0，2 一 一 6， 即 %y2 一 一 6， 与 前 一 种 解法 同样 可 得 %，?》，2。 


-习题 46 


1。 所 要 证 明 指 命题 的 图 论 形 式 

是 ， 如果 简 单 图 G 中 (1) 任 党 

Ni 两 个 相 邻 的 顶点 都 没有 公共 

邻 点 ， 而 且 (2) 任 意 两 个 不 相 

一 人 邻 的 顶点 都 丛 有 两 个 公共 邻 

>、12 点 ， 则 图 G 是 正则 的 . 证 明 

如 下 ; 设 G 中 顶点 % 与》 相 

邻 且 和 N(x) 与 N(y) 分 别 

(第 1 题 ) 表示 G 中 所 有 和 %* 与 3 相 邻 

的 邻 点 集合 (如 图 ,其 中 不 相 邻 的 顶点 之 间 连 虚线 )， 设 zE N(x)， 由 

《1)，?》 和 2 不 相 邻 ， 由 (2)，?》 和 2 有 两 个 公共 邻 点 ， 一 个 是 X*， 另 

一 个 是 w， 并 且 wE Nfy)， 于 是 令 和 N(x) 中 的 z 与 N(Yy) 中 的 风 粗 

对 应 .这 一 瞎 射 是 N(*) 到 和 N(y) 上 的 双 射 . 因此 d(x)=|N(x)| 

二 IN()1=dfy)， 如 果 G 中 顶点 * 和 3》 不 相 邻 ， 则 由 (2)，G 中 过 
顶点 z 和 %* 与 》 剖 相 邻 ,于 是 d(x)=d(z)=d(y). 

2 将 2 个 点 看 成 图 G 的 4% 个 顶点， 著 两 点 的 距离 为 1 则 相 邻 两 个 项 
点 相 邻 。 图 C 和 x 相 邻 的 顶点 一 定 落 在 以 4 为 阅 心 ， 以 工 为 半径 的 
圆周 C 上 。 由 于 这 刀 个 点 中 任意 两 点 距离 至 少 是 1， 所 以 C 上 至 多 
含有 图 G 的 6 个 顶点 ， 即 % 的 度 d(%)<6。 出 定理 1，24(G) <8， 
因此 91(G) 生 32%。 这 说 明 ， 图 G 至 多 有 34 条 边 ， 也 就 是 说 ， 这 个 
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N(xX) YI 


点 中 至 多 有 37 对 点 ， 每 对 点 的 距离 恰好 是 并 
3。 将 学 生 看 成 顶点， 相应 于 三 所 中 学 A4，B 和 C 学 生 的 顶点 所 组 成 的 
集合 依次 记 作 及 ,了 和 了 2. 设 % 和 2 是 代表 不 同学 校 的 两 名 学 生 的 顶 
点 。 如 果 这 两 名 学 生 相 互 认识 ， 则 & 和 2 相 邻 ， 否 则 xz 和 ?2 不 相 邻 ， 
得 到 的 图 记 作 C， 注意 在 G 中 属于 同一 个 顶点 集合 的 两 个 顶点 % 和 了? 
总 认为 是 不 相 邻 的 ， 不 管 * 和 了 所 代表 的 学 生 相 邻 与 否 ， 设 XE 式 ， 
了 与 QZ 中 和 #Y 相 邻 的 顶点 数 分 别 记 作 天 与 1 由 已 知 条 件 , 十 1 一 % 十 
1.8 与 了 中 大 的 记 作 M(XZ) .让 xz 路 遍 天 ,MMXZ) 的 最 大 者 记 作 Mr. 同样 
Mr 与 Msz 作 类 似 理解 . 数 Myz, mr 和 Wz 中 最 大 的 记 作 1. 不 姑 设 坟 二 
Mx， 并 且 Xxo€ 驴 ,使 得 六 中 和 
Xo 相 邻 的 顶点 集合 了 1 的 基数 位 ,| 
二 MN( 如 图 )， 于 是 Z 中 与 4%o 相 令 
的 顶点 数 为 4 二 1 一 WM 之 1( 沾 2M 志 
%)， 设 乙 中 20 与 Xo 相 邻 。 如果 
有 YoEY1， 使 z0 与 yo 相 邻 ， 则 
人 Xoyozo 是 G 中 一 个 三 角形 . 若 
了 :中 每 个 yo 与 ze 都 不 相 邻 ， 则 
工 中 与 zo 相 邻 的 顶点 数 委 UN 一 悦 . 
(第 3 古 ) 因此 zo 与 区 中 相 邻 的 顶点 数 > 
十 1 一 (4 一 214) 二 Mm 十 1， 与 HM 的 最 大 性 相 矛 导 。 于 是 证 明 G 中 必 有 


XoYogo, 


习 题 47 


1. 要 证 的 是 ，7(4,4) 志 18， 证 明 如 下 ， 由 定理 3，Y8(4，4)<*(3，4) 十 
7r(4，3) 二 27(3，4)。 由 例 4，Y(3,4) 委 9， 即 得 所 证 。 如 果 不 用 定理 
3 和 y(3,4) 扩 9， 出 可 直接 证 如 下 ， 任 取 2 色 Ki 的 顶点 4， 它 连 '17 
条 边 ， 两 神 颜 色 ， 故 有 9 边 同 色 ， 设 XYytyXya，…，Xys 为 红 边 ， 则 以 
yiyya，…，?e 为 顶点 的 完全 子 图 Ks 仍 是 2 色 的 ， 它 含有 红 三 角形 
人 Ayzyyyx 或 蓝 完 全 子 图 下,， 于 是 KK1s 含 单 色 三 角形 ,车 有 X21, X22， 
,XZg 为 蓝 色 ， 证 明 相 仿 ， 

2 首先 证 明 ， 在 不 含 红 三 角形 和 蓝 下 , 的 2 色 Ks 中 ， 每 个 顶点 至 多 连 
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有 3 条 红 边 ， 据 此 即 可 硬 出 所 需 之 Ks. 图 略 . 

。 等 价 的 图 论 命题 是 ， 用 颜色 co, cz，ca，… 去 染 9 阶 图 G 的 边 ， 使 得 
《1) G 不 食 ce 色 三 角形 ;《〈2》 每 个 桥 点 至 多 连 有 三 种 非 co 色 的 有 色 
边 ; 《3) 如 果 某 三 角形 两 边 间 色 ， 则 该 三 角形 是 单 色 的 .和 欲 证 G 含 非 
co 色 的 单 色 三 角形 ,可 波 G 即 是 及 ， 由 (3)， 可 设 KK 中 顶点 0 至 少 
连 有 5 条 Co 色 边 pW,2W3,… ,DUs. 由 (1)， 在 9 中 以 41,3，…,Us 为 顶 
点 的 完全 图 下 s 不 含 ce 色 边 ， 由 (2)，z1 至 少 连 有 两 条 cs 色 边 ，i 之 
1， 由 (3)Ks 含 非 co 色 的 单 色 三 角形 ， 

。 首 先 用 反 证 法 证 明 ， 上 底 与 边 同 色 。 设 若 不 然 ， 有 2 边 不 同色 .可 设 
14s 与 A1h; 分 别 是 红 边 与 绿 边 ， 由 4 到 Bl,…, 万 , 的 5 边 中 必 
有 3 边 同色 ， 不妨 役 A1Bl，A1B,，A1Bs 为 红色 。 和 由 假设 ，B,B;y 为 
绿色 ，4Bl 为 绿色 ,. 从 而 4.B; 为 红色 ， 即 人 A1A，B， 为 单 色 三 角 
形 ， 了 矛盾。 同 理 下 底 5 边 同色 。 最 后 再 用 反 证 法 证 明 ， 上 下 底 的 边 凡 
色 。 
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